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1

positifs tels que: si v,(a) < 4§, alors la fonction e~% est intégrable sur un
voisinage de a et si v,(a) > v, alors la fonction e~% n’est intégrable sur aucun

) ~ Résumé ) )
I’objet du présent travail est I’étude des singularités d’une classe de

fonctions plurisousharmoniques sur une variété analytique X de dimen-
sion n > 1. Les transformés stricts des courants dd®y par éclatements et le
probléme de I'intégrabilité locale de e~ %, avec ¢ une fonction plurisoushar-
monique, jouent un role important. Ce probléme a été abordé par plusieurs
auteurs: E. Bombieri [Bom70], H. Skoda [Sko72], M. Blel [BI&1], Kisel-
man [Kis79,93], L. Abrahamsson [Abr&8] et récemment J-P. Demailly et
J. Kollar [De-Ko99]. Pour étudier ce probléme, nous commengons par con-
troler les nombres de Lelong de certains types de fonctions plurisoushar-
moniques ¢, ensuite, nous étudions les singularités du transformé strict
du courant dd®p par un éclatement de X au dessus d’un point. Nous
répondons ainsi positivement au probleme d’intégrabilité locale de e™%
dans le cas ou dimX = 2 et ¢ une fonction plurisousharmonique telle que
¢ € L. (X \ K), avec K un compact de X, et les ensembles de niveau
E.(¢) = {z € X; vy(zr) > c} sont discrets pour tout ¢ > 0 et v,(z) < 2
pour tout z de X.
Abstract

The goal of the present work is to study the singularities of a class of
plurisubharmonic functions on complex manifolds X of dimension n > 1.
The strict transforms of currents ddp by blow-ups and the problem
of local integrability of e™%, where ¢ is a plurisubharmonic function
play an important role. This problem has been treated by several au-
thors: E. Bombieri [Bom70], H. Skoda [Sko72], M. Blel [BI81], Kiselman
[Kis79,93], L.Abrahamsson [Abr88] and recently by J-P. Demailly and
J. Koll‘ar [De-Ko099]. In order to study this problem one starts by control-
ling the Lelong numbers of certain plurisubharmonic functions . Then we
study the singularities of the strict transform of the current ddy by the
blow-ups of X at a point. Using this we positively answer the question of
the local integrabily of e™%, when dimX = 2 and ¢ is a plurisubharmonic
function with ¢ € L. (X \ K), and K is a compact of X, and in the
situation where the sublevel sets E.(¢) = {z € X; vo(z) > ¢} is discret
for all ¢ >0 and vy(z) < 2forall z € X.

Introduction

Le but de ce travail est I’étude du lien entre I'intégrabilité locale de e™%, ou
¢ est une fonction plurisousharmonique (Psh) sur une variété analytique X de
dimension n et les valeurs du nombre de Lelong de . En 1970, E. Bombieri
[Bom70] a démontré que pour tout a € X, il existe deux réels ¢ et v strictement

voisinage de a.

En 1972 H. Skoda [Sko72] a précisé ce résultat et a démontré que § = 2 et
¥ = 2n. En 1999 J-P. Demailly et J. Kollar [De-Ko99] ont définit ’exposant
des singularités complexes d’une fonction ¢ € Psh(X) sur un compact K de X
par:

ek (@) = sup{c > 0; exp(—2cyp) intégrable sur un voisinage de K}.



L’ensemble Psh(X) des fonctions plurisousharmoniques sur X est muni de la
topologie de la convergence dans L . Les auteurs ont montré par ailleurs la
semi-continuité inférieure de 'application ¢ — ¢k (¢) sur Psh(X), et que pour
tout ¢ < cx () et pour toute suite (¢m)m qui converge vers @, e~ 2°¢™ converge
vers e~ 2°? pour la norme L! sur un voisinage U de K.

Rappelons qu’une fonction ¢ sur un ouvert U d’une variété analytique X
est dite presque Psh s’il existe une fonction ¢ € Psh(U) et w € C®(U) telles
que ¢ = ¢ +w. Un courant T de bidegré (1,1) sur U est dit presque positif
si il existe une (1,1)-forme v réelle a coefficients localement bornés telle que
T > ~. Dans ce cas T peut s’écrire sous la forme T' = a + dd°p, avec o une
(1,1)-forme C* et ¢ une fonction plurisousharmonique [Dem92]. Tl découle de
ce qui précede que dd°yp est presque positif si, et seulement si, ¢ est presque
Psh. Un courant presque positif 7' de bidegré (1, 1) sur la variété X est dit a
poles dans un compact K si pour tout ouvert relativement compact U de X, il
existe une fonction ¢ € Psh(U)NLYP (U \ K) et une (1,1)-forme a de classe C*
telles que T'= a + dd®yp sur U).

Etant donné un (1,1)-courant positif fermé 7" sur une variété analytique kéh-
lérienne X de dimension n et si les poles de T sont dans un compact K propre
de X, vp(z) <v; Ve € X et E.(T) est fini pour tout ¢ > 0, on montre dans ce
travail qu’on peut controler ) . x v7(x) par une constante réelle positive M.

Soit p: X — X Déclatement de X au dessus d’un point z et [57] le diviseur
exceptionnel de cet éclatement, d’aprés S. Giret [Gir98], le prolongement triv-
ial T de p*T & travers Y existe et appelé le transformé strict de T, de plus
T = p*T —~[Y], avec v = vp(z). On étudie ensuite les propriétés de T', en par-
ticulier on montre qu’en dimension 2 le courant 7" hérite toutes les propriétés de
T énoncées ci-dessus, et que ) .o 1/%(;13) est majorée par M — ~2. En consid-
érant des éclatements successifs de ce type on peut raffiner a chaque fois cette
majoration pour retrouver aprés un nombre fini d’éclatements un courant positif
fermé tel que le nombre de Lelong de ce courant en tout point est strictement
inférieur & v. Pour n = 2, si ¢ € Psh(X) NL2, (X \ K) telle que v, (2) < 2 pour
tout z € X et E.(p) est fini pour tout ¢ > 0, d’aprés ce qui précéde, on peut
ramener le probléeme de I’'intégrablité locale de e™% a 1’étude de I'intégrabilité
locale d’une fonction Psh sur une variété analytique de dimension 2 et telle que
tous les nombres de Lelong sont strictement inférieurs a 2.
Le travail se compose de trois parties

e Partie 1: Si © est un courant positif fermé de bidegré (n—p,n—p), 1 < p < n,
et solent 71, ..., T, des (1,1)-courants presque positifs fermés sur X & poles dans
K. Bien que le produit extérieur Ty A... AT}, ne soit pas défini, on montre qu’on
peut attribuer un sens a fK Ti A... AT, AO. Demailly [Dem92] a montré que si
la variété X est compacte, alors pour tout ¢ > 0 on peut régulariser un courant
presque positif fermé T' sur X par des courants (T¢ x)x presque positifs fermés
qui convergent faiblement vers 7' avec atténuation des singularités (les T x sont
C® sur X \ E.(T)). Si X est kahlérienne non nécessairement compacte et K
compact de X, alors on montre que la condition de Demailly sur la courbure est
vérifiée sur K et on peut de la méme facon régulariser 7' sur K par des courants



presque positifs fermés. En appliquant ce résultat pour des courants T} positifs
fermés sur X tels que pour tout ¢ > 0, E.(7}) est fini, 1 < j < n, on se rameéne
au cas ou les courants sont C* en dehors d’un ensemble fini. D’aprés [Dem93a],
ona: vy, (x)...vr, (%) < vrn ATwon (@) ((Ther)r est la famille de
courants régularisants 7). Ce résultat s’étend comme suit pour controler les
nombres de Lelong de courants a poles dans un compact:

Théoréme 1.1 Soient X une variété analytique kahlérienne de dimension n et
Ty, ..., T, des (1,1)-courants positifs fermés a péles dans un compact K de X
( T; = aj + dd®y; sur un voisinage U de K, avec aj une (1,1)-forme C® et
¥; € L (U\ K) et presque Psh). On suppose que pour tout 1 < j < n et pour
tout ¢ > 0, U'ensemble E.(T;) est fini. Alors

ZVTl(m)...yTn(m) S/KTI/\~~~/\TH~

rzeK

e Partie 2: Soit K un compact de X et p: X — X DPéclatement de X au
dessus d’un point z € K et [Y] le diviseur exceptionnel de cet éclatement. On
étudie le lien entre fK TiA...ANT, et f ny ,u *T1 —c1 [Y])/\ (T —enlY]),

avec 0 < ¢; < wp,(z), 1 < j < n. Les termes de la forme f /1 i A A

Wy, A [f/] 1< <0< _]p g net 1 <p<n,sont tous nuls puisque
Supp(p[Y]) C {z}, de plus J#[Y]* = (=1)"~'. On montre alors le résultat
suivant:

Théoréme 1.2 Soient X une variété analytique kahlérienne de dimension n,
7% X — X Déclatement de X au dessus de x et Ty, ..., T, ; n courants presque
positifs fermés de bidegrés (1,1) et a péles dans un compact K de X contenant
z, alors pour tous 0 < ¢; <wp,(x), 1 <j<nona:

/ (/J*Tl—cl[f/])/\.../\(/l*Tn—cn[f’]):/ TiA . ATy~ e
p=1(K) K 7j=1

Nous étudions ensuite les singularités du transformé strict 7' de T' = dd°¢
par éclatement p: X > X au dessus d’un point z de X, avec ¢ une fonction
Psh sur X. On commence I’étude pour les fonctions a poles logarithmiques, puis
en approximant ¢ sur un voisinage de z par de telles fonctions (on considére
la suite (¥ )m des fonctions définies dans [Dem93b] qui approxime ¢ de point
de vue singularités et pour la topologie de L}, ), on montre que pour tout
FeU=pu""(U)ona: vy (&) converge vers v () lorsque m tend vers I'infini,

avec Tm le transformé strict de T, = dd®i,,. On retrouve a la1~de de cette
approximation des propriétés importantes concernant les poles de T':

Proposition 1.3 Soient T un (1 1)-courant positif fermé sur une variété an-
alytique X de dimension n et T' le transformé strict de T' par Uéclatement
7% X — X de X au dessus d’un point x. On note Y le diviseur exception-
nel de l’éclatement, alors

vi(a)<wvp(z) YaeY.



On montre aussi le résultat suivant:

Proposition 1.4 Avec les mémes hypothéses de la proposition 1.3, on a:
vy =0 presque partout sur Y.

En particulier, pour tout ¢ > 0, Ec(f) NY est un sous ensemble analytique de
dimension <n — 2.

e Partie 3: Soit X une variété analytique kahlérienne de dimension 2 et ¢ une
fonction Psh sur X & poles dans un compact K de X, on suppose que v, (z) < 2
pour tout z € X et E.(¢) est fini pour tout ¢ > 0. On montrer dans cette partie
que e~ ¥ est localement intégrable sur X. Le probléme se pose au voisinage
des points tels que le nombre de Lelong est égal a 2. Soient zg € Xg (= X
tel que v,(z0) = 2 et Ty = dd®p. Nous construisons la famille d’éclatements
(#p)p>1, avec pp: X, —> X,_1 D’éclatement au dessus de z,_1 € X,_1. Si Y/p
est le diviseur exceptionnel correspondant de Hp, on définit la famille de courants
positifs fermés (7} )p>1 définies par T, = p3T,—1 — 2[Yp]. Les z, sont les points
tels que vy, (z,) = 2, p > 1. On s’arréte a 'ordre pg si vy, (z) < 2 pour tout
z € Xp,. On montre que cette famille ne peut étre que finie (i.e py existe). Les
propositions 1.3 et 1.4 impliquent que E.(7},) est fini car X est de dimension 2
et le nombre de Lelong de T}, est inférieur ou égal & 2 en tout point de X,,, alors
d’apres le théoréeme 1.1 on a: erxp I/%p(l‘) < pr Tp27 avec K, = p;l(Kp_l)
et Ko = K. Le théoréme 1.2 entraine alors que erxp I/%p(;‘l}) < [ T? —4p.
Ceci prouve que pg existe. On se rameéne alors a un courant positif fermé T,
de type (1,1) tel que vy, (z) < 2 pour tout € X,,. On énonce le théoréme
principal de cette partie:

Théoréme 1.5 Soit ¢ une fonction Psh sur une variété analytique kahlérienne
X de dimension 2 qui vérifie:

i) p € L2 (X \ K), avec K compact de Uintérieur de X

i) vo(z) <2;Vee X

iti) Ec(p) est fini pour tout 0 < ¢ < 2,
alors e™¥ est localement intégrable sur X.

Les auteurs remercient le professeur Jean-Pierre Demailly pour les discus-

sions fructueuses et 1’hospitalité chaleureuse pendant les séjours des auteurs &
I'Institut Fourier de Grenoble.

2 Controle des nombres de Lelong des courants
positifs fermés de type (1,1).

Soient X une variété kahlérienne complexe de dimension n, K un compact
de X et © un courant positif fermé de bidegré (n—p,n—p), 1 < p < n, et soient
Ty, ...,T, des (1,1)-courants presque positifs fermés sur X & poles dans K (i.e
pour tout relativement compact U de X, il existe une fonction Psh ¢; et une



(1,1)-forme o; de classe C* telles que Tj = a;j+dd°p; sur U et ¢; € LS (U\ K),

1 < j < n). Bien que le produit extérieur 71 A...AT, ne soit pas a priori défini,
on peut attribuer un sens a fK Ty AN...ANT, NO par:

/ TiAN...ANT,AO® = lim lim (a1 + dd° max(¢1, —¢))
K

e—=>0c—+00 K
B

A A (ap + dd°max(pp, —c)) AO (1)

avec T; = aj+dd°p; sur un voisinage de K et (K. ).>0 est une famille exhaustive
de compacts décroissante vers K lorsque ¢ tend vers 0. Ensuite, on suppose que
les courants T; sont positifs fermés et que pour tout ¢ > 0, E.(T}) est fini,
1 < j < p =mn, on montre alors I'inégalité suivante qui contréle les nombres de
Lelong des T}

ZI/TI(:E)...VTTL(I‘) gATlA...ATn.

zeX

2.1 Courants presque positifs fermés et masse du produit

Pour prouver que ’égalité (1) a un sens, nous commengons par montrer que
le terme

/ (a1 + dd°max(e1,—¢)) A ... A (ap + dd° max(p,, —¢)) A O
K.
est indépendant de I’écriture des T; = a; + dd®p;, 1 < j < p, lorsque ¢ > 0
assez grand.

Lemme 2.1 Soient X une variété analytique de dimension n, © un (n-1,n-
1)-courant presque positif fermé (i.e. il existe ¢ > 0 et v une (n-1,n-1)-forme
réelle a coefficients localement bornées tels que @ + ¢y > 0) et soit T un courant
presque positif fermé de bidegré (1,1) et a péles dans un compact K de X.
(T = a+ dd°p sur un ouvert relativement compact U contenant K, avec a une
(1,1)-forme C® et ¢ € Psh(U)NL2 (U\K)). Soit L C U un compact voisinage
de K, alors

/L(a + dd° max(p,—c)) A O

est indépendant du choix de a et de ¢ dans la décomposition de T et indépendant
de la constante ¢ > sup,ca7, ©().

Démonstration .

Soient 3 une (1,1)-forme C*° fermée et 1 une fonction presque Psh telles que 7' =
B+ dd®y sur U et soit v > supyy, |¢|. La fonction max(y, —v) est dans L{2, (U),
alors d’apres Bedford et Taylor [Be-Ta82], le courant (5 + dd® max(¢, —v)) A©
est bien défini sur U. De plus a — 3 = dd°(¢) — ¢), alors

/L(oz—}—ddcmax(go,—c))/\@—/L(ﬁ—l—ddcmax(l/),—l/))/\@



= /dec(l/) — ¢+ max(p, —c) — max(yy, —v))) A ©. (2)

Sur un voisinage de JL et pour ¢ et v assez grands on a ¢ = max(p, —c) et
¥ = max(v, —v), alors

/L dd®(¢ — ¢ + max(p, —¢) — max(y, —v))) A O

= /aL d°( — ¢ + max(p, —c¢) — max(y), —v))) A© =0, (3)

et par suite I’équation (2) donne:

/ (B+dd°max(y,—v)) AO = / (a + dd° max(p, —c)) A O.
L L

d

Remarque . Le lemme 2.1 entraine aussi que si © est un courant positif fermé
de bidimension (p, p) et si T; = a; +dd®p;, 1 < j < p, sont des courants presque
positifs fermés de bidegrés (1,1) sur un relativement compact U contenant K|
avec «; des formes de classe C*® et ¢; € Psh(U) N L2 (U \ K), alors on a de
méme

/ (a1 + dd°max(e1, —¢)) A ... A (ap + dd° max(e,, —¢)) A O
L

est indépendante de la décomposition des T et de la constante ¢ > max; supy;, |¢;],
o]
KccrLccUcccX.

Théoréme et définition 2.1 Soient X une variété kdihlérienne complexe de
dimension n, © un courant positif fermé de bidimension (p,p), 1 < p < n et
Ti, ...,T, des courants presque positifs fermés de bidegrés (1,1) a péles dans
un compact K de X (T; = a; +dd°p; sur un relativement compact U voisinage
de K, avec a; une (1,1)-forme de classe C*° et p; une fonction presque Psh sur
U, 1<j<p). Alors

/Tl/\.../\Tp/\(:) = lim lim (a1 + dd° max(¢1, —c))
K

e—=0c—>+o00 K

A A (ap + dd°max(g,, —c)) AO  (4)

est bien définie. (K.).>o une famille exhaustive de compacts qui décroit vers K
lorsque ¢ tend vers 0.

Démonstration . Soient ¢; > 0 tels que T; + cjw > 0 pour tout 1 < j < p,
avec w une (1,1)-forme kahlérienne sur X. Pour T . = a; + dd° max(g;, —c) sur
U, 1< j < p, une simple démonstration par récurrence sur p donne



TieN.. ANTpe = (Tetew)A o A(Tpe+ cpw)+

E
Z 21:[ (—Cie)(Th,c + le“")) ARERYA (ij—kyc + ij—kw) AWk
1<i1<...<1,<p, k=1,...p—1 =1
G1<<dp-r €0,y lin ikl
P
+ 11 (—¢j)wP. (5)

=1

Le terme

l}1+m (a1 4+ 1w +dd° max(p1, —c)) A ... A(ap + cpw + dd° max(gp, —c)) AO
c o0 K!

est positif et décroit lorsque ¢ tend vers 0, donc

lim lim (a1 +erw+dd max(p1, —c))A. . Alap+epw+dd max(py, —¢))AO

e—=>0c—+00 K.

existe. De méme on montre que pour tous 1 < j; < .. < jp—p < p, 1 <k <p—1,
on a existence de la limite;

lim lim (aj, + ¢jyw +  dd®max(p;,,—¢)) A...A

e—=0c—+o00 K
B

(j,_y +¢j,_,w +dd°max(p;,_,, —c)) AOA Wk

D’aprés ce qui précede et ’égalité (3)

/Tl/\.../\Tp/\@::lim lim TieN...ANT,cANO
K .

e—=>0c—+00 K

est bien définie. a

2.2 Théoréme de régularisation des (1,1) courants positifs
fermés sur des variétés kahlériennes

Soit a une (1,1)-forme C* et ¢ une fonction presque Psh sur une variété
analytique X, et soit T' = a + dd°p. Dans [Dem92] Demailly a montré que si
X est compacte, alors pour tout ¢ > 0 on peut régulariser le courant 7" par des
courants (7. i )k presque positifs qui converge faiblement vers T" avec atténuation
des singularités (les T,  sont C* sur X \ E.(T')). Le but de ce paragraphe est de
prouver que si X est kahlérienne non nécessairement compacte et K compact
de X, alors la condition sur la courbure est vérifiée sur tout compact et on peut
donc de la méme facon régulariser 7' sur K par des courants presque positifs
fermés.

On rappelle que si E est un fibré vectoriel holomorphe de rang r sur une
variété analytique X, alors le fibré projectivisé P(FE) est le fibré sur X défini



par P(E); = P(F;) (P(F), s’identifie alors a Pr_l) pour tout z € X. Les
points de P(FE) sont identifiés aux droites des fibres de E. Pour toute triv-
ialisation 0,: Ejy, — Uy x €" de E, on a une trivialisation correspondante
éa:P(E_)WQ — Uy x P'71. De méme, on a le fibré projectivisé dual P(FE*)
tel que les points sont identifiés aux hyperplans de E (tout hyperplan F de E,
correspond bijectivement & la droite des formes linéaires dans F, qui s’annu-
lent sur F). Si m: P(E*) — X est la projection naturelle, alors on sait qu’il
existe un fibré vectoriel holomorphe 7: E— P(E%), E est aussi noté 7*E, et un
morphisme linéaire II: E — E tels que le diagramme

~ 1
FE —
™

T

!
P(E*) D

soit commutatif. F peut étre défini par:

E={(z,() € P(E") x E; m(&) = m(()}

et 7, et II sont alors les restrictions sur E des projections respectivement sur
P(E*) et E. Tl existe aussi un sous fibré tautologique S de #*FE sur P(E*) tel
que Spep = ¢71(0) C E; pour tout ¢ € EX \ {0}. Pour plus de details pour ces
rappels on renvoi a [Dem00].

Définition 2.2 Le fibré en droite quotient ™ FE /S sur P(E*) noté Og(1) est
appelé fibré tautologique associé au fibré F.

Nous rappelons aussi le théoréme suivant (voir [Dem00]) qui donne I’expression
de la courbure associée & O (1) connaissant celle de E et dont on aura besoin
par la suite:

Théoréme 2.3 Soit (e)) une base normée de E au point zq € X et soit
O(E)z, = Y cjrapdz; AN dZx @ €5 @ e,. En tout point a € P(E*) représenté
par le vecteur )" axeX € £y de norme 1, la courbure de Op(1) est

@(OE(l))a = Z Cjk)\ua)\audzj' ANdzZy + Z d¢x A dZA,
1<j,k<n 1<A<r—1
1<A u<r

oti (¢x) est le systéme de coordonnées local sur un voisinage de a sur P(E*),
induit par les coordonnées unitaires sur Uhyperplan a* C Ex..

On se propose de prouver que si X est une variété analytique kahlérienne, alors
la courbure du fibré tautologique associé a T'X vérifie

O(Orx (1)) + 7 u > 0 sur 7~ (K)

pour une (1,1)-forme u de classe C* et m: P(T*X) — X la projection naturelle.



Lemme 2.4 Soient X une variété analytique kahlérienne de dimension n, mu-
nie d’une métrique kahlérienne w et K un compact de X, alors il existe une
constante A positive telle que la courbure O(TX) associée au fibré tangent TX
vérifie

1O(TX)+ Aw @ Idpx >0 sur K
au sens de Griffiths.

Démonstration .
Soit zg € K, il existe un systéme de coordonnées holomorphe centré en zg tel
que

wlwo) =i dz; Adz
1<j<n

Soit @ la (1,1)-forme telle que w = i®, donc au point zg on a:
(.:)(:L‘()) ® IdTa:DX = Z de /\d?j ®e’§\ & ex

1<j<n
1<A<n

pour tout 2z ® ¢ € Ty, X ® Ty, X, on a:

G(wo) @ Idr, x(:®¢,20¢) = Y |20 = |27¢)? (6)
1<j<n
1<A<n

D’autre part, on a:
i@(TX)xD =1 Z cjmudzj ANdzZy ® 6’; R ey
1<4,k N u<n

Les ¢jka, sont des nombres complexes tels que Cjrx, = cijun.
Soit z®@ ¢ € Ty, X @ Ty, X, alors

O(TX)ay(2®C,2® () ST cimanziz(al,

1<4,k,2,usn
= 2Re Z Cjk)\uszkCACp
1<j<k<n
1<, u<n
> 2] Y izl
1<j<k<n
1< pusn
> =2 E c; max |z,|> max 2
Z ' |Jk>\u|1<p<n| p| 1<q<n|Cq|
1<j<k<n - -
1<, usn

Les coefficients ¢jxa, sont bornés sur K, alors il existe une constante positive
A telle que pour tout zg € K et pour tout, z,{ € T, X,

(5) O(TX)zo (2 ®C, 2@ ) > —Al2[*[¢)?
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(4) et (5) impliquent que pour tout zg € K on a:
(O(TX)e, + Ad(20) ® Idrx,, ) (2 ©(,20() >0
d
Proposition 2.5 Soit X une variété analytique kdhlérienne de dimension n,
et soit K un compact de X, alors il existe une constante A > 0 telle que
10(0rx (1)) + An*(w) > 0 sur 71'_1(K)
m: P(T*X) —> X la projection naturelle.

Démonstration .

Orx (1) est un fibré en droite sur P(T*X). Soient zy € X et a € P(T*X)
représenté par a = ) axel € T X de norme 1.

D’aprés le théoreme 2.3) on a:

i@(OTx(l))a =1 Z Cjk)\ua)\audzj' ANdzZy +1 Z d¢x A d?)\
1<) k<n 1<A<n—1
1< usn

soit &€ = (21, ..., 20,1y -+, Cno1) € T P(T*X), alors

OO0rx(1)al6,€) = D cimndr@uziZs + Licacn—10n

1<) k<n
1<, u<n

= O(TX)s (2@ arex, z2® Y. axex) +[¢]? (7)

D’autre part ’égalité (4) implique que:
&)(3}0) ® IdeDX(Z ® ZCL)\G)\,Z ® Za)\e)\) = |Z|2|CL 2 _ |z|2

et puisque

(P@)a(€.€) = ( Y dz Adz)(z,2) = |2

1<j<n
alors

@(zo) @ Idr, x (2 ® ZCL,\eA, 2@ Za/\@\) = (m*@)(a) (¢, §)

la derniére égalité et 1’égalité (6) entrainent que
O(O0rx(1))a + A(m*@)(a) > O(TX )z, + Ad(20) ® Idr, x

pour A assez grand, le dernier terme est bien positif d’apreés le lemme 2.4), donc
on a:

(i0(Orx (1)) + Ar*w)(a) > 0

pour tout a dans 771 (K), d’olt le résultat du lemme. O
L’énoncé du théoréme de Demailly [Dem92], lorsque X est une variété kah-
lérienne est le suivant:
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Théoréme 2.6 Soient T un (1,1)-courant presque positif fermé sur une variété
analytique X munie d’une métrique kalérienne w et K un compact de X. Sur
un voisinage de K, écrivons T = o + dd°y, ot « est une (1,1)-forme C* et
¥ une fonction presque Psh. On considére v une (1,1)-forme continue telle
que T' > =, alors pour tout ¢ > 0, i existe une suite T, = a + dd“p.y de
(1,1)-courants presque positifs fermés telle que les fonctions o sont C*° sur
K\E(T) décroissent vers ) lorsque k croit vers l'infini (en particulier le courant
T, est C° sur K\ E.(T) et converge faiblement vers T sur K } et il existe une
constante A > 0 vérifiant:

(1) Tee > v — (Amin(Ag, ¢) + €x)w avec

(i1) (Ag)k une suite décroissante de fonctions continues sur K et limg_, 00 Ag(2) =
v(T,z) en tout point xz € K.

(iil) ex positive décroissante vers 0.

(iv) vr. . (%) = (vr(x) — ¢)4 pour tout x € K.

2.3 Controle du nombre de Lelong d’un produit de courants

On se propose dans ce paragraphe de prouver que si 7" est un (1,1)-courant
positif fermé sur une variété analytique kahlérienne X de dimension n, tel que les
poles sont dans un compact K de I'intérieur de X et si les nombres de Lelong de
ce courant sont nuls sauf sur un ensemble au plus dénombrable, alors la somme
des puissances ni*™* de ces nombres de Lelong est majorée par fK T™. Plus
précisément on montre le résultat suivant:

Théoréme 2.7 Soient X une variété analytique kahlérienne de dimension n,
Ty, ..., Ty des (1,1)-courants positifs fermés a péles dans un compact K de X
( T; = aj + dd®y; sur un voisinage U de K, avec aj une (1,1)-forme C® et
¥; € LP (U\ K) et presque Psh). On suppose que pour tout 1 < j < n et pour
tout ¢ > 0, E.(Tj) est fini, alors

ZVTI(CL‘)...I/TTL(CL‘) S/KTI/\~~~/\Tn~

rzeK

Démonstration .

Soient (Ks)s une famille exhaustive de compacts décroissante vers K lorsque
d tend vers 0 et L un compact de X contenant K dans son intérieur. Pour
d,e>0et 1 <j<n fixés (on suppose que § et assez petit pour que K5 CC L),
nous appliquons le théoréme 2.6 pour le courant T; = a; + dd®); sur L et le
compact Ky, alors il existe une suite de courants presque positifs (T . x)x =
(aj + ddyj e x)x qui converge faiblement vers T; sur L; ((¢jcx)r C sur L\
E.(Tj;) est décroissante vers 1;). Il existe de plus une constante A > 0 telle que

a; +ddvVjcp+ (cA+¢€jp)w >0 sur L

(€j,k)r décroissante vers 0.
L’ensemble des poles des fonctions v .x, 1 < j < n, est inclus dans A, :=
U;‘zlEc(Tj) donc fini. Pour tout # € A, on considére la famille (V(z)). de
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voisinages de z telle que lim.o Vz(z) = {z}. En choisissant ¢ assez petit, on
peut supposer que les V;(z) sont disjoints. Alors

/ (1 +ddY1 ek + (cA+erk)w) Ao A(an + ddUn ek + (€A + en g )w)
Ks

> sea. fuz(x)(a1 +ddY1 e+ (cA+ e p)w) AL
/\(an + ddcwn,c,k + (CA + En,k)w)
> - ZxEAC VTl,c,k/\«««/\Tn,c,k(m)'

Pour la suite de la démonstration on utilise la proposition suivante de De-

mailly [Dem93b]

Proposition 2.8 Soit ¢ une fonction Psh sur une variété analytique X de
dimension n, telle que l'ensemble A = {¢ = —oo} est un sous ensemble analy-
tique de codimension > p+1 en tout point et ¢ est localement bornée sur X \ A,
alors pour tout courant positif fermé T de bidimension (p,p) sur X et pour tout
r€ X on a:

v(T A l@ég@,x) >v(T, z)v(p, ).
T
Cette proposition entraine que
VT ihe AT x (8) 2 0y i (2) - ovr, ()

et par suite on a:
/ (1 +ddY1cp + (cA+erg)w) A A(an +ddYn ek + (€A +en g)w) >
Ks

S vr (@) v, ().

TEA.

Par le théoréme 2.6, iv) et le théoréme de convergence monotone on a:

i tm S v, (o)) = lim i Y e, ()0
T€EA z€EA

= Tim Y n () — 04 - (vr,(2) — o)y

TEA

= Z vy, (z) .. .vr, (),

TEA

alors

lim i ddy1 . A
cl—r>r(1)k—1£-noo Ks (al * 1/)17 . ’ (c " El’k)w) "

/\(an + ddcwn,c,k + (CA + En,k)w)
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> ZVTl(m)...VTn(;r). (8)

TEA

D’autre part, pour v réel assez grand on a:

/ (1 +ddY1 ek + (cA+e1p)w) Ao A(an +ddYn ek + (cA + en g )w)
Ks

= / (a1 + dd°max(1 ek, —v) + (cA+ 1 p)w) A ...
Ks
Aoy + dd° max(n ek, —v) + (cA + &n i )w).

(max(1); ek, —v))k étant décroissante vers max(i/;, —v), alors d’aprés Bedford-
Taylor [Be-Ta82] on a:

 Jim (1 +ddYr1 ek + (cA+erg)w) A A(an +ddYn ek + (cA+ en g )w)
o] Ks

= lim / (a1 + dd° max(1 ek, —V) + (cA+ 1 p)w) A ...
k—o0 Ks

Aoy, + dd° max(n ek, —v) + (A + € k)W)
< / (a1 4+ dd° max(¥1, —v) + cAw) A ... A (e + dd° max(¢,, —v) + cAw)  (9)
Ks

donc

lim lim (a1 +ddYnc i+ (cA+e1p)w) AL A
c—>0k—+4o00 Ks

(an + ddcwn,c,k + (CA + En,k)w)
< / (a1 4+ dd° max(y1, —v)) A ... A (an + dd° max(y, —v))
Ks

(7) et (8) impliquent que

/ TiA...ANT, = lim lim (a1 + dd° max(¢1, —v)) A ... A (an + dd° max(,, —v))
K §—0v—+4o0 Ks
> ZVTl(x) coovp, (7).

T€EA
d

3 Transformé strict de courants positifs fermés
de type (1,1).

Nous commencons tout d’abord par donner quelques rappels sur la notion
d’éclatement d’une variété analytique au dessus d’un point, et pour plus de
détails, le lecteur peut se référer a [Gr-HaT78], [Dem00] et [Gir98].
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3.1 Rappels sur ’éclatement d’une variété analytique au
dessus d’un point

Soient X une variété analytique de dimension n, z € X et (z1, ... ,Zn)~ un
systeme de coordonnées local sur un voisinage U de z centré en z. Soit U la
sous-variété de U x P"71(C) définie par:

U = {('Z?TI) = ('211 cee &y N1y e 17771) € UXPTL_I(C)’ ZZTIJ = '2]7721 1 S 21.7 S 71}

Si mU — U est la projection naturelle, alors U \ 7~1(z) est isomorphe &
U\ {z}. L’éclatement de X au dessus de z est une variété analytique X =
X \ {z} Un~1(2) avec une application holomorphe X — X telle que la
restriction de g sur X \ 7' (z) est un biholomorphisme de X \ 7~ '(z) dans
X\ {z} et pjr-1(y) = 7. L’hypersurface lisse Y = p~ ' (x) est appelée le diviseur
exceptionnel de I’éclatement, cette hypersurface est isomorphe a P"_l((D).

Soit le recouvrement de U par les ouverts (Uj)lstn définies par: Uj ={(z,n) €

U; n; # 0}. En considérant le systéme de coordonnées local (w1, ... ,wn) =
Ui Ni=1 . Mit1 Nn 7. fcati £ .
(nj’ e T e nj) sur Uj;, lapplication p est donnée par:
ﬂlﬁj: Uj — U
w o — (wiwj, .. Wi Wg, W, Wi W, -, W)

Le diviseur Y est {w; = 0} sur U; et le fibré en droite O(Y) sur X tel que les
fonctions de transitions sont g;; = “i sur ﬁl N Uj vérifie :
Wi
O(Y)If' est isomorphe au fibré tautologique Opn—l(d:)(_l).

3.2 Transformés stricts de courants positifs fermés de
type (1,1) et masse du produit

Soient X une variété analytique kahlérienne de dimension n, ,u:)N( — X
I’éclatement de X au dessus d’un point z et Y le diviseur exceptionnel de cet
éclatement. Si T est un courant positif fermé de bidegré (1,1) sur X, S. Giret
[Gir98] a montré que le prolongement trivial T du courant p*T & travers Y
existe et est appelé le transformé strict de T, de plus 7' = p*T — vy (2)[Y]. Dans
ce sous-paragraphe, on montre que si 7' est & poles dans un compact K dans

X contenant z, alors pour tout réel ¢ tel que ¢ < vp(z), on a: / (T —
u=HK)
e[Y))* = [ T" — . Plus généralement, si Ty, ..., T}, sont des (1,1)-courants

K
positifs fermés tels que les poles sont dans un compact K propre dans X et
0 < ¢;j <vr;(z), alors

/ (T — e [Y) A A (0T — ealY]) = / VA AT, — T¢j
p=1(K) K
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Proposition 3.1 Soit ,u:)? — X D’éclatement de X au dessus de x et si Y
est le diviseur exceptionnel de p, alors

Démonstration . ~
Soit h: X —> O(Y) la section holomorphe telle que div(h) =Y, alors en appli-
quant le résultat ((13.2) Chap V de [Dem00]) on a:

[V] = dd°log || + 5-6(O(Y)),

ceci entraine que:

/X[f/]n - /X(ddclog|h| +-0(0(V)" " ATV]

Dans le développement de la derniére intégrale tous les termes

/~ (dd°log |h|)* A (%6((’)(?)))”"“1 AY] I1<k<n-—1
be by

sont nuls d’aprés la formule de Stokes, donc

o7 = [ g-e@)e)!

L’hypersurface Y est isomorphe & P"7! et la restriction du fibré holomorphe
O(Y) sur Y est isomorphe au fibré tautologique Opn-1(—1) (i.e O(Y)If’ ~
Opn-1(—=1)), alors

/Xm” = /n_l(%e(opn_l(c)(_l)))n_l

car #@(Opn_l(c)(l)) coincide avec la métrique de Fubini Study sur P"~1(C).
O

Proposition 3.2 Soient T, ... ,T, des courants fermés presque positifs de
bidegré (1,1) sur une variété analytique kdhlérienne X de dimension n, 1 <
p < n. Soit K un compact de X, on suppose que pour tout 1 < j < p, T; est
d péles dans K. Pour x € K on considére Uéclatement y: X — X de X au
dessus de x. On note Y le diviseur exceptionnel de cet éclatement, alors pour
tous courants presque positifs fermés de bidegrés (1,1) ©pt1, ... ,On_1 sur X
a péles dans p=*(K) on a:

/ LT A A (Ty) ABpir Ao ABn_i A[F] = 0
n=1(K)
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Démonstration .

Soient K = p~Y(K) et (Ks)s une famille exhaustive de compacts qui décroit
vers K lorsque & tend vers 0, et soient K5 = p~1(Ks), § > 0. Puisque Supp[Y]N
OKs =0 et par la formule de Stokes on a:

/~ LT A - A (TD) A Byt Ao ABny A[V]
K

= lim lim p* (a1 + dd® max(p1, —v)) A ... A p*(ep + dd° max(p,, —v))A
§—0v—>+oo Ks

(Bp41 + dd° max(py1, —v)) A ... A (Bno1 + dd° max(h,_1, —v)) A [Y]

_ /K,ﬁ(al) A A (o) A Bpsr Ao A Pt ATV,

avec T; = a;+dd°p; et Op = By +dd°yy pour tout 1 < j <petp+1 <k <n-1.
Soit g une fonction C*° sur X a support compact, telle que g = 1 sur un voisinage
de z, alors

/f(ﬂ*(alA.../\ap)/\ﬂpHA.../\ﬂn_lA[Y/]

Z/k/,t*(gal/\.../\ap)/\ﬂp+1/\.../\ﬂn_l/\[f/]

= Bpg1 A A Bast AY] i (gor AL A )

= ((Bp1 A ABni AY]),gar Ao Aap) =0

car Supp(pts (Bp41 A - A Bt A[Y])) C Supp(p([Y])) C p(Supp([Y])) = {z}.
d

Théoréme 3.3 Soient X une variété analytique de dimension n, ,u:)? — X
léclatement de X au dessus de x et Ty,...,T, des courants fermés presque
positifs de bidegrés (1,1) et a péles dans un compact K C X contenant z, alors
pour tous 0 < ¢; <vp,(x), 1 <j<mnona:

[ W=l ) A AT - el = [
n=H(K)

n
Tl/\.../\Tn—HCj
K 7j=1

Démonstration .
Dans le développement de

/ (T — e [Y) A A (05T — ealY))
uH(K)

les termes

I ck/ pX(Ty ) A A (Ty)) AY]RF
ke[ {1, visd  Ju
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avec {j1,...jpr C{l,...n} et 1 < p < n—1sont tous nuls d’apres la proposition
3.2), alors

/ (1T — e [Y) A A (T — en[Y])
s (K)

:/ wnAmAwm+ﬁpm/ V)" (10)
p (K j=t1 B ()

La proposition 3.1) implique que

=F}

1(—%’)/ V)" =~ 11 (¢j).

j =1 (K) i=1

Soient K5 une famille exhaustive de compacts décroissante vers K lorsque §
tend vers 0, Ks := p~1(Ks), aj une (1,1)-forme C* et (¢;)1<j<n des fonctions
presque Psh telles que les poles sont dans K et T; = o + dd°p; au voisinage de
K, alors

/ WA AT, = lim lim [z p*(ar + dd*max(er, —v)) A ...
LK)

§—0v—+o0

Ap* (e, + dd° max (e, —v)).

Pourtous I1<p<mnet1<j; <...<jp<nona:

K

/~ prdd® max(p;,, —v) A .. A pFdd® max(p;, , —v) A pF (g, ) A At (ag,)

= / ~ prd® max(py,, —v) A A ptdd max(p;,, —v) A (e, ) AL A pR(ay),)
o

Ks
= / d°max(p;,, —v) A ... Add°max(p;,, —v)Naj, . A Aay,
oK s

= dd® max(p;,, —v) A ... Add max(p;,, —v) Ao, A AN ay,,
Ks

car p est un biholomorphisme sur un voisinage de Ks. De méme on a:

/f(,u*(al)/\.../\,u*(an) :ff(slu*(al/\.../\an)
’ :fKéozl/\.../\ozn (12)

car p* est un biholomorphisme sur 'ouvert dense )~(\§~/ et la forme a1 A.. . Aay,
est C*°. Par les égalités (11) et (12) on a:

/ MﬂAMAWﬂ:/ﬂAHAﬂ, (13)
ut(K) K

18
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et par (9), (10) et (13) on a:
/ (T — [V A~ A (T — en[V]) = / TiA .. ATy~ e
p=1(K) K 7j=1

d

3.3 Singularités du transformé strict d’un courant positif
fermé de type (1,1)

On se propose maintenant d’étudier les singularités du transformé strict de
dd°p, avec ¢ une fonction Psh sur X par éclatement p: X —> X au dessus
d’un point z de X. On commence ’étude pour les fonctions a singularités log-
arithmiques, puis en approximant ¢ par de telles fonctions (on consideére la
suite (¥m)m des fonctions définies dans [Dem93b] qui approxime ¢ de point
de vue singularités et pour la topologie de L}, .), on montre que les nombres

de Lelong des transformés stricts T,, = p*T, — ¥m[Y] approximent ceux de
T = p*T — ~[Y], avec Ty, = ddPm, Ym = vr,,(2), T = dd°p et y = vp(z). On
retrouve a I’aide de cette approximation des propriétés importantes concernant
les poles du transformé strict 7' de 7.

Nous rappelons par la suite le théoréme d’approximation des fonctions Psh
par des logarithmes de fonctions holomorphes. Ce théoreme a été démontré par

P.Lelong [Lel76] et J-P.Demailly [Dem93b].

Théoréme 3.4 [Dem93b]
Soit ¢ une fonction Psh sur un ouvert borné Q C C". Pour tout entier m > 0,
on note Hmy(Q) Uespace de Hilbert des fonctions holomorphes f sur Q telles

1
que |f2e™2M2dN < +o0, et Yy = .—log2|gm’k|2, avec (gm k) est une
Q 2m P

base orthonormée de M, (Q). Alors
(i) Il existe deur constantes Cy et Ca positives indépendantes de m ; telles que

ol 1 C,
p(z) = — <m(2) < lcilirso(C) + —log(—7)

pour z € Q et r < d(z,0Q). En particulier, la suite (Ym)m converge vers ¢
simplement et pour la topologie de L} (Q).

loc
(i1) Les nombres de Lelong de ¢ et 1, sont liés par la relation

V(Soaz)_%ﬁlf(l/)maz)ﬁ’/(%z)

pour tout z € Q.

Proposition 3.5 Soient T un (1,1)-courant positif fermé sur une variété an-
alytique X de dimension n, p: X — X [’éclatement de X au dessus d’un point
x, alors pour tout point a €Y on a:

Jlim g, (@) = vp(a),
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Démonstration .

Soit ¢ une fonction Psh telle que T' = dd° sur un voisinage de z. On suppose que
z = 0 et on considére le recouvrement de U par la famille d’ouverts (Uj)lstH
définie dans (3.1). Soit a € Uy NY, d’aprés le théoreme d’approximation 3.4),
pour tout point z de U on a:

o(2) = L < n(2),

alors o
1 -
prp — — < P sur U,
m
et par suite on a:

mgr_rl_loo vy (a) <vila) YaelUiny. (14)
Pour démontrer I'inégalité inverse, nous utilisons les mémes techniques que
dans la démonstration du théoréme 3.4) de Demailly. La somme Z lgm & (2)]?

k
est le carré de la norme de la forme linéaire

L,:f— f(z) sur Hme (),

car

1L:11P = D 1L: (gms (),

donc

1201 = (3 lgms(2)17) .

1
2

Soit Q@ = B(0,rg) C X, rg assez petit, cette égalité montre que (ZZO:O |g9m & (2) |2)
converge uniformément sur tout compact; en effet:
Si on se donne un compact K de Q, pour tout point z de K on a:

(S lgmsP)2 = sup L.
kz:;) N (2 <1

Soit f € B(1) la boule unité de Hu,y (), ¢ est localement majorée, donc

sup (2) < M / FPdx < M, / FPemed) < M,
Q Q

donc

sup (sup[f(2)]) < M,
2€K M [fll# g () <1

et par suite >, |gm x(2)|* est uniformément majorée sur K.
De plus on a:

Ym(2) = sup — log | £(2)].

s
B(1) M
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Supposons que v,(0) > 0. Pour r; assez petit, z € B(a,r1) C p~*(B(0,7q)) et
r < d(z,0B(a,r1)), I'inégalité de la moyenne appliquée a la fonction plurisoushar-
monique |f o p1|? donne:

n!

fom@P < i [ Irem©FdAQ

Q r' [(—z|<r

< n.2 ezmsup|<_z|<r¢1(C)/ |folul(<=)|26—2m(¢1(g))d5\

B 7T"7°' " B(z,r)

S nn.2n 62m SUPIC—z|<r(¢1(C))/ |f ° /ll(C)|26_2m‘POH1(C)|detj(ﬂ1)|2d5\(C)
T T" B(z,r)

< nn.2n eQmsup|<_;|<r(¢1(C))/ |f(<=)|26—2mtpd)\.
—r ui(B(z,r)

avec ¢1(() = ¢ o p1(¢) — 2=Llog|¢1]. Comme vy,(0) > 0, alors la fonction

¢1(¢) = pop(¢) — 2=L1log (1| est Psh pour m assez grand et
n! n—1

2 1
sup (—log|fopi(z)]) < —log(——-)+2 sup (popui(()—
feB(l)(m (2)]) < —log(—-57) |<—z|<r( (¢

log [¢1),

ce qui prouve que

n—1 1 n!
m < - 1 —1 ,
Y 0#1(2)_|C§1§F<r(soom(<’) ——log|Gi) + 5 —log(—-=7)
donc
n—1 1 CQ
sup  m opi(z) < sup (popui(C) — log [¢1]) + —log —=.
lz—z|<r [¢—z|<2r m r

En divisant par log r et en faisant tendre r vers 0 on trouve

n 2n—1

Vlﬂmoﬁh('z) Zy‘popl—nT_llogKﬂ(z)_E:V‘pO;u(z)_ m

En faisant tendre m maintenant vers 1'infini on obtient

lim vz, (a) > va(a). (15)
D’aprés (14) et (15)

lim vy, (0) = vp(a).

O

Proposition 3.6 (c¢f Abrahamsson [Abr88])

Soit T un (1,1)-courant positif fermé sur une variété analytique X de dimension
n et ,u:f( — X Déclatement de X au dessus d’un point x. Soit Y le diviseur
exceptionnel de u, alors

vi(a)<wvrp(z) YaeY.
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Démonstration . ~ ~
Supposons que z = 0. On rappelle que pour le recouvrement (Uj)i<j<n de Y,
la restriction de p sur chacun des ouverts U; est donnée par:

g7, (Wi, ooy wn) — (Wjwr, .. WiW 1, Wi, WiW 1, -, Wiln)
Soit a € Y, on suppose que a € Uy NY. T = dd°yp sur un voisinage de 0 € X.

¢ est approximée par la suite (¥,)m (définie dans le théoréme 3.4), avec les
notations de ce théoréme, pour tout z dans un voisinage de 0 dans X on a:

+oo
Ot k,1 Ok,
Im k(21 ., 2n) = E b2y T
|Oém’k|:0
avec am g = (Am k1, -, ¥mkn) €t |@mi| = @mp 1+ ...+ @mgn on a aussi
1 2
1/)m(21, azn) = ._IOgE |gm,k(21;~'~;zn)|
2m
k
1 2
o o 2
= —log E | E T A
2m ’
k |0, 1| =0

Soit 1, 1 la fonction Psh sur ﬁl définie par:
wm,l(w11 ..7(-071) = /’Lrﬁlwm(wly . 7(“)77,) - 'Ym log |(-01|’
avec Ym = Vy,, (0). Désignons par (3, le minimum des multiplicités des fonctions

gm k en 0, alors B, = inf{|a,, x| tel que by, , # 0, k € N} vérifie 5, = muy,, =
m~,, . D’autre part,

— % Brm
Yma(wi, ... ,wp) = ,ulﬁll/)m(wl, ceyWh) — Elog |ewr]
1 |Gt k| o 1
= —1lo b whdmEl 2 og |wy 28m
108 Y b ) [~ g log |
E o |omkl
! |trm i
_ m k| =Bm Om k2 Ol kyn |2
= ﬁlog E | E - W,y .. .Wn |
ko Jom,kl
Pour |am k| = fm on a:
b |0 k| =Bm Cmk,2 Ok, b Um k2 Um k,n
@] W,y . .Wn = W2 .. .Wp ,
[otm, k| =B m [, k| =Bm
la multiplicité de ce polynéme en tout point a = (0,as, ... ,a,) € U1 NY est

inférieure a
Omk2+t .-+ Unkn < |am,k| = fBm
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alors la multiplicité de

[, k| —Bm Omok2 Olm k,n
o 11 Wy W

[0t k|

est inférieure a G,,, et par suite

Vwm,l(a) < Ym

d’aprés la proposition 3.5), v; (a) converge vers vj(a) lorsque m tend vers
I’infini, donc
vi(a) <vr(z)

d

Remarque . Si ¢ est une fonction Psh logarithmique (i.e ¢ = log) ", |gxl,
les gi sont des fonctions holomorphes) sur un voisinage de z € X. Pour v =

vy(z), ensemble des poles de T' = p*dd®p — v[Y] dans Y est un sous ensemble
analythue de Y de dimension au plus n — 2. En effet ; supposons que z = 0,
pour tout z dans un voisinage de 0 dans X on a:

log2|gk(z1, .l
k
log Y 1D bayzr ™.zt

k |Oék|

©(z1, .- 2n)

Soit 3 le minimum des multiplicités des polynomes g, alors v = 3 et pour tout
welUp,ona:

1) == i pw) — yloglwr| = SIS bagul® I TPugt k.

k |Oék|

Supposons que

e1(0,wa, ... ,w log2| Z ba,wa™? .. wn® | = —00,

ko |ak|=p

2 : o oz
bakw9k2 anO.

|O‘k| Bm

alors pour tout k

L’ensemble Si des solutions de cette équation est un sous ensemble analytique
de Y de dimension strictement inférieure a la dimension de Y donc de méme
pour les solutions r;Sk de ¢1(0,ws, ... ,wy) = —0.

L’exemple suivant montre qu’en général les poles de p*T — 'y[f/] dans Y peut
étre toute ’hypersurface Y.

Exemple.
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Soit ¢ la fonction Psh sur €* définie par:
p(z) =log |2|* + ¥(2)

avec 1 Psh sur C? et telle que

max(— log(—log|z]),2 + log|z|) si|z] <
¥(z) =

2 + log | 7| si |z| >
alors la fonction ¢ est Psh sur €7 et vérifie {p = —oo} = {0}, v,(0) = 2 et
{5, p—2loglur] = —o0} = {0}xC et {u¥ p—2loglusl = —oo} = Cx{0)

avec gt est éclatement de C? au dessus de 0.

Proposition 3.7 Avec les mémes hypothéses que dans la proposition 3.6), on
a: vy =0 presque partout sur Y. En particulier, pour tout ¢ > 0; {vs >
e} NY est un sous ensemble analytique de dimension au plus n — 2.

Démonstration . ) )
Soit a = (0,as, ... ,a,) EU1NY  on a:
sup @1(t1,as2, ... ,a,) < sup e1(tr,as +ta, oo an +1n),
[t1]<r [t1], . lta]<r
alors
vy, (0,as9, ... ,a < lim su ti,as, ..., a
¢1(0, a2 n) < lim logrltllfr%( 1,02 n)
< lim su ti(l,a2, ...,a,))—v =0
< lim logrltllfrso( 1(1, az n)) =7
pour presque tout a = (0, az, ... ,a,) € U1NY car lim sup ¢(t1(1,az, ... ,an))

r—0 ]og Tleal<r
est le nombre de Lelong en 0 de la restriction de ¢ sur la droite complexe
C.(1,as, ... ,an). (cf: [Siu74] et [Kis82]).
L’ensemble E.(p1)NY = {v,, > ¢}NY, ¢ > 0, est un sous-ensemble analytique

négligeable dans Y, donc sa dimension est au plus n — 2. d

4 Intégrabilité de ’exponentielle d’une fonction
plurisousharmonique en dimension 2.

Soit X une variété analytique kahlérienne de dimension 2 et ¢ une fonction
Psh sur X & poles dans un compact K de X, on suppose que v,(z) < 2 pour

tout z € X et E.(p) est fini pour tout ¢ > 0. On se propose alors de montrer
que e~ % est localement intégrable sur X.
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4.1 Eclatements successifs et controle des nombres de
Lelong d’un courant positif fermé de type (1,1)

Notations .

Soit T" un (1,1)- courant positif fermé & péles dans un compact K de X. On
suppose que F.(T) est fini pour tout ¢ > 0. Pour ¢g > 0 fixé on définit la suite
d’éclatements (fin)n, dont on aura besoin par la suite, comme suit:

Supposons que E.,(T) # 0 et posons E. (T) = {zo1, ..., 2ok} C X. Soit
p1: X1 — X DPéclatement de X simultanément au dessus des points zg 1, ..., Z0,k,
et solent Y711, ...,Y1 s, les diviseurs exceptionnels de cet éclatement. Notons
Ty le (1,1)-courant positif fermé défini par Ty = pfT — 250:1 ZIETINEWIE
D’aprés la proposition 3.7) E.(T1) est fini pour tout ¢ > 0. Nous construisons
par récurrence sur p un courant 7;, obtenu par éclatement de 7,_;. Pour p > 1,

si Eeo(Tp—1) est fini, on pose Eco(Tp—1) = {2p_11, .-+ Zp—1k,_,} C Xp_1.
Alors pp: X, — Xp_1 est Iéclatement de X,_; simultanément au dessus
des points ®p_11, ..., Tp_1k,_, € Yp1,..., Yk, , les diviseurs exception-

nels de cet éclatement et T, le (1,1)-courant positif fermé défini par 7, =

Py Tp1 — 25;_11 vr,_ (£p-1,;)[Yp,;]. On consideére aussi la suite de compacts
(K,)p définie par: Ko := K et K, := pp_l(Kp_l), lorsque 1, existe.
On se propose de montrer que cette suite d’éclatements (g )x ne peut étre que

finie. Plus précisément, on montre le résultat suivant:

Théoréme 4.1 Soit T' un courant positif fermé de bidegré (1,1) sur une variété
analytique kahlérienne X de dimension 2, tel que les poles sont dans un compact
K de X et tel que E.(T) est fini Ve > 0. Alors pour tout réel cg > 0 on a:

P
> Y v@s [
i=1 zeK; K
vr; ()2 co

Démonstration .

Si E¢,(T) = 0, alors on n’a rien a4 démontrer, sinon, soit E.,(T) = {zo,1, ..., Zor,} C
X . Considérons la suite d’éclatements (g )i définie dans 4.1) et montrons par
récurrence sur p, lorsque p, existe, que E.(T,) est fini pour tout ¢ > 0 et

Y @< [ 1
1 rzeK; K

P
= 3
vz, (£)> o

e

Dans le cas p = 0, cette inégalité se déduit du théoreme 2.7) car par hypothése
E(T) est fini pour tout ¢ > 0; on a:

> vi(x) < /KT2.

reK
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Supposons qu’on a prouvé que E(T,_1) est fini pour tout ¢ > 0 et non vide, alors
la proposition 3.7) entraine que E.(7},) est fini et en appliquant les théoremes

2.7) et 3.3) on a:

o
=
VAN
S
<3
I\
S
tE
|
L
=

IA
S
~

M
|
. 3
|
S5
&

et par suite on a:

d

Corollaire 4.2 Avec les mémes hypothéses du théoréme 4.1) et pour tout ¢y >
0,
3 po € N tel que E. (T,,) = 0.

Démonstration . Le résultat se déduit du théoreme 4.1), il suffit de remarquer
que
P
ZED D S IO
» K

O

4.2 Théoreme d’intégrabilité de fonctions plurisoushar-
moniques en dimension 2

Notations et remarques .
Soit (z1,z2) un systéme de coordonnées local sur un voisinage de # € X centré
en z, et soient £, > 0 assez petits. On consideére les ouverts produits de X

U.={z€X; |zj|<e, i =1,2},

Uessr =12 € X; || <e, |z2] < (14 d)]21]}

et
Ueso ={z € X; |22 <e, || < (14 0)]2a]},

alors
Us C Ua,é,l U Us 5,2

192
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Pour la simplicité d’écriture, on note dans toute la suite U, par U, U, 51 par
U' et U, 9 par U?. Soit p: X — X DPéclatement de X au dessus de z, alors,
en conservant les notations du paragraphe 3.1, les ouverts bornés

Ur = (U) = {w € 01 |wr] <2, wal < 144}

et
Us = pigt (U%) = { € U Jwr] <146, Juo] <€)

recouvrent Y.

Théoréme 4.3 Soit ¢ une fonction Psh sur une variété analytique kdahlérienne
X de dimension 2 qui vérifie:

i) p e L (X \ K), avec K compact de X.

i) vo(z) <2VeeX.

iti) Ec(p) est fini pour tout 0 < ¢ < 2.
alors e=¥% est localement intégrable sur X .

Démonstration .

Il suffit de montrer I'intégrabilité de e™% au voisinage d’un point z € X tel que
vy(z) = 2. En conservant les notations précédentes et en choisissant ¢ assez
petit pour que U N {v, =2} = {z} on a:

/Ue_“’d)\(z) < /U e_"’d)\(z)—}-/m e ?d)(2)

/Ue—ﬂfmﬂdet J(/Alﬁl)|2d)\+/Ue_”Tifzw|det Iy, 2dA

/e‘“Tﬁf|w1|2dA(w)+/ e 102 |y |2dA (w)
U,y U,

/e—“Tﬁ1¢+21°g'“1'dA(w)+/ o Mo P PIBlal gy (1)
U,y U,

e_wld/\(w)—l—/ e~ ¥2dA\(w).
Us

A

U,y

Les ouverts Uy et Us sont bornés. Pour ¢y = 2, on considére la suite d’éclatements
définie dans 4.1). La proposition 3.6) entraine que vz, (x) < 2 pour tout x € X,
alors en procédant de la méme fagon et d’aprés le corollaire 4.2), on montre
qu’apreés pg éclatements / e~ % est majorée par une somme fini de termes de

U
la forme [i, e™¥, avec les V sont des ouverts bornés de X, et V N Ea(y) = 0.

Donc tous les termes sont finis, d’ou le résultat du théoréme. a

Soit maintenant ¢ une fonction plurisousharmonique sur un voisinage Q2 de
0 dans C? et telle que 2 < v,(0) = 79 < 4. On suppose de plus que pour tout
¢ > 0, ’ensemble de niveau E. = {z € Q;v,(z) > ¢} est fini. On s’intéresse a la
convergence de I'intégrale

e ?B)d)(2), (16)
Vv
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avec V un voisinage assez petit de 0 dans . On reprend les mémes notations
que précédemment, alors I'intégrale (16) converge ssi les deux intégrales

/e—¢1<w)|w1|2—%dA(w) et / e=%2() g, |20 4N (w) (17)
Vi Wi

convergent.

¢1(w) = pip(w) — yolog|wi| et Go2(w) = pip(w) — o log|ws|. p1 et py sont
les restrictions de p sur les deux ouverts de carte de X. V; est un voisinage
assez petit de p7'{0} et W; un voisinage assez petit de ;' {0}. L’ensemble des
points sur le diviseur exceptionnel Y de I’éclatement ot vz, > 0 est au plus
dénombrable. De méme pour I’ensemble des points oli vz, > 0. Alors pour la
premiére intégrale on prend les points z € [Y] tels que vg,(z) >4 -~ >0,
qu’on suppose finis et pour la deuxiéme intégrale on prend les points z € [17] tels
que vg,(z) > 4—=0 > 0, qu'on suppose qu’ils sont finis encore. Les intégrales au
voisinage des autres points convergent. En effet si vg, +v -2 =1+ —2 < 2,
la premiere intégrale converge et si vg, + (y0 —2) = 41 +70 — 2 < 2, la deuxieme
intégrale converge.

On reprend le méme procédé et si on considére que la premiére intégrale et on
fait un éclatement aux points considérés on aura des intégrales de type

/ =220 |y |72 |wy| = P2 dA (w),

2

avec s =Yg+ Y1 —4d=a1+ 1+ —2et fo=P1, a1 =vw—2et f1 =0 et
des intégrales avec s = vo+v1 —4 =a1+ 1 +v1 — 2 et as = ;. De la méme
maniére si vy + as + G2 < 2, alors les intégrales précédentes convergent, avec
Y2 = Vy, au point considéré. Sinon on fait un éclatement. De proche en proche ;
on aura des intégrales de type

/ e awy |7 || O dA (w),
%
avec Qup = Qm—1 + Pm—1 + Ym—-1 — 2 €t Bm = Pm—1 et des intégrales de méme

type avec oy, = amo1 et B = am_1 4+ Bt + Ym-1 — 2.

Remarque.
Il est évident qu’une condition nécessaire de convergence des intégrales de type

/ e =2 apy | ay | =P A (w),
A%

est que a,, < 2 et B, < 2.

Proposition 4.4 On considére l'intégrale
[ e Ol )
‘7
V' est un voisinage assez petit d’un point ot Ym + m + Bm > 2.
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St am < 2 —Ym et B < 2 — vm, alors lintégrale précédente converge. v, est
le nombre de Lelong de la fonction ¢, au point au voisinage duquel l'intégrale
est portée.

Démonstration .
p

On pose p = %n >let g= PR alors d’aprés I'inégalité de Holder

/ ¢ om0 [y |~ [ay| P dA(w) <
Vv

(/V e—pwm<w)dA(w))%(/V|w1|—qam|w2|—qﬁmdA(w))%.

L’intégrale/ e_pwm(w)d)\(w) est convergente d’apres le théoréme 4.3 (vpy,, (2) =
v

20, < 9

2). L’intégrale/ |y | 9% [wq| =9 d X\ (w) est convergente car qa,, = o
v

etqﬂmzz—a'im<2.

Proposition 4.5 Avec les mémes notations st &ty < 2 —m €t Bm < 2 — Ym,
alors 'intégrale

/ e |7 || TP dA (w)
v
converge.

Démonstration .
On fait I’éclatement de C? au point ol1 intégre, alors la convergence de I'intégrale

/ €m0 |y |7 | =P A (w)
v
est équivalent a la convergence des deux intégrales

/e—tpm+1(w)|w1|—am+1|w2|_ﬁm+1d)\(w) (18)

/€—¢m+1(w)|w1|—&m+1|w2|—ﬁm+1d)\(w) (19)

avec Y1 = pP1Pm — Ym log|wi| et Gmi1 = piem — ym log|ws|, amyr =
Am +ﬁm +Ym _2; ﬁm+1 = ﬂma &m+1 = apy et ﬂm+1 = Qm +[7)m +Ym —2. Donc
I'intégrale (18) converge car am4+1 = Am+Pm+¥m—2 < m < 2—¥m < 2—Ym41-
Pour la deuxiéme intégrale on a &m41 < 2—Ym < 2—Fm41 et Bm+1 <2=9m <
2 — Ym+1- On fait un deuxieme éclatement aux points correspondant et on aura
toujours deux intégrales, 'une converge et 1’autre de méme type considéré au
début. Soit aprés p opérations on aura une intégrale de type

/ ™ Pmtr (W) gy |~ Ot gy | ~Pmtr d\ (w)
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p—1
avec myp = O €t Brmyp = Wm+p(Bm —2)—}—(2 Ym+j ). Ce terme tend vers —oo
7=0

P
quand p tend vers +oo. En effet la série 2721 converge, donc E'yj < Cy/p,
m j=0
avec C' > 0. Il en résulte qu’il existe un p tel que

/ ™ Emtr (W)|qyyy |~ ¥mt [y | ~Pmtr d)\ (w)

converge, et donc la premiére intégrale considérée est convergente.

Corollaire 4.6 Sivo+v1 <4 et vo+ 51 <4, alors l"intégrale /e_w(z)d)\(z)

est convergente. La fonction ¢ est toujours prise avec les mémes hypothéses que
dans le théréme 4.3.

Démonstration .
Il suffit de prendre 79 > 2 et donc 1 < 2. Alors a1 = 90 —2 < 2 —~; et
/1 =0<2—9.Demémepour f1 =7 —2<2—F et a1 =0<2—7;.
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