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1 Introduction

Les séries d’Eisenstein classiques :

L(l_kaX) k—1_n
By = ——" +§1;x(d)d q

attachées aux caractéres de Dirichlet xy mod M, M > 1 et aux nombres entiers
k > 3, sont des exemples typiques de formes modulaires holomorphes, et four-
nissent des congruences pour les valeurs spéciales L (1 — k,x) = —By,y/k des
séries de Dirichlet, ou les By, = N¥1 3" ¥ (a) By (a/N) sont les nombres
de Bernoulli généralisés. Selon Deligne-Ribet [6] et Kubota-Leopold [7], ces
congruences proviennent de certaines distributions sur le groupe des classes
d’ideles, Ag /Q* = RY x [[,Z; (& valeurs dans I'espace des formes modulaires
holomorphes). D’autre part, Katz [4] a étudié des séries d’Eisenstein analytiques
réelles, utilisées par Scholl [1] dans une construction de systémes d’Euler.

Le but du présent travail est de décrire des séries d’Eisenstein analytiques
réelles adéliques et leurs versions algébriques dans un anneau de type A [[¢]][R]
(avec en particulier 'anneau A = C, ¢ = exp (2inz) et R = (4my) ™" ou y est
la partie imaginaire de z). A partir de cette description, on veut construire des
mesures p-adiques sur A& /Q*, attachées & des formes modulaires f =" a,q"
classiques de poids k > 2, 4 'aide de convolutions de distributions d’Eisenstein
adéliques.

Par conséquent, on pourrait obtenir des congruences de type Deligne-Ribet
pour toutes les valeurs spéciales de Ly (s,x) = >, x (n) anq™, avecs = 1,...,k—
1 et x arbitraires.

Classification math.: 11F30, 11F67, 11M06, 33C15.
Mots-clés : séries d’Eisenstein, coefficients de Fourier, formes modulaires.



Ce passage de caractéres de Dirichlet xy mod p™ & des caractéres de conduc-
teur quelconque correspond & la variation “horizontale” dans la théorie
d’Iwasawa, et les valeurs spéciales considérées donnent des invariants numé-
riques du type de Wiles ([8, 9]).

2 Définitions générales

Le but ici est de définir une distribution & valeurs dans un espace de formes
modulaires semi-adéliques, & partir de la définition trouvée dans Scholl [1], mais
modifiée pour pouvoir travailler avec des formes presque-holomorphes.

2.1 Formes modulaires semi-adéliques
2.1.1 Notations

Pour un anneau commutatif unitaire A, on note par G4 le groupe GLs (A4),
A; = Z® Q sont les adéles finis sur Q (munis de la norme |.|; usuelle), et on
abrége Gy = Ga,. On note H* = C — R et H le demi-plan de Poincaré, munis
des actions habituelles de G et G}. Pour v € Gg et T € H*, on note j (v,7) =
det - (er +d) " le facteur d’holomorphie usuel. Pour définir la transformée
de Fourier, on aura de plus besoin de définir un caractére “exponentiel” sur les
adeles finis: ¢y = ]_[p p, défini localement par: v, (p’“‘—") = exp (21'771%) pour
x €Z,n €Net, :Z,— C*. De maniére générale, lorsque ’on considérera
un objet “adélique” o, on notera sa partie finie oy et sa partie archimédienne
0co- On définit par exemple ainsi le caractére standard sur A/Q: ¢ : A — C*
par: ¢ (z) = exp (2in2) ¥y (—2f).

2.1.2 Définitions

On appelle forme modulaire semi-adélique de poids k toute fonction F' ho-
lomorphe en la premiére variable: H* x G; — C telle que:

- Vv € Go,F (y779) = j (v.7) " F(7.9) ;
- il existe un sous-groupe compact ouvert K de Gy tel que F (1,9h) = F (7,9)
quel que soit h € K.

— F est holomorphe en chaque pointe.
Toute forme modulaire semi-adélique F' admet un développement en série de
Fourier de la forme suivante: F'(1,9) = > coam (9) exp (2imm7) avec 7 € H
et g € Gy. Le coefficient a; a un role trés particulier; on le nomme fonction
de Whittaker de F, et sa connaissance permet, par modularité, de retrouver la

plupart des autres coefficients : a,, (g) = m*a; ((Tg (1)) g) sim > 0. Le calcul

de cette fonction de Whittaker est donc un des points importants sur lesquels
on va se pencher.



2.2 Formes modulaires presque-holomorphes
2.2.1 Séries formelles 4 exposant dans Q

Pour A un anneau commutatif unitaire, on note A [[¢?]] le sous-anneau de
A[[Q",+]] (dans lequel on a choisi de noter la variable: ¢), dont les éléments
sont de la forme - o+ amg™ avec am =0 sim ¢ N~'Z pour un N non fixé,
c’est-a-dire :

Al =4 Y amg™ € A[[QF+]] 3N eNVm ¢ N 'Zan=0

meQ+

2.2.2 Presque-holomorphie en 0

On dit qu’une fonction, définie sur un voisinage de 0 dans C, est presque-
holomorphe en ce point, si elle provient de l'anneau C[[¢%]] [w™!] (ou
Q[[qY]] [w™1]) via l'évaluation ¢ = exp (2imz), w = 47wy (ol y est la partie
imaginaire de z).

2.2.3 Définition

On appelle forme modulaire semi-adélique presque-holomorphe de poids &
toute fonction F presque-holomorphe en la premiére variable: H* x Gy — C
telle que:

. —k
- Vy € Go,F(yrvg) =j(v.1) " F(r9) ;
— il existe un sous-groupe compact ouvert K de Gy tel que Vh € K,
F(r,gh) = F (1,9);
— F est presque-holomorphe en chaque pointe.

3 Série d’Eisenstein : définition
3.1 Départ: séries d’Eisenstein selon Scholl [1]

Scholl définit de maniére générale des séries d’Eisenstein, pour k € Z et
s € C, et ® une fonction localement constante & support compact de Aft dans
C, par la formule suivante :

She (@) (hg) = Y. (9) (m) (m1 — mar) ™" [my — mar| ™
0#£meQ?2

avec Paction: (g®) (m) = ® (¢97'm) sur les fonctions de Schwartz, et 'action
usuelle (F'h) (1,9) = F (1,9h) sur les formes modulaires; il fait tendre s vers 0,
donne des résultats de G y-équivariance pour les actions mentionnées, et donne
la fonction de Whittaker :

@2im)* k(o 1—2s (_f) (x)
(k—1)! lﬂ’%y%xy (] /Af‘Pf , ) 6B, )&




3.2 Premier facteur correctif

Mais notre but n’est pas de faire tendre s vers 0, mais vers une autre limite,
comme dans Panchishkin|[2], pour obtenir non plus des formes modulaires holo-
morphes, mais presque-holomorphes; il y a donc des modifications & apporter
& la série Xy ,; on a d’abord besoin de garder la modularité avec s # 0, ce
qui impose de multiplier la série de Scholl par un facteur supplémentaire, qui
devient égal & 1 lorsque 1'on fait ’hypothése s = 0: |y|°.

3.3 Gjy-équivariance

L’introduction du facteur précédent fait perdre I’équivariance avec les actions
définies par Scholl ; pour la récupérer, il faut :
— soit conserver les actions telles que Scholl les utilise, mais rajouter un
second facteur correctif;
— soit modifier I’'une des actions pour qu’elle contienne le facteur correctif.
C’est le second choix qui est fait ici; on définit donc les actions de Gy par:
— sur les formes modulaires: (F'h) (1,9) = F (7,9h) (action classique)
— sur les fonctions de Schwartz : (h®) (m) = |det h|;* @ (h~'m) (action mo-
difiée par I’introduction d’un facteur, qui vaut 1 lorsque s = 0).

3.4 Résumé des propriétés
On a maintenant discuté de tous les éléments qui permettent de définir les

séries d’Eisenstein étudiées ici:

Brs () (r9) = [yl” Y (9®) (m) (m1 —mo7) " fmy —mor| ™
0£meQ?
Elles vérifient des propriétés convenables:
- de modularité: si y€Gq, on a: Ey s (®) (y7,79) = j (7,7-)_’“ Ey s (®) (1,9)
— de Gy-équivariance: Ey s (®) h = Ey s (h®)
Remarque 1. Cette équivariance a une conséquence intéressante : on va pouvoir

supposer que ® est a support dans Z?2; en effet, si on note d la matrice de Gg
de multiplication par I’entier d > 0, on a:

E}s (d®) (1,9) = (Ey,s (®)d) (T.9)

par équivariance, puis par définition de ’action:
Ek,s (dq)) (Tag) = Ek,s (@) (Tagd)

mais comme d7 = 7, on peut aussi appliquer la modularité pour obtenir finale-

ment :
By,s (d®) (1,9) = d " Ep,s (®) (1,9)

ce qui montre, comme Supp (d®) = d- Supp (®), qu’on peut faire les calculs pour
une fonction & support entier.



4 Série d’Eisenstein : calcul des coefficients de
Fourier

4.1 Fonction de Whittaker

Le but de ce paragraphe est le calcul explicite de la fonction de Whittaker
W de Ej s (®). I faut noter que les coefficients de Fourier dépendent aussi de
Y.
Proposition 1. On a la formule suivante, pour g € Gy et 7 € H :

N
W (gr0) = 1 * oy sk +5,)

ko 1-2s & (x) (—_x)d

x 3wl [ oo () vr () e

o w(z;0,0) = 2°T ()~ fo+oo exp (—zu) (u+ 1)* " uf~'du.

Démonstration. On considére la fonction

1
F :A—Cx o Ey, (®) <T+xoo7 (0 x1f> gf>

il s’agit en fait de faire agir la matrice sur Ey s (®) ; on voit que lorsque

1 =z
01
z € Q, c’est 'action d’une matrice de Gg, et la modularité montre alors que F'
est Q-périodique.

On sait que: Ey ;5 (®) (1,97) = >, ¢m (95,y) exp (2immT), donc

F@) =Y en (((1) “””f‘) gf,y) exp (2imm (7 + 2o0))

et on a de plus:

F(z) =) am (1) ¥(mz)

par périodicité. En comparant les coefficients de Fourier dans les expressions
précédentes, et en faisant le choix zy = 0, il vient:

W (g5,y) = a1 (1) exp (—2i7T) ;

comme on sait calculer: a; = [, A/Q F (z) ¢ (—z) dz, on obtient une premiére
expression explicite :

W o) = e (-2inr) | B (@ <r+xm, (é "'”{) gf> ¥ (~z) da



dans laquelle on remplace Ej s (®) par son expression en série, en laissant tout
de suite de coté les termes indépendants de 7 (mo = 0), qui ont une contribution
nulle (ils n’apparaissent que dans le terme constant) :

W (97.9) = exp (=2ir7)y" 3 //@meQx((l a;lf> ,@) (m2>

m1€Q
x (my —ma (T + 2o0)) |m1 —mgy (7 + xoo)|72s¢ (—z)dz

=exp (—2inT)y Z/ Z (9r%®) (m1 mmﬂf)

m1€Q Q €Qx

X (my — MaT — MaZoo) " Imy — maT — MaToo| >* ¢ (—x) dz

ol on voit qu’on peut simplifier ’écriture en faisant le changement de variable :
z = my — maex, ce qui donne: x = % et dr = dz (changement de variable
Q-linéaire), d’ou:

W (g7,y) = exp (—2in7) y Z/ > (959 (m2>

mi1€Q m2€QX
_ _ z
X (2o — M2T) k |200 — mM2T| 254 (—) dz
ma

ol la dépendance en m; a disparu, ce qui donne une expression intégrale :

W (g5,y) = exp (—2in7)y® Y /gf@ (mz)w (—m_z;>

ma€QX
X (200 — mQT)_k |200 — szr2s Voo (;ﬁ) dzpdzoo
2

dans laquelle tout est factorisable en une partie semi-adélique et une partie
archimédienne, ce qui donne:

W (g5,y) = exp (—2inr)y" /A gf<1>< )zpf< )dzf

ma€QX
_ _ L2
X / (oo — MaT) ™" |200 — ma7| > exp <2m;’°) dzeo
R ma

il suffit alors d’un changement de variable dans l'intégrale archimédienne pour
obtenir ’expression suivante :

W (g97,y) = y° exp (—2inT) (—1)'“ / (r+ x)_k |7+ Z‘|_2S exp (—2inz) dx
R

< Xm0 (3) v (5r) e

meQx



dans laquelle on voit apparaitre une 1ntegra1e archimédienne, qui est calculée
dans [5]: si on pose w (2 ;,8) = 2°T (B) ™" 0+°° exp (—zu) (v + 1)*" uf~1du,

on a (aprés prolongement analytique) la formule suivante :

(2im)k s

1_‘(k_}_(()’)w(éhry ik + s,8)

/ (r+2)"" |r + 2|~ exp (~2imz) do =
R

x y~* (=1)" exp (2ir7)
dont l'utilisation donne le lemme. O

Lemme 1. o4 y est la partie imaginaire de 7.

Remarque 2. 1l faut noter que comme la fonction de Whittaker dépend de y, la
relation qui permet de retrouver les autres coefficients de Fourier en la connais-
sant est modifiée de la facon suivante:

0
Cm (gfay) = mkW ((,’g 1) gfamy>

4.2 Calcul du coefficient constant

Proposition 2. Le coefficient constant de Ey s (®) est donné par la formule
sutvante :

_(@im)*rt T(k+25—1)
co(g5y) = (47ry)k+s T (k+s)T (s )C( l,ZS;Af (9s®) ( )dzf)

+yC<k2$ ngD ()

ot C est une fonction donnée par:

C((Pg®)= Y T(m)m™P|m|™
0£AmMEQ

Démonstration. On procéde de maniére similaire au calcul de la fonction de
Whittaker ; on obtient cette fois la relation :

co(g5,y) = ao = F (z)dz
A/Q
A/Q
= X [ o (M) = s o)
0#@6@2 A/Q 2

X |my — maZeo — m27'|_2s dz



ou on souhaite faire le changement de variable z = m; — mox; ce qui n’est
possible que si ms # 0: on coupe donc la somme en deux par cette condition,
puisqu’ici, le cas my = 0 est & prendre en considération :

0(gr)=v" >, >, / gfq’( )(Zoo—sz)k 200 — mat| > dz

m1EQO0£m2€Q

D> ( L dw) (079) (75" ) |

0:,ém1 EQ

ou bien évidemment [ A/Q dx = 1; on ne peut pas vraiment améliorer le second
terme, mais le premier fait apparaitre une somme sur Q d’intégrales sur A/Q,
donc une intégrale sur A, que ’on va pouvoir factoriser en une partie finie et
une partie archimédienne (de fagon tout & fait similaire au cas de la fonction de
Whittaker) :

Co z (95®) ( ) dzy / (Zoo — MaT) ¥ |200 — ma7| > d2es
O;ém cQ/As R
s m1 —k —2s
#1050 (o) (75 mr*m
0#£m1€Q

Iintégrale archimédienne peut étre rendue indépendante de ms, ce qui améne &
I’expression suivante :

co(95) =y Z (/A (gf‘I’)< >d2f> L=k || 72°

0#£#meQ

« (~1)* (/R @+7) " o+~ dar)

w0 5 o) ()

0£mEeQ
ou 'on voit apparaitre une sorte de fonction ¢, que je vais définir ainsi:
((pg,®) = >, T(m)m™P|m|™
0£meQ

ol pest entier, ¢ complexe et ¥ : Ay — C; et une intégrale archimédienne, qui
est aussi calculée dans [5]:

T(k+2s—1) (-1)F @n)*
T (k+35)T (s) (amy)kt2s!

/ (x—7) |z — 7| da = (2in)* 7°
R



ou y est la partie imaginaire de 7. On peut alors écrire:
(2im)* ¢ T(k+2s—1)
co(g95) = ¢ k—1,23,/ g;® dz

+y°¢ (k,zs, (97®) (O))

4.3 Prolongement méromorphe

11 faut noter que cette série, qui converge absolument lorsque k + 2% (s) > 2,
se prolonge de facon méromorphe 4 tout le plan complexe. En effet, cette série
est suffisamment proche de celle étudiée dans [5] pour que les calculs effectués
s’appliquent.

Plus précisément, Shimura obtient des majorations des coefficients de Fou-
rier, pour kfixé et sdans un compact, qui permettent d’utiliser le développe-
ment de Fourier pour prolonger la fonction de fagon méromorphe a tout le plan
s-complexe.

5 Lien avec la théorie classique

5.1 Séries d’Eisenstein de niveau 1

Le but ici est de vérifier que sil’on choisit & pair assez grand, s = 0, ® = 1, .et
g = 1, on retrouve bien les séries d’Eisenstein habituelles. Le calcul est assez
facile, on calcule les coeflicients de Fourier & partir de la fonction de Whittaker,
celle-ci étant ici indépendante de y:

()
(6 9920 ()

meQ*

(i () (5)

meQX

on effectue ici un changement de variable x = nz', pour retrouver un calcul de

d facile:
_ (2imn)" 1k ( ) ( )
an = k=1 mz [m|"" |n, /Af Lo Py dx'

eQx

0£mEZ




on voit ici apparaitre une intégrale d’un type bien connu: elle va fournir une
indicatrice, qui va nous donner une condition de divisibilité; en retravaillant
cette condition, on verra que le facteur n*~! devant la somme disparait :

2.7Tk k=1 1—
o=t Zk)—q)! > mlT, (%)

0£mEL

227‘(’ Z |m|1 k

m|n
”T)k n \ k1
=] §n ()
k
=l
d|n

ou 'on voit apparaitre la somme oj_; (n) attendue.

5.2 Séries d’Eisenstein de niveau supérieur

On suppose toujours que s = 0, g5 = 1 et k assez grand (plus forcément pair),
mais maintenant, on prend ® de la forme 1, mod Nxb mod N, pour un NV > 1. On
calcule (en utilisant une des expressions déja un peu simplifiée) :

on = (fi—?r);;! |m|/ ( ) <_Tnx) Iy de

= (5621_701’;' m%)( <£)k %‘f/Af 1a+NZ( ) b+NZ( )¢f ( )dw
=50 Gl a0 o (S5
-2 5 G e (52) Lo (555)

ol l'on voit 1&4 encore apparaitre I’intégrale-indicatrice qui donne une relation
de divisibilité :

10



n = (;21'_%)1';! m%x (%)k %‘f Ly nz (M) ¥y (%) 13 (%)
i T (3R] ()

m|nN
N _
= (;22_7()1)!N_k Z (sgnd) dk_1¢f (%i)

m=b mod N
dd'=nN

d'=b mod N

ot on a forcé Papparition de facteurs en N* pour obtenir une somme sur les %,
qui s’interpréte aisément comme une somme conditionnelle sur les diviseurs.

6 Calculs explicites de coefficients de Fourier

6.1 Réduction du calcul

On va vouloir regarder les coefficients de Fourier de Ej s (®) (7,15) pour di-
verses fonctions & ; on va donc essayer d’obtenir une expression de ses coefficients
de Fourier & partir de laquelle les calculs seront plus simples. On va supposer
que s est un entier, et que ® est & support dans Z2, ce qui signifie qu’on peut
faire le calcul pour ® de la forme 1, mod Nxb mod N, €6 ensuite conclure pour
toute ®. L’homogénéité de la distribution Ej, ; permet de ensuite de généraliser
3 un support compact dans AZ, comme on 1’a déja dit.

Proposition 3. Si s est entier, et ® = 14 mod Nxbmod N, 01 a: (pourn > 1)

(2i7r)k7rs b1 a1 —ad
— 4 . +s 1—§ _
W= Tt sy N (4 5k + 5.9) dd;ﬂ sgudd™ A s | Ty
d'=b mod N
et
(2im)frs T(k+2s—1) k28
ang = m m
O G N TG 2

+ 1b mod N (0) ys Z mik |m|_28

m=a mod N

Démonstration. On calcule d’abord & partir de la définition de la fonction de
Whittaker :

11



e (G 9))

(27)7")1‘; 778 k —k 1—-2s
= ———w(drny ;k + s,s) E n*m=" |m|
T (k+s) o

S (6 1)) (e G

puis on utilise la définition de 'action, et le changement de variable x = nz:

9im)* 70
a, = %w (4mny sk + s,8) mez(@x n*em =k |m|L 2
<SG () e
Ay
2ir)* 78
= 7; EZLZ) w (4mny ; k + 5,5) mezQx nk eIy =k |12

S ) ()

et on est ramené au calcul de l'intégrale non-archimédienne, pour n € N et
m € Q*, pour ® telle qu’on I’a définie:

R
= 1p moa N (M) ¥ ( ) /d’f( an)
:%1% (_:1 )lbmodN( )lz<m)

on obtient alors, en replagant ce résultat dans I’expression des coeflicients de
Fourier:

2im)" e
an:%w(élmy;k+s,s)m%(;>< nhte=lm =k L%
1 —an nN
—p () 1, 1
XN¢f(m>bodN()Z<m)

nN

expression dans laquelle je veux forcer 'apparition de facteurs en pour

12



pouvoir écrire une somme sur des diviseurs, comme dans le cas classique:

(2im)* s . 1 Nn\FHet
anzmw(4wny 7k+878)mm€z(@>< sgnd g m=*¢

_aqnN
X Py ( jvm > 14 moa v (m) 1z (%)

on obtient aisément la proposition & partir de cette derniére expression, ce qui
clot la preuve, dans la mesure ot le calcul du coefficient constant est simple. O

6.2 Cas de ’'indicatrice des entiers

On regarde ici le cas ot ® = 15,; ce qui revient dans le calcul précédent, &
choisir:a=b=0et N =1; 0n a alors:
Proposition 4. Les coefficients de Fourier sont donnés par la formule: (ou
n>1)
. \k
_ (217() ¢ R k+s—1 y1—s
an = mw (4mny ; k + s,5) ddz,;n sgn dd d

6.3 Cas des caractéres de Dirichlet

On s’intéresse ici & la situation suivante: x; et x2 sont des caractéres de
Dirichlet de conducteurs N; et N» respectivement, avec Ny A N» = 1, et on
considére la fonction @ (z,y) = x1 (z) x2 (y) ; on a alors:

Proposition 5. Les coefficients de Fourier sont donnés par la formule :

o — 2im)* 7 xa (N1) Gy
" T(k+s) NFts

*w (4mny ;k + s,8)

01 Gy; = 4 mod N, X1 (@) ¥y (—a/Ni) est la somme de Gauss de x1, etn > 1.

Démonstration. On écrit ® sous la forme:

> > x1(@)x2 (b) Lamod Nxbmod N

amod N bmod N

avec N = N1 N,, et on somme les expressions des coefficients de Fourier (on
utilise ici le fait que Ej s est une distribution, donc linéaire). Il vient alors:

13



B (2im)" 7o
an (®) = W
Z Z w (4ndd'y sk + 5,5) x2 (d') sgndd*+*=1d'=*

bmod N dd'=nN
d'=bmod N

< X v ()

ol la somme sur b avec une condition ensuite se simplifie évidemment, et ol
seule la somme sur a reste & étudier :

S @ (F) = XX vy (TR0

a mod N a mod N3 b mod Ny

- Y X a@u (5w (F)

a mod N1 b mod Nz

[z 00w () (2, ()
)

-z, w( )) (o)
( oo (G

" (M)

ou le second facteur permet de calculer le premier en supposant : d = Nod", cette
hypothése permet alors de simplifier tous les Ny en facteur dans 'expression de
an (®), ainsi que la somme sur °,,_, ven Y0 n, ; mais dans cette somme,
comme le produit X7 (d) x2 (d') intervient, on a nécessairement Ni|d', ce qui
permet de se ramener enfin & la somme ), _ , mais fait apparaitre le facteur
X2 (N1). u

) (v ()

Cet exemple des caractéres fait apparaitre la série qui motive en partie ce
travail, il est donc opportun de regarder aussi le coefficient constant dans ce
cadre-14:

Proposition 6. On suppose X2 trivial et on choisit x1 = X un caractére de
conducteur N ; alors:

S oi ks (_1\8 u)°
= (QJZ\;C)+:1: ((k 328()4 5 [1+(—1)k><(_1) LA -k =2sx)

ag =

14



Démonstration. Le terme constant est constitué de deux termes. Le premier est
nul, car f A X = 0. Le second fait intervenir le caractére , et nous intéresse;
c’est: y*C (k,2s,X) ; et en regroupant les termes de {pour avoir une somme sur
les entiers positifs, on fait apparaitre la fonction L de %, ainsi que le facteur de
parité du caractére. On utilise alors ’équation fonctionnelle de cette fonction L,
pour faire apparaitre L (1 — k — 2s,x) fois un facteur. En distinguant les deux
cas: ket x pairs d’une part, et k et x impairs d’autre part, et en utilisant le fait
que: Gy = x (—1) G, d’autre part, on établit la proposition. O

Ce résultat devient plus lisible sous la forme suivante :

Nk s A
L -
s D'(k+s)

T (k+2s)

Ei s (®)(11) =

sL(]-_k_287X)
2

X

(4my) (=1

+x (_1) Z ( Z w (47rny,k + S;S)X (d) dk+23—1>qn]

n>1 “dd'=n n?
d,d’>0
car on voit apparaitre la série comme un facteur transcendant, fois un facteur
algébrique, fois une série qui, quand on fait tendre s vers 0, est familiére. Nous
allons voir maintenant que cette remarque permet de transformer Ej ; en dis-
tribution & valeurs presque-holomorphes, & coefficients algébriques.

7 Version algébrique

7.1 Prescription du coefficient de Fourier

On voudrait réaliser la construction inverse de la précédente, en se donnant
a priori la forme des coefficients de Fourier par des conditions algébriques (de
congruence, par exemple) sur les diviseurs de n, et trouver la fonction ® qui
permet de les obtenir & travers Ey ;. Plus précisément, on va s’appuyer sur la
proposition suivante :
Proposition 7. Si on se fize ® : A7 — C, a support compact dans 72, et si
on lui associe une fonction ® par la formule swivante :

@ (z,m) :/A ® (z,m) Yy (zx) dz

alors on a, pour tout entier n > 0, la relation suivante :

25-1 % _ n\k|n 2s-1 —nx
Z d¥|d2 @ (dd) = mEZQX (R) ‘E _ /Af ® (z,m) 1y <7> dx

dd'=n
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Démonstration. La relation est ®-linéaire, donc on peut se contenter de la prou-
ver pour ® = 1, n0d Nxbmod N; On va pour cela commencer par calculer la
fonction ® correspondante :

#@m) = [ B vy )
-/ Lot () Lo v (m) by (20) d
= Tpmoa e (m) | Lamoa v () vy (z0) ds
= Tomoa x (m) [ 0y (a+ Ny) o) d(a+ Ny)

= 1y mod v (m) 1y (az) N™'1; (Nz)

un commentaire est nécessaire & propos de cette expression: a n’est bien défini
que modulo N, donc l'expression 9 (ax) n’a aucun sens sans contexte; mais
ici, elle apparait & coté d’une indicatrice 1, (Nz), qui permet d’assurer que
I’expression compléte est bien définie. On peut maintenant se lancer dans le
calcul de l’intégrale:

[ s (F2Y o= [ v tam 1,000 (22

il reste a expliciter la condition donnée par ces indicatrices: la premiére est
facile; elle demande que m soit un entier congru & b modulo N. La seconde
affirme d’une part que m divise n(car on sait déja que m est entier!), et d’autre
part que cet entier - est congru & a modulo N. On peut donc réécrire le terme
de droite de la proposition sous la forme :

k 2s—1 —
I s ()

= Z la=a mod N (d) lar=p moa n (d') d* |d|?>~"
dd'=n

=Y & X (dd)
dd'=n

ce qui clot la démonstration. O
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On _constate alors qu’on peut définir une nouvelle distribution sur les fonc-
tions & : Afc — C localement constantes & support dans Z2, par la formule:

Gr.s (5) =ao+ Y wdndd'y ;k+ s,5) (dd)”* d* d2 7" & (d.d') ¢
dd'>0
ou le coefficient ag est & ajuster pour obtenir la proposition suivante :
Proposition 8. On a la relation suivante entre les distributions Ey, s et Gy s :

(2im)* ms

Tk +9) Gk,s (‘5) =B (P)

ot l'on a posé, comme précédemment : ® (z,m) fA (z;m) Yy (22) dz.

On voit que la distribution G, s se présente de fagon plus algébrique que la
distribution E}_ s, puisque ’on peut choisir ses coefficients de Fourier, et on va
voir qu’on peut la voir comme prenant ses valeurs dans les fonctions presque-
holomorphes. Si on se fixe des coefficients de Fourier algébriques, on aura alors
un analogue purement algébrique de Ej, ;.

7.2 Version algébrique du facteur de non-holomorphie

Pour r € N, on trouve dans [5] la formule polynomiale suivante :

T
; T'(a) .
R 1Yo, —7r)= ~1) (") =——2L_Ri
w ( (07 T) ; ( ) (’L T ((1 _ Z)
qui permet, lorsque s = —r, de donner une version totalement algébrique
de Gy, o : le facteur w (4my,k + s,s) fait apparaitre une partie polynomiale en
(47ry) , qui entre dans le cadre de la théorie des fonctions presque-holomorphes,
via Pidentification R = (4my) .

7.3 Lien avec les séries de Ramanujan

Iy a une parenté évidente entre les séries E}, ; et les séries dites “d’Eisenstein-
Ramanujan” telles que considérées dans [4] (voir en particulier 5.11.3, page 517),
comme le montre le calcul suivant :

> o |d2 T @ (dd)
dd’=n>0
= Y n7d* ' (dd) + 07 (-d)F AT B (—d, — d)
dd'=n>0
d,d’'>0
AR (dd') + (<) (=) (=d) T @ (—d-d)
dd'=n>0
d,d'>0
S A (dd) — () (<) B (—d, - d)
dd'=n>0
d,d’'>0
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