
���������	��
���	��������������������������������� �!���
"�# �%$&���'�����(
)�*�+����,-�����������

p . �����0/!���1�2����,-�3�'�4�65 " ���

par Alexei PANCHISHKIN

Prépublication de l’Institut Fourier no 560 (2002)

798:8:;=<?>@>BA@A@ADCBE@FHG9IKJMLNI%OPGRQNESCUT@IRLWVRFWXZYHL[O\ENIR>B;9I@LH;@G:X]YRJ:^H_W8KJBFWVS`aOb7:8WcKY

R. — On donne une nouvelle condition suffisante pour l’existence des mesures p-adiques
admissibles µ obtenues à partir des suites de distributions Φ j ( j d 0) à valeurs dans les espaces de formes
modulaires. On utilise la projection caractéristique sur le sous-espace primaire associé à une valeur propre
non nulleα de l’opérateur U d’Atkin-Lehner. On donne une telle condition en termes des congruences entre
les valeurs de distributions Φ j .

Soient p un nombre premier, e p fhgi p la complétion d’une clôture algébrique du corps des
nombres p-adiques. Soit A une extension algébriqueK de

i
p ou l’anneau j K des entiers p-adiques de

K . Fixons un entier positifM et considérons le groupe commutatif profini Y f YM,p f limkKl
v

m�n
/Mpv

n�o?p
fourni avec la projection canonique yp : Y q n p

p. Considérons le groupe X f Homcont

m
Y , esrp o des

caractères p-adiques continus (c’est un groupe de Lie e p -analytique analogue à Homcont

m�t ru , e1r owvfe (par s xq m
y xq ys

o
). Le groupe X est l’union finie des disquesU f�y z z{e p |M| z | p < 1 } .

Une fonction L p-adique L : X q~e p est une fonction méromorphe sur X définie à partir d’une
mesure p-adique sur Y .

1. Méthode traditionnelle de construction de telles fonctions est à partir des valeurs spéciales

de fonctions L complexes (qui sont souvent des nombres algébriques (à une normalisation convenable

près)).

Mots-clés : Formes modulaires, mesures admissibles, fonctions L.
Classification math. : 11F33, 11F67, 11F30.
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D 1.1.

a) Soit h un entier positif et soit � h m Y , A o un sous-A-module de fonctions localement poly-
nomiales de degré < h sur Y de la variable yp : Y q n p

p (la projection canonique) ; en particulier� 1 m Y , A o est un A-sousmodule de fonctions localement constantes sur Y à valeurs dans A, � h m Y , A o��� loc � an m Y , A o f y ϕ : Y q A | ϕ localement analytique } � � m Y , A o , où � m Y , A o f y ϕ : Y q A |
ϕ continue } .

b) Une distribution Φ sur Y à valeurs dans un A-module normé V est une application linéaire

Φ : � 1 m Y , A o q V ,ϕ xq��
Y

ϕ dµ.

c) UnemesureΦ : � 1 m Y , A o q V est une distribution bornée : |Φ m ϕ o | p < C |ϕ | p où C ne dépend
pas deϕ.

d) Soit h z�� p . Une mesure h-admissible sur Y à valeurs dans V est une application A-linéaire
Φ̃ : � h m Y , A o q V avec la condition de croissance suivante (voir [AV, Vi76]) : pour t f 0, 1, . . . , h � 1,					



a
u��
Mpv 

m
yp � ap o tdΦ̃

m
y
o 					
p

f o � pv � h � t �� .
lorsque v q�� .

Une telle Φ̃ se prolonge de façon unique sur � loc � an m Y , A o . On utilisera cette définition pour les
applications à valeurs dans V f�� et dans saα-partie � α de rang fini fixe sur A.

Exemple. — La fonction zêta de Riemann

ζ
m
s
o f �

l premiers

m
1 � l � s o � 1 f���

n � 1 n
� s m Re m s o > 1

o
, ζ
m
1 � k o f � Bk

k
,

où Bk sont les nombres de Bernoulli définis par

eBt f ��
n � 0

Bnt
n

n!
f t et

et � 1 .
On pose

ζ
�
c �
p  m � k o f m 1 � pk o m 1 � ck u 1 o ζ m � k o

T 1 (Kummer). — Pour tout polynôme h
m
x
o f�� n

i � 0 αi x
i z Zp � x � sur l’anneau Zp

tel que x z Zp f�� h
m
x
o z pmZp nous avons

n�
i � 0 αi ζ

�
c �
p  m � i o z pmZp m

1. 1
o

Cette propriété exprime le fait que les nombres ζ
�
c �
p  m � k o dependent de façon continue de k

dans le sens p-adique :

2



C. — Soient k1, k2 z�� p , k1 � k2
m
mod

m
p � 1 o pm � 1 o , alors

ζ
�
c �
p  m � k1 o � ζ

�
c �
p  m � k2 o m modpm o

En effet, il suffit de prendre h
m
x
o f xk1 � xk2 .

Preuve du théorème 1 est impliquée par la formule connue. —

Sk
m
N
o f

N � 1�
n � 1 n

k f 1

k � 1 � Bk u 1 m N o � Bk u 1 � m
1. 2
o

dans laquelle Bk
m
x
o f m x � B o k f � k

i � 0 � ki � Bixk � i est le polynôme de Bernoulli.
T 2 (Mazur). — Il existe une unique mesure µ

�
c  sur n rp à valeurs dans n p telle que


���
p

xkdµ
�
c  f ζ

�
c �
p  m � k o , k � 0

Remarque. — Théorème 1 � � théorème 2 (par l’intégration de h le long de µ
�
c  o .

La fonction L p-adique de Kubota-Leopoldt est une fonctionméromorphe Lp : X q e rp donnée
par

Lp
m
x
o
: f � Y xdµ

�
c 

1 � x m c o c , x z X m
1. 3
o

(avec un seul pôle simple en x f y � 1p ), la fonction (1.3) est indépendante du choix de c : pour tous les

caractères de Dirichlet χ mod pm , χ :
n rp q i r ↪q e rp on a

Lp
m
χykp
o f m 1 � χ

m
p
o
pk
o
L
m � k, χ o z ip m i ab o6o .

En général, toute distribution sur Y à valeurs dans
n
p définit une fonction L p-adique

Lµ : X q~e p , µ
m
x
o f


Y

x
m
y
o
dµ.

Si 	 m s, χ o f � n 
 1 χ
m
n
o
cnn
� s est une fonction L arithmétique tordue par un caractère de Dirichlet χ

avec la propriété 	 p m � k, χ o z i pour un ensemble infini des couples k, χ (avec la fonction normalisée
	 p m s, χ o obtenue de 	 m s, χ o en multipliant par des facteurs élémentaires), on construit d’habitude la
fonction L p-adique correspondante L f Lµ � à partir des valeurs spéciales 	 p m � k, χ o de telle façon
que

Lµ � m χykp o f


Y

χykp dµ � f ip m 	 pNm � k, χ o?o ,
car l’existence d’une telle mesure est équivalente aux congruences de Kummer abstraites pour les va-

leurs spéciales 	 p m � k, χ o . Les formules pour ces valeurs spéciales peuvent être assez compliquées,
et on a besoin de méthodes très astucieuses pour obtenir ces congruences (comme les formules de
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type (1.2) dans la démonstration du Théorème 1). Pour les formes modulaires on utilise les symboles

modulaires, les fractions continues, la méthode de Rankin etc., (voir [Ma73], [Ra52], [PLNM]).

Nous proposons une nouvelle construction pour associer à une suite de distributions Φ j sur
Y à valeurs dans un espace convenable � f�� v 
 0 � m

Npv
o
des formes modulaires, une famille

µ de mesures p-adiques sur Y à valeurs dans e p . Elles sont attachées à une valeur propre non nulle
α z e p ,α �f 0, de l’opérateur U d’ Atkin-Lehner sur � , et à une forme parabolique primitive f

associée à valeur propreα �f 0. On dit qu’une forme parabolique primitive f f � n 
 1 a m n, f o e m nz o z�
k

m
Γ0
m
N
o
,ψ
o � � m

e
m
nz
o f exp

m
2πinz

o?o
associée à valeur propre α �f 0 s’il existe une forme

parabolique f0 f f0,α f � n 
 1 a m n, f0 o e m nz o telle que f0 | U f αf0 et f0 | T m ` o f a
m
`
o
f0 pour tous

les nombres premiers ` � Np)
Dans ce travail on construit des distributions p-adiques sur Y à valeurs scalaires à partir de

distributions à valeurs dans des espaces de formes modulaires.

2. Distributions à valeurs dans les formesmodulaires.

Soient � k

m
Γ1
m
N
o
; A
o
, � k

m
Γ0
m
N
o
ψ; A

o
les sous-A-modules de A � � q � � engendrés par les q-

développements f f � n 
 0 an m f o qn z � k

m
Γ1
m
Npm

o
,
i o

de formes modulaires classiques à

coefficients de Fourier algébriques an
m
f
o z i

dans i � 1p m
A
o
. On pose � f�� v 
 0 � m

Npv
o
, où� m

Npv
o f�� k

m
Γ1
m
Npv

o
; A
o
, et
� f�� v 
 0 � m Npv o le sous-A-module des formes paraboliques.

Exemples de distributions à valeurs dans � . — Soit Φ : � 1 m Y , e p o q � une distribution sur

Y à valeurs dans � .

a)Distributions d’Eisenstein. Pour s z e et a, bmodN on pose (par prolongement analytique) :
E`,N

m
z, s; a, b

o f � m
cz � d o � ` | cz � d | � 2s m

0 �f m c, d o � m a, b o modN o .
À partir de cette série, on obtient les distributions d’Eisenstein : on pose s f � r , 0 � r � ` � 1,
Er,`,N

m
a, b
o
: f N` � 2r � 1Γ m ` � r om � 2πi o ` � 2r m � 4πy o r

�
a modN

e
m � ax/N

o
E`,N

m
Nz, � r ; x, b o

f εr,`,N
m
a, b
o � m 4πy o � r �

0<dd 	 ,d 
 a,d 	�
 bmodN sgn d � d` � 2r � 1W m 4πdd  y, ` � r, � r o
� e m dd  z o z � r 	 ,` m N o , où r  f max m r, ` � r � 1 o ,

W
m
y, ` � r, � r o f r�

j � 0
m � 1 o j � r

j � Γ
m
` � r o

Γ
m
` � r � j o yr � j , ζ

m
s; a, N

o f �
n � 1

n � a � mod N � n � s ,
εr,`,N

m
a, b
o f

m � 4πy o sΓ m ` � s o
Γ
m
` � 2s o δ � b

N

�
ζ
m
1 � ` � 2s; a, N o 			

s ��� r
� Γ

m
` � 2s � 1 om

4πy
o
`
u
s � 1Γ m s o δ � aN ��� ζ m ` � 2s � 1; b, N o � m � 1 o ` u 2sζ m ` � 2s � 1; � b, N o�� 			

s ��� r
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Ces séries sont des formes modulaires presque holomorphes (voir ci-dessous) dans � r 	 ,` m N o , où r  f
max

m
r, ` � r � 1 o mais dans certains cas on obtient des formesmodulairesholomorphes (si, par exemple,

` � 3, r f 0 ou r f l � 1) qui donnent des distributions sur Y � Y à valeurs dans � :

Er,`
m6m
a � m Mpv o � m b � m Mpv o6o : f Er,`,Mpv m a, b o z � l

m
M 2p2v

o
.

b) Formes modulaires partielles. Pour tout f f � n 
 0 an m f o qn z � k

m
Γ1
m
N
o6o
on pose

Φf
m
a � m Mpv o6o : f �

n 
 0
n 
 a � mod pv  an

m
f
o
qn z � k

m
NM 2p2v

o

c) Séries thêta partielles (aussi avec un polynôme sphérique), voir [Hi85],
�
1.

Remarques.

i) Pour tout caractère de Dirichlet χ mod Mpv vu comme une fonction sur Y à valeurs dans

ip
m i ab o , l’intégrale


Y

χ
m
y
o
dΦf f Φf

m
χ
o f �

n 
 0
χ
m
n
o
an
m
f
o
qn z � k

m
NM 2p2v

o z � k

m
NM 2p2v

o

coïncide donc avec la forme modulaire tordue fχ.

ii) Les distributions a), b), c) sont bornées par rapport à la norme p-adique sur� f � v � k

m
Γ1
m
NM 2pv

o
, A
o �

A � � q � � définie pour g f � n 
 0 a m n, g o qn z � k

m
Γ1
m
N
o
, A
o
par

| g | p f supn | a m n, g o | p (à une régularisation du terme constant près).
iii) À partir des distributions a), b), c) on peut en construire beaucoup d’autres en utilisant par

exemple, la convolution multiplicative tordue sur Y (comme dans [Hi85], où la convolution d’une dis-

tribution thêta avec une distribution d’Eisenstein a été considérée).

Cependant il nous faut obtenir des distributions µ à valeurs scalaires (dans
n
p ou dans e p ) à

partir d’une suite des distributions Φj à valeurs dans � . Cela se fait en deux temps :

La première étape est le passage de � à une partie ���
� � de dimension finie fixe ; on utilise

un projecteur convenableπ : � q � � de telle façon qu’on puisse contrôler les dénominateurs.

La deuxième étape est l’application d’une forme linéaire` convenable à la suite des distributions

π
m
Φj
o
pour pouvoir obtenir des valeurs spéciales de fonctions L comme certaines intégrales p-adiques

par rapport à `
m
π
m
Φ
o6o
.

3. Première étape : projecteurs sur des sous-espaces de dimension finie.

La première idée est d’utiliser l’opérateur de la trace

Tr
Npv

N f f �
γ � Γ0
�
Npv �� Γ0 � N  f | k γ.

On obtient après la normalisation un projecteur π
m
f
o f � Γ0 m N o : Γ0

m
Npv

o � � 1TrNpvN f qui est bien

défini mais qui introduit des dénominateurs inacceptables.
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La deuxième idée est d’utiliser l’opérateur U f Up d’Atkin-Lehner qui agit sur � et sur
�
par

g | U f � n 
 0 a m pn, g o qn , où g f � n 
 0 a m n, g o qn z � �
A � � q � � , a m n, g o z A.

Soit α z	e p une valeur propre non nulle de l’opérateur U f Up d’Atkin-Lehner sur � , asso-

ciée à une forme parabolique primitive f f � n 
 1 a m n, f o e m nz o z � k m Γ0 m N o ,ψ o � � .

Dans le cas ordinaire |α | p f 1 une construction du projecteur π provient de l’opérateur idem-

potent e f limr � � U
m
p
o
r ! deHida [Hi93] qui agit sur les formesmodulaires p-adiques et dont l’image

se trouve dans un sous-espace � ord
� � de dimension finie (“la partie ordinaire de � ”). Puis on

obtient µα,Φ,f f `f
m
eΦ
o
pour une forme linéaire convenable ` f z � ord p .

4. Une nouvelle construction.

Elle fournit uneméthode assez simple pour associer à une distributionΦ sur Y à valeurs dans un
espace convenable � f �

v 
 0 � m
Npv

o
de formesmodulaires, une famille µα,Φ,f demesures p-adiques

sur Y attachées à une valeur propre non nulle α. Cette construction ne nécessite pas de passage à la

limite p-adique et n’utilise en fait que l’algèbre linéaire dans les espaces vectoriels de dimension finie.

D 4.1.

a) Pour unα z A on pose � � α  f Ker m U � αI
o
le sous-A-module de � des fonctions propres

(de valeur propre α).

b) On pose � α f�� n 
 1 Ker m U � αI
o
n le sous-A-moduleα-primaire de � .

c) On pose � α
m
Npm

o f�� α � � m
Npm

o
, � � α  m Npm o f � � α  � � m

Npm
o
.

P 4.2. — Soit A f i p . On pose N0 f Np, alors Um
m � m

N0p
m
o6o�� � m

N0
o
.

Preuve. — Elle découle de la formule connue [Se73],

Um f pm � k/2 � 1  WN0pm Tr
N0p

m

N0
WN0 ,

où g | kWN

m
z
o f m�� Nz o � kg m � 1/Nz o : � m

N
o q � m

N
o
l’involution (sur les complexes) de niveauN .

P 4.3. — Soit A f i p et soit α un élément �f 0 de A ; alors
a)
m
Uα
o
m : � α

m
N0p

m
o�v�Sq � α

m
N0p

m
o
est un opérateur

i
p-linéaire inversible, où U

α f
U | � α � N0pm  , N0 f Np.

b) Le
i
p-sous-espace vectoriel � α

m
N0p

m
o f � α

m
N0
o
ne dépend pas dem.

c) Soit πα,m : � m
N0p

m
o q � α

m
N0p

m
o
le projecteur sur le sous-espace α-primaire de U (de

noyau Kerπα,m f�� n 
 1 Im m U � αI
o
n f�� β �� α � β

m
N0p

m
o
), alors le diagramme suivant est commu-
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tatif � m
N0p

m
o �Zq

πα,m
� α

m
N0p

m
o

Um ��� �����
m
Uα
o
m

� m
N0
o �Zq

πα,0
� α

m
N0
o

Preuve. — Selon la théorie de la réduction des endomorphismes d’espaces vectoriels sur un

corps K , le projecteurπα,m sur le sous-espaceα-primaire � n 
 1 Ker m U � αI
o
n de noyau � n 
 1 Im m U �

αI
o
n s’exprime comme un polynôme deU à coefficients dans K , doncπα,m commute avecU . D’autre

part, la restriction deπα,m sur � m
N0
o
coïncide avecπα,0 : � m

N0
o q � α

m
N0
o
car son image est

�
n 
 1

Ker
m
U � αI

o
n � � m

N0
o f �

n 
 1
Ker
m
U | � � N0  � αI

o
n

et son noyau est �

n 
 1
Im
m
U � αI

o
n � � m

N0
o f

�

n 
 1
Im
m
U | � � N0  � αI

o
n .

5. Distributions à valeurs dans les formesmodulaires p-adiques.

Soit g f � n 
 0 a m n, g o qn z � k

m
Γ1
m
N
o
, A
o
, alors | g | p f supn | a m n, g o | p est bien défini et

donne une norme p-adique sur � f � m 
 0 � k

m
Γ1
m
Npm

o
, A
o �

A � � q � � ; on note par � l’adhérence

de � dans A � � q � � pour cette norme. Soit V un A-module normé.
D 5.1. — Soit α �f 0 une valeur propre non nulle de l’opérateur U sur l’espace � .

La partie α-primaire Φα d’une distribution Φ sur Y à valeurs dans � est donnée par �
Y

ϕΦα : fm
Uα
o � mπα,0 � � � Y ϕ dΦ � | Um � z � α pour toute ϕ z � 1 m Y , A o et tout pm assez grand (tel que

�
Y

ϕ dΦ est une combinaison linéaire finie dans � m
N0p

m
o
).

On pose Φ
m
a � m Mpv o?o f � Y δa

u��
Mpv  dΦ où δa

u �
Mpv  désigne la fonction caractéristique d’un

ouvert a � m Mpv o � Y ; alors il existe v  z � tel que
Φ
m
a � m Mpv o6o f Φ

m
δ � a u � Mpv  o6o z � m

Npv
	 u 1 o ,

et la partie α-primaire Φα de Φ est donnée par

Φα
m
a � m Mpv o6o f m Uα

o � v 	 � πα,0
m
Φ
m
a � m Mpv o6o | U v 	 � . m

5. 1
o

6. Théorème principal.

Soient Φj : � 1 m Y , A o q � une famille de distributions (non nécessairement bornées)
m
j f

0, 1, . . . , r
p
, r
p � 1

o
.
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T 3. — Soit 0 < |α | p < 1 et h f � ordp α � � 1. Supposons qu’il existe � z � p tel que
pour tous les j f 0, 1, . . . , � h � 1 et pour tout v � 1,

Φj
m
a � m Mpv o?o z � m

N0p
v � o . m

6. 1
o

Supposons qu’il existe v0 z � tel que pour tout v � v0 et pour j f 0, 1, . . . , � h � 1 les distributions
U � v m Φj o sont bornées et que l’estimation soit satisfaite :					 m U � vΦj

o m
a � m Mpv o6o � 


a
u �
Mpv  y jpd

m
U � v m Φ0 m y o?o6o

					
p

< Cp � vh � m
6. 2
o

où on pose C f maxa,v |U � v0
m
Φ0
o m
a � m Mpv o6o | p . Alors l’application linéaire
Φ̃α : � h � m Y , A o q � α

� �
donnée par 


a
u��
Mpv  y jpdΦ̃α f Φα

j

m
a � m Mpv o6o

(pour tout j f 0, 1, . . . , h � � 1), est une mesure h � -admissible.

Preuve. — On vérifie d’abord l’estimation suivante : pour tous les ouverts a � m Mpv o , pour
tous les j f 0, 1, . . . , � h � 1,						U � v

t�
j � 0
� t
j � m � ap o t � jΦj m a � m Mpv o6o

						
p

� C | pv | tp f Cp � vt m
6. 3
o

pour une constante C > 0. En effet on peut supposer v � v0 donc par l’hypothèse

|


a
u��
Mpv  y jpd

m
U � v m Φ0 m y o6o?o � m U � vΦj

o m
a � m Mpv o?o | p< Cp � vh � .

On pose

Ψj

m
a � m Mpv o f



a
u��
Mpv  y jpd

m
U � v m Φ0 m y o6o?o � m U � vΦj

o m
a � m Mpv o?o

donc 

a
u��
Mpv  y jpd

m
U � v m Φ0 m y o6o?o f m U � vΦj

o m
a � m Mpv o?o � Ψj

m
a � m Mpv o6o m

6. 4
o

et | Ψj

m
a � m Mpv o?o | p< Cp � vh � . La substitution de (6.4) dans la partie gauche de (6.3) donne

U � v
t�
j � 0
� t
j � m � ap o t � jΦj m a � m Mpv o6o f

t�
j � 0
� t
j � m � ap o t � j m 
 a u�� Mpv  y jpd m U v � m Φ0 m y o6o?o � Ψj

m
a � m Mpv o6o f



a
u��
Mpv 

m
yp � ap o td m U v � m Φ0 m y o6o?o �

t�
j � 0
� t
j � m � ap o t � jΨj

m
a � m Mpv o6o

m
6. 5
o

8



et | m yp � ap o t | p � p � vt sur a � m Mpv o donne l’estimation cherchée de la partie droite de (6.3). Puis,
il suffit de vérifier la condition de croissance 1.1 d) pour la suite des distributions Φα

j

m
a � m Mpv o?o z� α

m
N0p

v � o . On aU f αI � Z , Zn f 0 sur � α
m
N0
o
, n f rkA , � α

m
N0p

v
o f�� α

m
N0
o
.

D’autre part, par les conditions du théorème

a
u��
Mpv 

m
yp � ap o tdΦ̃α f

t�
j � 0
� t
j � m � ap o t � jΦα

j

m
a � m Mpv o6o

f α � v � α
v � U � v �

��
πα,0U

v ���� t�
j � 0
� t
j � m � ap o t � jΦj m a � m Mpv o?o���	�
 .

m
6. 6
o

Les opérateursαv � U � v � f m α � 1U o � v � f � n � 1
i � 0 � � v �

i � m α � 1Z o i sont uniformément bornés par une
constante C1 > 0 donc la condition (6.3) appliquée à (6.6) donne					



a
u �
Mpv 

m
yp � ap o tdΦ̃α

					
p

� C � C1 |α | � m �
p | pv | tp f o m pv � h � � t  o

lorsque v q � car |α | p f | p | ordp α, ordp α < h, | pv | � � ordp α
p f o

m
pv � h o (lorsque v q � ) et

C f maxa,v |U � v0
m
Φ0
o m
a � m Mpv o?o | p .

7. Deuxième étape : application d’une forme linéaire convenable.

Soitα z i � e une valeur propre non nulle deU sur � m e o attachée à une forme parabolique
primitive f z � k m Γ0 m N o ,ψ o et soit f0 f f0,α une fonction propre

m
f0 |U f αf0

o
, on pose f 0 f f

ρ
0 |WN0 ,

f
ρ
0 f � n 
 1 an m f0 o qn ,WN0 f �

0 � 1
N0 0 � .

P 7.1.

a)U
p f W � 1N0

UWN0 dans
�
k

m
Γ1
m
N0
o
, e o , l’opérateur adjoint par rapport au produit scalaire de

Petersson.

b) f 0 |U p f ᾱf 0, et pour tous les bons nombres premiers l � Np, Tl f 0 f al m f o f 0.
c) La forme linéaire g xq � f 0, g � sur � m

Γ1
m
N0
o
, e o s’annule sur Kerπα,0, où πα,0 :� m

Γ1
m
N0
o
, e o q � α

m
Γ1
m
N0
o
, e o (le projecteur sur le sous-espace α-primaire de noyau Kerπα,0 f

Im
m
U � αI

o
n
o
donc � f 0, g � f � f 0,πα,0

m
g
o � .

d) Si g z � m
Npv

u
1,
i o f � m

N0p
v ,
i o

etα �f 0, on a� f 0, gα � f α � v � f 0, g | U v �
où

gα f πα

m
g
o f m Uα

o � vπα,0
m
g | U v

o z � α
m
Np
o

est la partie α-primaire de g z � m
Npv

u
1
o
.

9



e) On pose �
f ,α

m
g
o f � f 0,α � vg |U v �� f 0, f0 � ,

alors

�
f ,α : � m

Npv
u
1;
i o q i

(la forme linéaire

�
f ,α sur � m

Γ1
m
Np
o
, e o est définie sur i ) et il

existe une unique forme A-linéaire `f ,α z � α
m
N0
o p
telle que

i � 1p m
`f ,α

m
gα
o?o f � f 0,α � vU v

m
g
o �� f 0, f0 �

(pour toute forme modulaire g à coefficients dans i � 1p m
A
o
).

Preuve de Proposition 7.1.

a) Voir [Miy], Th. 4.5.5.

b) f 0 |U p f f
ρ
0 | WNpW

� 1
NpUWNp f ᾱf

ρ
0 | WNp f ᾱf 0.

c) Pour toute fonction

g1 f m U � αI
o
ng z Kerπα,0 f Im m U � αI

o
n

on a � f 0, g1 � f � f 0, m U � αI
o
ng � f � m U p � ᾱI

o
f 0,
m
U � αI

o
n � 1g � f 0

donc pour g1 f g � πα,0
m
g
o
nous avons� f 0, g � f � f 0,πα,0
m
g
o � m g � gα

o � f � f 0,πα,0
m
g
o � ��� f 0, g1 � f � f 0,πα,0

m
g
o �

d) Utilisons directement l’égalité
m
U
p o
v f 0 f ᾱv f 0 de b) :

αv � � f 0, gα � f � m U pUo v f 0, U � vπα,0
m
g | U v

o � f � f 0,πα,0
m
g | U v

o � f � f 0, g | U v �
par c) car g | U v z � m

Np
o
.

e) On remarque que

�
f ,α

m
f0
o f 1, f0 z � m

Np;
i o
; considérons l’espace vectoriel complexe

Ker

�
f ,α f � f 0 ��� f!y g z � m

Np; e o | � f 0, g � f 0 }
qui admet une base

i
-rationnelle car il est stable par tous les “bons” opérateurs de Hecke Tl (l � Np) :� f 0, g � f � � f 0, Tlg � f � T pl f 0, g � f 0

et on obtient une telle base par la diagonalisation de l’action de tous les Tl (une famille commutative

d’opérateurs normaux) ce qui entraîne e).

8. Lien avec les fonctions L : convolutions des séries d’Eisenstein.

Soit ξmodM un caractère de Dirichlet auxiliaire ξ : Y q A
p
, Y

yp�Sq n p
p, Y f lim� YMpv ,

YMpv f m0n /Mpv
n�o p

. Considérons deux distributions d’Eisenstein

E0,`,Mpv
m
ξ, b
o f �

a � YMpv
ξ
m
a
o
E0,`
m
a, b;Mpv

o z
� � 0,` si ξ �f 1� 1,` si ξ f 1, ` f 1, 2

Er,`,Mpv
m
a
o f �

b � YMpv
Er,`,Mpv

m
a, b
o z � r 	 ,`, r  f max m r, ` � r � 1 o .
10



P 8.1. — Soient χ,ψ : Y q A r deux caractères de Dirichlet modMpv ,
a) Soit f z � k m N,ψ o , k � 2, Φj

m
a
o
Mpv f � y � YMpv ψξ

m
y
o
E0,k � 1 � j m ξ, ya o E j,1 u j m y o une convo-

lution tordue, j f 0, . . . , k � 2. Alors
Φj
m
χ
o f E0,k � 1 � j m ξ, χ o E j,1 u j m ψξχ

o
.

b) Les valeurs spéciales de la fonction L f
m
s, χ
o f � n 
 1 χ

m
n
o
an
m
f
o
n � s satisfont l’égalité sui-

vante � f 0,Φj m χ o � Np f G
m
χ
o
Γ
m
j � 1 o L f m k � 1, ξ o L f m j � 1, χ om � 2πi o j u k � t ,

(où G
m
χ
o
est la somme de Gauss et t z i p est une constante élémentaire explicite indépendante de χ

et de j).

c) La suite Φj produit une mesure h-admissible µf ,α qui interpole les valeurs critiques

α � vG m χ o Γ m j � 1 o L f m j � 1, χ o L f m k � 1, ξ om � 2πi o j u k � f , f �
pour les caractères de Dirichlet χ primitifs modMpv (comparer avec [Vi76]).

Preuve de la proposition 8.1.

a) C’est une propriété générale des convolutions multiplicatives (voir [Hi85]).

b) Impliquée par la méthode de Rankin-Selberg pour la convolution

D
m
s, f , g

o f LN m 2s � 2 � l,ψξχ
o ��
n � 1 anbnn

� s ,
où ξ est un caractère de Dirichlet ξ non trivial auxiliaire et les nombres

bn f σl � 1,χ̄,ξ̄ m n o f �
d � n,d>0

χ̄
m
d
o
ξ̄
m
n/d

o
d l � 1

sont les coefficients de Fourier d’une certaine série d’Eisenstein g f � �n � 0 bn exp
m
2πinz

o
de poids l

(et de caractère de Dirichlet χ̄ξ̄) si χξ
m � 1 o f m � 1 o l donc

Lg
m
s
o f ��

n � 1 bnn
� s f L m s � l � 1, χ̄ o L m s, ξ̄ o

et on sait par le lemme de Rankin ( [Ra52], voir aussi [Hi85], [Man-Pa]) que D
m
s, f , g

o
s’exprime par

Lf
m
s � l � 1, χ̄ o Lf m s, ξ̄ o . Pour obtenir la représentation intégrale de b) on évalue la fonction L f m s � l �

1, χ̄
o
Lf
m
s, ξ̄
o
en s f k � 1, et on pose l f k � j � 1, avec 1 � l � k � 1).

c) On vérifie coefficient-par-coefficient que les distributions Φ j satisfont les conditions (6.1),
(6.2). Puis on applique directement le théorème 3 et la proposition 7.1 c), d) pour obtenir les mesures

h-admissibles cherchées µf ,α sous la forme µf ,α f `f ,α
m
Φ̃α
o
.
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9. Application aux produits triples : cas admissible.

Considérons l’espace vectoriel

� : f �
m 
 0 � k

m
Γ1
m
Npv

o6o�� 3
et soit L

m
f � g � h, s o la fonction L triple associée à f � g � h z � k m Γ1 m N o6o � 3 avec une valeur propre

non nulle αβγ, alors

f0 � g0 � h0 z � k m Γ1 m Np o?o � 3
est une fonction propre deU

� 3 sur � , et f 0 � g 0 � h0 est une fonction propre de m U p o � 3. Utilisons la
restriction sur la diagonale Φ f E 3k

m
z1, z2, z3

o z � de la distribution de Siegel-Eisenstein (voir [PIsr])

vue comme une série formelle de Fourier. On obtient une suite des distributions Φ j sur Y 3 à valeurs
dans � en utilisant l’action de certains opérateurs différentiels sur Φ (voir [PTr]).

On pose

lf � g � h,αβγ

m
Φj
o
: f ip

� � f 0 � g 0 � h0,Φαβγ
j �� f 0, f0 � � g 0, g0 � � h0, h0 ���

T 4. — On pose h f � 2ordp m αβγ
o � � 1. Il existe une suite de distributions

lf � g � h,αβγ

m
Φj
o
sur Y 3 à valeurs dans � α

� � qui produit une mesure h-admissible l f � g � h,αβγ

m
Φ
o

telle que les intégrales l f � g � h,αβγ

m
Φ
o m

χ1 � χ2 � χ3
o
sur les caractères χ1 � χ2 � χ3 coïncident avec

les valeurs spéciales L
p m
fχ1 � gχ2 � hχ3 , k � j

o
, j f 0, . . . , k � 2, où la normalisation de L p inclut des

sommes de Gauss, produits scalaires de Petersson, puissances deπ, αβγ.

Preuve. — L’existence de l f � g � h,αβγ

m
Φ
o
découle de la suite Φj à l‘aide du Théorème 3 avec

� f 2, j f 0, . . . , k � 2, et l’égalité est impliquée par la formule intégrale de Garrett-Harris [GaHa],
voir aussi [LBP], [PTr].
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