Une propriété de continuité du temps local
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Abstract : Let L°(M) denote the local time (at 0) associated with a martingale M.
The aim of this note is to prove that the mapping M ~— L°(M) is continuous from L'
into weak-L*.
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Soit (Q2,F,P,(F;))un espace probabilisé filtré satisfaisant aux conditions usuelles
de la théorie des martingales. Pour 1 < p < 400, nous désignons par LP I'en-
semble des processus adaptés X définis sur cet espace et tels que

X, = supEYP(| X [P) < +o0,
>0

et par L} Pensemble des processus adaptés X définis sur cet espace et tels que

supsup A\P(| X¢| > ) < 400,
>0 A>0

muni de la “norme” associée a cette quantité. Etant donné une martingale locale
continue M, nous lui associons sa “transformée de Lévy” M définie par

. t
Mt:/ sgn(My) dMs ,
0

et son temps local en 0, noté LY(M). On sait, depuis les travaux de M. T.
Barlow et M. Yor ([2]) que les applications M +— L°(M) et M + M sont
continues de LP dans LP pour 1 < p < 400. Le but de ce qui suit est de prouver
que l'application M +— L°(M) est continue de L' dans L}, ce qui, grace a la
formule de Tanaka, revient & montrer que la transformation de Lévy l'est. Or
on a plus précisément le



THEOREME. — Il existe une constante universelle C telle que, pour tout
couple (M,N) de martingales continues appartenant a L', on ait

supsup AP(|My = Ni| > X) < C(IM = N[ 2 (1M + [N )2 (1)
20 A>

Dans ce qui suit, nous désignerons par C une constante universelle, dont la
valeur peut varier d’une ligne a ’autre. Nous poserons, pour toute martingale

locale continue M et tout ¢t > 0, Sy(M) = (M),}/Q. Nous commencerons par
déduire le théoréme du

LEMME. — II existe une constante universelle C telle que, pour tout couple
(M,N) de martingales locales continues, tout A > 0, tout ¢ > 0 et tout t > 0, on
ait

P(U\A/jt - Nt| > \)
< C(P(Sg(M — N) > cA) +P(S; (M) + S¢(N) > \/c))

+%E1/2 (SH(M — N); Si(M — N) <) (2)
EY? (SE(M) + SZ(N) ; Se(M) + S¢(N) < Me) .

Admettant provisoirement ce résultat, nous fixons A > 0 et t > 0, et nous
nous donnons un nombre ¢ > 0, dont la valeur sera choisie ultérieurement. Nous
rappelons qu’on a, pour toute martingale locale continue X, tout ¢ > 0 et tout
A > 0, 'inégalité classique

P(Si(X) > ) < SIX]h 3)

de D. L. Burkholder ([3]). En utilisant cette inégalité, on voit que, pour tout
c>0,

P(Sy(M — N) > ¢A) + P(Sy(M) + Sy(N) > A/c)

go(g |MN||1+§<||M||1+||NII1>)- @

Nous majorons maintenant la seconde partie du second membre de I'inégalité
(2). On a, pour toute variable aléatoire X > 0 et tout nombre a > 0,

—+o0 a?
E(XQ;Xga):/ ]P’(XQI{XSQ}>u)du§/ P(X > /p) dp,
0 0
ce qui permet d’obtenir, en utilisant encore I'inégalité (3),
E (S7(M —N); Sy(M —N) < c))

C2A2 02)\2
d
<[ BS-N > R clM - N [ 2 = cenyr - N
0 0 N/



En procédant de la méme maniere, on obtient 'inégalité
A
E (S{(M)+ S{(N) 3 (M) + Si(N) < Me) < O ([M]ly +[[N]1) -

On déduit de ces deux estimations qu’on a, pour tout ¢ > 0, tout A > 0 et tout
c>0,

% EY2(SHM — N); Se(M — N) < c))
EY2(SH(M) + SE(N); Se(M) + S¢(N) < M)

c
< < (M = NI (1M1 + N2 (5)

On choisit maintenant

1/2
_ (M- NpY
1/2
(3] + [N
de fagon & minimiser le second membre de I'inégalité (4). Il est clair que cette
inégalité ainsi optimisée et 'inégalité (5) permettent d’obtenir estimation (1)
a partir de 'inégalité (2).
Passons & la preuve du lemme. Ayant fixé tous les parametres, nous intro-
duisons ’ensemble

la martingale associée a définie (pour 0 < s < t) par as = E(14/F;), et nous
posons B = {(1 —a); <1/2}'. On a évidemment

P(M, ~ Ni| > A) < P(IM; — Ni| > \; B) +B(B) .
et
P(B®) =P((1 —a); >1/2) <2E(1 — a;) = 2P(A°)
< 2(P(Se(M — N) > cX) +P(Se(M) 4+ Se(N) > Ne))
donc il nous suffit de controler convenablement P(|M; — Ny| > A ; B). Pour
cela, nous commencons par remarquer que, sur B, as- > 1/2 pour tout s < ¢

et donc, I'intégrale stochastique étant locale, on a pour toute martingale X et
tout s < ¢,

stxg:/ (o >1/23 dXr
0

sur I'ensemble B. Pour la méme raison, on a aussi (X), = (X’), sur B pour
tout s < t. Nous pouvons donc écrire

— ~ —~ o~ 1 ~ o~
B(M; — Ni| > s B) = P(M; = Nj| > X5 B) < B ((M{ = N)?) . (6)

1. Etant donné un processus X et s > 0, on pose (comme c’est l'usage) X = sup, <, | Xr|.



Or on a, d’apres un résultat de M. T. Barlow et M. Yor ([2])

E((X; - Y3)%) < CE'?((X; = Vi) )E'*(X7 + )
pour tout couple (X,Y) de martingales locales continues et tout ¢ > 0. Par
conséquent, on déduit de (6) que

P(IM; = Ni| > A5 B) < %]E”Q((M{ — ND)HEY2((M)? + (N))?) . (7)

D’autre part

t t
(M’ — N}, = / (o 12 d{M — N), < 2/ ag- d(M — N), ,
0 0

et
/tas d{M — N, :at<M—N)t—aO(M—N>0—/t(M—N)s das ,

en vertu de la formule 38.1, p. 315 de [5]. On en déduit que

E((M] — N})?) = E((M’ — N');) < E(S2(M — N) 5 A)
<E(S2(M = N); Si(M—N)<c\). (8)

De la méme maniere, on voit que
E((M;)? + (N7)?) < E(SF(M) + SE(N) 3 S((M) + Si(N) < Afe) . (9)
On déduit donc des estimations (7), (8) et (9) que

P(|M; — N;| > X ; B)
< SEVASHM ~ N); S,(M — N) < )
EY2(SH(M) + SF(N) 3 Sy(M) + S¢(N) < Me),

ce qui acheve la démonstration du lemme.

Nous ne savons pas si le temps local définit une application continue de L*
dans L'. En d’autres termes, peut-on remplacer le premier membre de I'inégalité
(1) par | M — N||1? Rappelons que, en ce qui concerne la bornitude de Papplica-
tion L dans les espaces LP, on dispose ([1]) de l'estimation || L°(M)|l, < p||M]|,
pour tout p > 1, qui constitue un résultat beaucoup plus satisfaisant. Mais
bien entendu, I'application concernée manquant totalement de linéarité, on est
dépourvu d’arguments pour déduire la continuité de la bornitude.

Comme le temps local et la transformation de Lévy ont désormais des ana-
logues en analyse harmonique, il est naturel de se demander si le résultat présent
est transposable en analyse. C’est effectivement le cas, comme nous le montrons
dans [4]. Observons toutefois que ce résultat d’analyse ne peut pas se déduire



du résultat probabiliste (du moins au moyen des arguments usuels ...), car il
faudrait pour cela que U'opérateur g, de Littlewood-Paley vérifie une inégalité de
type faible analogue & (3), ce qui n’est pas le cas. On doit donc adapter & ana-
lyse la méthode utilisée ici, ce qui oblige & surmonter de nouvelles difficultés
techniques (I'une d’elles provient du fait que le caracteére local de 'intégrale
stochastique n’a pas d’équivalent dans l'autre contexte).
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