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Introduction

Soit (V,0) un germe de singularité normal. La singularité est dite symplectique s'il existe
une 2-forme symplectique ¢ sur le lieu régulier Ve, de V, i.e. une 2-forme holomorphe fermée et
non dégénérée, et si pour toute résolution m : X — V des singularités de V, le pull-back de ¢
a ™1 (Vyeg) est la restriction d’une 2-forme holomorphe sur X (voir [Be00] définition 1.1). Si le
lieu singulier de V est de codimension > 4 alors la derniére condition est toujours vérifiée (voir
[F188]).

Une algebre de Lie complexe simple a une plus petite orbite nilpotente non nulle O,,;, pour
l'action adjointe ; son adhérence Opmin = Omin U {0} a une singularité symplectique isolée en 0
isomorphe au cone sur la variété lisse PO, des droites de O,y et toute singularité symplectique
isolée dont le cone tangent est lisse, est analytiquement isomorphe a (O pin,0) pour une algeébre
de Lie complexe simple convenable (voir [Be00]).

Fixons un entier n > 0. Soit ¢ une racine cubique de 'unité et soit < ¢ > le groupe cyclique
d’ordre 3 engendré par . Soit V = C?"/ < > ou < ¢ > agit sur C?" par la formule

C(21, 22,y 2on—1, 20n) = (C21, (%20, ..., C2on_1,(%22n).
La 2-forme symplectique Y ;" | dzg;—1 Adzg; sur C?" est invariante sous < ¢ > et induit une 2-forme
symplectique sur V.. Notons 0 I'unique point singulier de V. Soit m : X — V I’éclatement
normalisé de 0 dans V. Le diviseur 771(0) est réduit et globalement & croisements normaux (voir

§1). Nous prouvons le

Théoréme.— Soit (V,0) une singularité symplectique isolée de dimension 2n > 6 et soit w :
X — V léclatement normalisé de o dans V. On suppose que le diviseur m=1(o) est réduit, glo-
balement a croisements normaux et qu’il a au moins deuzx composantes irréductibles. Alors (V,o)

est analytiquement isomorphe a la singularité quotient (C?"/ < ¢ > ,0).

Mots clés: singularités, éclatements, théorie de Mori.
Classification A.M.S.: 14B05, 14E15, 32545.



Soit F := Ppn-1(E) ot £ = Opn-1(2) @ H'(P" 1, 0pn-1(1)) ® Opn-1 et soit pp le mor-
phisme vers P"~!. Soient p et ¢ les projections de P"~! x P"~! sur P*~! et soit 4 'immersion
fermée P~ 1 x P*»~! C F au dessus de P"~! correspondant au quotient inversible sur P*~1 x P?~1

p*€ - HY(P"!, Opn-1(1)) © Opn-1,pn-1 = ¢"Opn-1(1)

ot P"~1 x P! est considéré comme variété sur P*~! via p. Soit enfin j := i o s ol s est l'in-
volution naturelle de Pprn-1 X Ppr-1. Nous montrons que le lieu exceptionnel est isomorphe au
recollement de deux copies de F le long de P! x P"~! via les immersions fermées i et j puis nous
montrons que le complété formel de X le long du diviseur exceptionnel est déterminé a isomor-
phisme pres par le germe de singularité (V,o0). Le résultat cherché est alors une conséquence du
premier théoréme de comparaison de la théorie “algébrique” a la théorie “formelle” (voir [Gr66]
Chap. IIT théoréme 4.1.5).

Remerciements.—Je tiens a exprimer ici mes remerciements Arnaud Beauville pour pour toute

I'aide qu’il m’a apportée.
1. Exemple et géométrie torique

Nous renvoyons & [Od88] pour les définitions et propriétés des variétés toriques. Fixons
un entier n > 1. Soit Ng = Ze; & -+ @ Zey, un Z-module libre de rang 2n et soit N =
NO—{—%(L —1,...,1, —1) € Ng®R. Soit M = Homgz(N,Z). Soit enfin 0 =< ey, ...,e9, >C N®R.
La variété affine V est torique et son algébre de fonctions est Clz1,.. ., 22,]<¢> = C[MN¢c"] (voir
[Od88] §1.5). Soit (e7,...,es,) la base duale de (eq,...,ea,). Les fonctions

2912251 (1,7 €{1,...,n})
22422522k (27]7k € {Lvn})
29i-122j-1%2k—1 (6,7, k € {1,...,n})

sont invariantes sous le groupe < ¢ > et forment un systéme minimal de générateurs sur C de

algebre Clzy, . .., 22,]<¢>, autrement dit, les éléments

€5 + €354 (4,5 € {1,...,n})

e5; +e3; + €5, (i,5,k €{1,...,n})

s tes_1 ey (Ljke{l,....n})
forment une base de Hilbert du monoide M N ¢V. Soient ey, = %(1,2,...,1,2) et eopta =
%(2, 1,...,2,1). L’éclatement normalisé X de 'idéal m de 0 dans V est la variété torique lisse

dont I’éventail est I’ensemble des cones réguliers

05,5 =< 61,...,é\gi,...,é\gj_l,...,egn_;,_g > (Z,j S {1,...,n})
U§ =< €1, €2y €20 415 €20 42 > (ie{l,...,n})
0 =< €1,...,€2j-1,. -, €241, C2n+2 > (je{l,...,n})

et de leurs faces. Le lieu exceptionnel est un diviseur globalement & croisements normaux réunion

des deux diviseurs irréductibles V(ean+1) et V(eant2).



L’idéal mOx du diviseur 771(0) est engendré par la fonction 292251 (resp. Z%@' et zgjfl) sur
Pouvert affine Uq,, 5, (4,5 € {1,...,n}) (resp. Uy (i € {1,...,n}) et Ugr (7 € {1,...,n})).
Notons v; = ¢; pour 1 < i < 2n—1 et va, = egpt2. Soit (v],...,v5,) la base duale de (vy, ... ,v2,).
Les éléments (v;)1<i<2n forment une base du Z-module M et ’algebre des fonctions régulieres sur
l'ouvert U,/ est I'algebre sur C du monoide libre engendré par ces éléments. On a vy; = e3; —e3,
pour 1 <i<mn-—1,0v} 1 =es | —2e, pour 2 < i < net vy, =3¢, Le diviseur 771(0)
est donc localement défini par ’annulation d’une coordonnée sur I’ouvert considéré et en particu-

lier réduit le long de V(ea,42). On vérifie que ce diviseur est également réduit le long de V(eg,41).
2. Préliminaires

(2.1) Soit X une variété projective lisse sur le corps C des nombres complexes. Soit N (X) =
({1-cycles}/ =) ® R ou = désigne 1'équivalence numérique. On considere le cone NE(X) C N (X)
engendré par les classes des 1-cycles effectifs. Une aréte extrémale est une demi-droite R dans
NE(X), adhérence de NE(X) dans N;(X), vérifiant Kx.R* < 0 et telle que pour tout Z;,Zs €
W(X), si Z1 + 7o € R alors 71,79 € R. Une courbe rationnelle extrémale est une courbe ra-
tionnelle irréductible C telle que R*[C] soit une aréte extrémale et —Kx.C < dim(X) + 1. Toute
aréte extrémale R est engendrée par une courbe rationnelle extrémale et admet une contraction,
c’est-a~dire qu’il existe une variété projective normale Y et un morphisme ¢ : X — Y, sur-
jectif & fibres connexes, contractant les courbes irréductibles C telles que [C] € R (théoréme de
Kawamata-Shokurov).

Rappelons un résultat de J. Wisniewski (voir [Wi91]) sur le lieu exceptionnel d’une contrac-
tion extrémale. Soit F une composante irréductible d’une fibre non triviale d’une contraction
élémentaire associée a l’aréte extrémale R. Nous appelons lieu de R, le lieu des courbes dont la

classe d’équivalence numérique appartient a R. On a alors 'inégalité :
dim(F) + dim(lieu de R) > dim(X) +¢(R) — 1,
ou /(R) désigne la longueur de 'aréte extrémale R :

((R) = inf{—Kx.Cp | Cy étant une courbe rationnelle et Cy € R}.

Lemme 2.2.—So0it X une variété projective de dimension n > 2 et soit Y C X un diviseur
effectif. Soit D un diviseur numériquement effectif. Si —Kx = D + Y alors il existe une aréte

extrémale R telle que Y.R* > 0.

Démonstration.—Soit C C X une courbe telle que Y.C > 0. La courbe C se décompose C =
Co + > ic1 aiC; avec Cy € WJF(X) = {z € NE(X)|Kx.z > 0} et (C;)ic1 est I'ensemble des
courbes rationelles extrémales (voir [Mo82] théoreme 1.5). Les coefficients (a;);c1 sont positifs ou
nuls et presque tous nuls. On a Y.Cy = —Kx.Cy — D.Cy < 0 et il existe donc un élément 7 € 1 tel
que a;C;.Y > 0. [ |



(2.3) Fixons quelques notations. Soient a € Z et k > 2. Soit F(a) := Ppr-1(E(a)) ou E(a) =
Opi-1(a) ® HO(P*1, Opi-1(1)) ® Opk-1 et soit p, le morphisme vers P*~1. Soient p et ¢ les
projections de PE~1 x P*~1 sur P*~1 et soit enfin i(a) 'immersion fermée P¥~! x P*~1 C F(a)
au dessus de P*~! correspondant au quotient inversible sur P¥~1 x PF~1

p*€(a) » H(P*!, Opi-i(1)) @ Opr-1ypr-1 — ¢"Opi—1(1)

ott P¥~1 x P*~1 est considéré comme variété sur P*~1 via p.

Proposition 2.4.—Soit (X,L) une variété polarisée de dimension n > 2 et soit Y = Ul_|Y;
un diviseur réduit et globalement a croisements normaux. On suppose wx =~ Lfk(—Y).
1. Si k> "TH etl=1ouk> "T‘H et | > 2 alors X est de Fano et by(X) = 1.

2. Sik= "TH etl =1 alors Y C X est isomophe @ Qy C P3 ou'Y C X est isomophe a Qy C Q4
ouY et X sont de Fano et ba(Y) = bo(X) =1 ouY C X est isomorphe ¢ PF~1xP*~1 C F(a)
pour un entier a convenable, L est isomorphe au fibré Op(q)(1) @ pj(Opr-1(1)) et l'idéal de
Y dans X est L7 @ prOpr-1(a + 1).

Démonstration.—La premiere partie de la proposition se montre par récurrence sur la dimension
n > 2de X. Sin =2 alors k > 2 et, par le lemme 2.2, il existe une aréte extrémale R telle que
R*.Y > 0 et donc de longueur > 3. La surface X est donc de Fano et de nombre de Picard 1 (voir
[Wi89] proposition 2.4.1).

Supposons la proposition démontrée jusqu’en dimension n — 1 > 2 et considérons X comme
dans I’énoncé. Soit C; une courbe rationnelle extrémale telle que Y.C; > 0 et R; = R [Cy] et
supposons par exemple Y1.C; > 0 (voir lemme 2.2). Notons X 2, 74 la contraction élémentaire
correspondante. La formule d’adjonction donne wy, ~ L&kl(— >iz1 YiN Y1) avec k > ntl >
%. Si Zi;ﬂ Y;NY; # 0 alors, par hypothése de récurrence, Y; est de Fano et by(Y7) = 1.
Si Ziﬂ Y;NY; = 0 alors Y; est de Fano et bo(Y1) = 1 sauf si k = "TH et (Yl,L‘Yl) ~
(P! x P!, Opr-1(1) K Opr-1(1)) (voir [Wi90]).

Soit F la fibre de ¢ contenant C;. La fibre F; rencontre en particulier Y; et dim(F;NYy) >
dim(F;) =1 > ¢(R;) — 2 > "T_l > 0. Soit C € F; NY; une courbe irréductible. La courbe C
est contractée par ; et on a donc C € Ry et C.Y; > 0. Notons que par tout point de Y il
passe une courbe tracée sur Y; numériquement proportionnelle a C et donc contractée par ;.
La contraction élémentaire ¢ est donc divisorielle ou de type fibrée. Si ¢ est divisorielle alors
R1 n’est pas numériquement effective, autrement dit, il existe un diviseur irréductible D tel que
D.C < 0. On a donc C C D et Y; = D, ce qui est impossible puisque C.Y; > 0. La contraction
1 est donc de type fibrée.
Supposons ba(Y1) = 1.—Le diviseur Y; est donc contracté sur un point par ¢; et, puisque
Y;.C > 0, dim(Z;) = 0. La variété X est donc de Fano de nombre de Picard 1.
Supposons Y1 ~ PF1 x PF-1 ¢t Ly, =~ Opk-1(1) X Opr-1(1).—Notons (a,b) le bidegré de la
courbe C C Y;.

Supposons a > 0 et b > 0. Alors, par tout couple de points de Y1, il passe une courbe tracée

sur Yy de bidegré (a,b) et donc numériquement proportionnelle & C dans X. Le diviseur Y est



donc contracté sur un point par ;. Le morphisme Yy il 71 est surjectif puisque Y1.C > 0.
Finalement, Z; est de dimension 0 et b2(X) = 1. On en déduit que k = 2 par le théoreme de
Lefschetz, puis que X est une quadrique et Y une section hyperplane ou que X est un espace
projectif et Y7 une quadrique par le théoreme de Kobayashi-Ochiai (voir [KOT73]).

Supposons maintenant (a,b) = (0,1). Notons p la premicre projection de Y; sur P*~1. Soit
F C Y7 une fibre ensembliste de 1y, - Les courbes tracées sur Y; de bidegré (0,1) sont contractées
par 1 et on a donc F = p~1(p(F)). S'il existe une courbe Cy tracée sur F de bidegré (ay,b;) avec
a; > 0 alors le 1-cycle Cy + C; € Ry est de bidegré (aj,b; + 1) avec a3 > 0 et by +1 > 0 et
les arguments utilisés ci-dessus suffisent pour conclure. On peut donc supposer que les courbes
tracées sur F sont de bidegré (0,%). On en déduit que p(F) est de dimension 0 puis que F est
équidimensionnelle de dimension k£ — 1 et que Z; est de dimension k£ — 1. Soit F'1 C X une compo-
sante irréductible d’une fibre de ¢; ; F1 rencontre Y; puisque R*.Y; > 0 et dim(F1NY;) =k —1.
On a donc dim(F;) = k. Le morphisme ¢ est donc équidimentionnel de dimension k. Soit Fy
une fibre générique de ¢;. On a wp, = Ll_Flj ® Op, (—Y)). Le fibré Op,(Y)) est numériquement
effectif puisque R].Y > 0 et F; est donc de Fano. Soit Ry, une aréte extrémale de F;. On
a ((Rp,) > dim(F;) + 1 et donc by(Fy) = 1 (voir [Wi89] proposition 2.4.1). On en déduit
(Fi,Lip,) = (P*, Opi (1)) puis que ¢; est un fibré en espaces projectifs localement trivial pour la
topologie de Zariski (voir [Fu87] lemme 2.12) et en particulier que Z; est lisse. La fibre ensembliste
F, c P¥ de P1)y, est réunion disjointes de fibres de p de dimension k£ — 1 et donc irréductible.
Le morphisme ¢y, s’identifie finalement & la seconde projection de Y; = PF-1 x PF1 sur
PF~1 et X & la fibration Ppr—1(p1,L) au dessus de P*~1. L’immersion fermée Y; C X au des-
sus de P*~! est donnée par le quotient inversible p*(p1,L) — Ly, = Opi-1(1) K Opr-1(1) et
on a donc un morphisme surjectif ¢1,L — pi(Ljy,) = HO(P*1, Opi-1(1)) ® Opr-1(1). Finale-
ment 1,L = Opir-1(a) ® HY(P* 1 Opr-1(1)) ® Opr-1(1) avec a > 1. L’idéal de Y; dans X est
L ! @ p*Opk-1(b) ol b est un entier convenable. Le fibré canonique est donné par la formule
wx = L* 1 @p*Opi-1(a) = L7F(=Y) et I'idéal de Y dans X est donc L® 1 @ p*Opr-1(a). L'idéal
du diviseur ), ,; Y; dans X est donc p*Opr-1(a—b). Or les diviseurs Yy et 3, ,; Y; sont disjoints
etonadonca="bet ), 1 Yi= (). La premicre partie de la proposition est donc démontrée.

La seconde partie de la proposition a en fait déja été prouvée ci-dessus. |
3. Démonstration du théoréme
(3.1) Fixons les notations. Soit (V, 0) une singularité symplectique isolée de dimension 2n (n > 1)
vérifiant les hypotheéses du théoréme et soit 7 : X — V D’éclatement normalisé de I'idéal maxi-
mal de o dans V. On peut toujours supposer qu’il existe une 2-forme symplectique ¢ sur V — {o}
restriction d’une 2-forme holomorphe sur X notée encore ¢. Notons E=E; U---UE; (I > 2) le
diviseur exceptionnel et L := Ox(—E). Le fibré L|g est ample et engendré par ses sections.

Proposition 3.2 (voir [Be00]).— L’ordre d’annulation de @™ le long de E; est n—1 pour 1 <i <.

Démonstration.—Notons k; (1 < ¢ < [) Pordre d’annulation de ¢™ le long de E; (1 < i < 1)



de sorte que div(e™) = 22:1 kiE;.

Les singularités symplectiques sont rationnelles (voir [Be00] proposition 1.3) et ainsi
¢ € HY(X,0% (log E)(—E)) (voir [CF01] théoreme 2.1) ott Q% (log E) est le faisceau des 2-formes
différentielles méromorphe a poles au pire logarithmiques le long de E. La 2n-forme
" € H(X,wx(—(n — 1)E) est non nulle en dehors de E et il s’ensuit k; > n —1 (1 < i <)
puisque le diviseur E est contracté par .

Le produit exterieur avec ¢"~! donne une application Ox-linéaire Q%( — Tx(zli:1 k;E;) qui
est un isomorphisme en dehors de E. Notons k; — j; > 0 'ordre d’annulation de cette application
le long du diviseur E; (1 <4 < ). On obtient une application A : Q% — Tx(>>,_; 7:E;) dont la
restriction au diviseur E; est non nulle et une section det(\) de Ox(2 Zizl(nji — k;)E;) non nulle
en dehors de E. On a donc k; < nj; pour 1 < i <[ puisque le diviseur E est contracté par 7 et
en particulier j; > 1.

Supposons par exemple j; > j; pour 1 < ¢ <[ et considérons le diagramme de suites exactes

0 —— Og,(-E;) —— Q%(\El — Qf, — 0

J/)“El
l

I I
0 —— Tu,O_jiE:) —— Txp, O _iFi) —— Op,((h + DE1+ > _jiE) —— 0.
i=1 i=1 i=2

On a Homg, (Og,(—E1),Or, ((j1 + DE; + ZEZQjZ-Ei)) C HO(El,Ll_E]fﬂ) = 0 et, de méme,
Homg, (O, (—F1), T, (31—, jEi)) = Homu, (s, Op, (1 + DE1 + 31, jiFi)) € H(Ey,Tg, ©

L@j;l_l) = 0 puisque j1 > 1 (voir [Be00] lemme 3.3). L’application \p, se factorise a travers

une fleche antisymétrique Q}lzl B, TE1(22‘:1 jiE;) et provient donc d’'un élément non nul de

2 . 2 —9 . . L) . . .
HO(Ey, A Tg, (X', jiE:) = H(E1, A T, ©® L|E]11(_ S = 3i)E)). 1 s'ensuit j; < 2 (voir
[Be00] lemme 3.3). Le diviseur E est connexe et 'ensemble {E; ,... ,E;  } des diviseurs rencon-
trant E; et distincts de celui-ci est donc non vide. Si j; = 2 alors 55, = -+ = j;,, = Jj1 = 2,
(E1,Ljg,) ~ (P?", Op2n-1(1)) et (Ei, Lig, ) =~ (P21 Opan-1(1)) pour 1 < 7 < m (voir [Be00]
lemme 3.3). Les fibrés Og, (—E1) ~ L|E1(Zi:2 E;) et Og, (E1) sont en particulier amples ce qui
est absurde puisque E; N E;; est de dimension > 1. Finalement j; =1 et k; <n pour 1 <¢ <[
Si k1 = n alors det()\|E1) est génériquement non nul puisque le diviseur E est contracté par .
Ceci est a nouveau exclu car A\|g, s’annule sur le sous-fibré Og, (~E1) C Q%i\El' Ceci démontre les

égalités k; =n — 1 pour 1 <i¢ < 1. [ |

Lemme 3.3.—Le lieu exceptionnel E de w a exactement deux composantes irréductibles dont

lintersection est connexe.

Démonstration.—Le fibré canonique wx de X est isomorphe & L~ (1) par la proposition 3.2

et wg, ~ L[E:L(— Zﬁéi E; NE;) par la formule d’adjonction. Si [ > 3 alors il existe i; € {1,...,l}



tel que E;; rencontre au moins deux autres composantes irréductibles de E et E;; est de Fano
avec by(E;) = 1 par la proposition 2.4. Le fibré Og, (—E;) ~ Lg, (3, Ej) et sa restric-
tion & E;, N E;, sont donc amples. Notons {E; ,--- ,E; } l'ensemble des composantes rencon-
trant E;; (m > 3). Si by(E;,) = 1 alors E;, est de Fano. Le fibré Og,, (E;;) et sa restriction &
E;, N E;, sont donc amples, ce qui est absurde puisque E;, N E;, est de dimension > 1. L’ar-
gument précédent montre également que intersection E;, N E;, est connexe. Il existe donc un
isomorphisme (E;; NE;, C E;,) ~ (P" ! x P"! C Ppn1(E(a)) pour un entier a convenable
(voir proposition 2.4). L'idéal Og,, (—E;,) de E;; NE;, dans E;, est L2 @ ptOpr-1(a+1) (voir
proposition 2.4) et sa restriction a E;; NE;, ~ P! x P"~! n’est donc pas ample. La connexité de

I'intersection des deux composantes irréductibles de E se démontre par des arguments analogues.ll

(3.4) Posons i = i(2) et £ = £(2). Soit enfin j := ios ou s est I'involution naturelle de P"~!x P71,
Notons F et G les deux composantes irréductibles de E. Posons W := HY(P"!, Op.-1(1)).

Proposition 3.5.—Le lieu exceptionnel E de w est isomorphe au recollement de deuxr copies

de Ppn-1(E) le long de P"~! x P"~! wia les immersions fermées i et j.

Démonstration.—Notons H = F N G. La proposition 3.2 et la formule d’adjonction donnent
WF L‘_F"(—H) et wg ~ L‘;}"(—H). Si ba(H) = 1 alors F et G sont de Fano et ba(F) = b2(G) =1
par la proposition 2.4. Les fibrés Lr et Op(G) sont amples et Op(—F) l'est donc également. Le
fibré Og(F) est ample et H=F N G est de dimension au moins 1, ce qui est finalement absurde.
On a donc by(H) > 2 et H est isomorphe & P"~! x P"~! toujours par la proposition 2.4. Supposons
F isomorphe & P? ou Q3 (n = 2). La restriction du fibré Ox(-F) = L® Ox(G) & H = P! x P!
est en particulier ample et on a donc ba(G) > 2, puisque Ox(F)|q est effectif et F' N G est de
dimension > 1, et H C G est isomorphe & P! x P! € Ppi1(£(ag)). La restriction de Ox(—F) a
P! x P! est Opi(ag) ® Opi(—1) ou Opi(—1) K Opi(ag)) (voir proposition 2.4) qui n’est pas
ample, ce qui est absurde.

Il existe ainsi un isomorphisme de H C F (resp. H C G) sur P"~! x P""1 C Pp.1(E(ar))
(resp. P""! x P"~! C Ppn-1(E(ag)) tel que la restriction de L & F (resp. G) soit isomorphe &
Or(1) @ ppOpn-1(1) (resp. Oc (1) @ p&Opn-1(1)) out pr (resp. pc) est la projection de F (resp. G)
sur P~ 1. Enfin, Op(~H) ~ L' @ pi(Opni (ap + 1)) et Oc(—H) =~ Li§ © p(Opn-1 (ac + 1))

Soit £ C H une droite, i.e. (£.L) := deg,(Ljy) = 1, verticale pour pg. Le fibré Ox (F), ~ O¢(H)
est isomorphe a Ljg®pg (Opr-1(—ag—1)) et en particulier (£.Ox(F)) = 1. Larestriction de Ox (F)
a F est isomorphe a L‘}2®p§((9pn4 (ap+1)) et donc (£.0x(F)) = —2+(ap+1)degy(pp(Opn-1(1))).
La droite £ est donc horizontale pour pg et la restriction de prp X pg a H est un isomorphisme de
H sur P"~! x P*~!, autrement dit, les restrictions de pp et pg & H s’identifie aux deux projec-
tions de P! x P?~! sur P"! via les deux isomorphismes de H sur P"~! x P!, On a donc
deg,(pp(Opn—1(1))¢) = 1 et af = ag = 2.

Le lieu exceptionnel E s’identifie donc au recollement de deux copies de Ppn-1(€) le long de
P! x P"~! et 'automorphisme de P"~! x P*~! induit par les deux isomorphismes de H sur

P! x P! est de la forme (z,y) — (a(y), B(z)) ol a et 8 sont deux automorphismes de P"~1.



Il reste & vérifier que tout automorphisme de P! x P"~! de la forme (z,y) — (a(z), 3(y)) ot
a et 3 sont deux automorphismes de P"~! est la restriction & P"~! x P*~! d’un automorphisme
de Ppn-1(€) stabilisant P"~! x Pn—1,

Fixons un automorphisme 3 de P"~! et notons encore 3 I'automorphisme linéaire de W ®
Opn-1 correspondant. L’automorphisme de Ppn-1(&) au dessus de P"~! induit par [d® 3 stabilise
P! x P"! et sa restriction & P~ x P"~! est (z,5) — (z,5(y)). Soit a un automorphisme de
P"~L. Fixons des isomorphismes a*Opn-1(2) ~ Opn-1(2) et @*W @ Opn-1 ~ W ® Opn-1. L’iso-
morphisme o*€ ~ £ déduit des deux précédents induit un automorphisme de Ppn-1(€) au dessus
de o qui stabilise P?~! x P"~! et sa restriction & P?"~! x P"~! est de la forme (z,y) — (a(x), 5'(y))

ou /' est un automorphisme de P"~1, |

Lemme 3.6.—On o H'(F,Tr ® Op(—F)) = H(G,Tq ® Og(~G)) =0 sin > 2 et HY(E,Tx ®
Og(—iE)) = 0 pour tout i > 1.

Démonstration.—Les faisceaux R7pp, (Op(k)) sont nuls pour j € {1,2} et k € Z. Il existe donc un
isomorphisme H (F, Op (k) ® piOpn-1(1)) ~ H (P" L, S¥(Opn-1(2) @ W ® Opn-1) @ Opn-1(1)) pour
i € {1,2} et k,l € Z. Le groupe H(F, Op(k) ® piOpn-1(1)) est donc nul pour k,l € Z sii = 1
et pour I > —3 si i = 2. Les groupes H'(F, pji(Tpn-1(1)) ® Op(k)) et H'(P" 1 Tpa(l) ®
S*(Opn-1(2) ® W @ Opa-1)) sont également isomorphes pour k,! € Z et donc nuls pour [ > —3.

La longue suite exacte de cohomologie déduite de la suite exacte courte
(0 — Op — pp(Opn-1(—2)BW*® Opn-1) @ Op(1) — TF/Pn—l — 0)® Op(k) @ ppOpn-1(1)

et les annulations précédentes donnent ’annulation du groupe H! (F, T /pr—1@0F (k)@py Opn-1(1))

pour [ > —3 et, de méme, la longue suite exacte de cohomologie déduite de la suite exacte courte
(0 — TF/Pn—l — Tp — ppTpn-1 — 0) ® Op(k) ®p>fp(9pn—1 (1)

donne finalement 'annulation du groupe H'(F, Ty ® Op(k) ® pj.Opn-1(1)) pour k +1 > —3. Le
fibré O (—F) est isomorphe au fibré Op(2) ® piOpn-1(—1) et les groupes HY(F,Tr ® Op(~F)) et
HY(G,T¢ ® Og(—G)) sont donc nuls.

La longue suite exacte de cohomologie déduite de la suite exacte courte
(0 — Tp — Txjp — Np/x = Or(=2) @ ppOpn-1(1) — 0) @ Op (k) @ prOpn-1(1)

donne I'annulation de HI(F,TX‘F ® Or(k) ® piOpn-1(l)) pour I > —3. L’idéal de E dans X est

Irlg = Ir N1g et la longue suite exacte de cohomologie déduite de la suite exacte courte
(0 — Og(=F) = Og(-1) ® pOpn-1(2) — Op — O — 0) ® Tx|gp ® Op(—kE)

donne finalement 'annulation du groupe Hl(E,TX|E ® Og(—kE)) pour k > —3 et en particulier
pour k > 0. |

(3.7) Soit ¢ une racine cubique de l'unité et soit < ¢ > le groupe cyclique engendré par (.
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Notons V/ = C?" / < ( > ou < ¢ > agit sur C?" par la formule

C'(Zla R25.+ 5y %2n—1, Z2n) = (C'Zl’ CQZQ’ s aCZanly <2Z2n)
et X’ I’éclatement normalisé de 1'idéal maximal de o’ dans V' ot o’ est le point singulier de V.
Notons E' = F' U G’ le diviseur exceptionnel et E; (resp. E}) le i®™¢ voisinage infinitésimal de
E (resp. E') dans X (resp. X’) pour i > 1. Notons F; et G; (vesp. F} et G) les %™ voisinages
infinitésimaux de F et G (resp. F’ et G’) dans X (resp. X'). Fixons un isomorphisme v : E; ~ E]

(voir proposition 3.5) qui applique F (resp. G) sur F’ (resp. G').

Proposition 3.8.—11 existe un isomorphisme o : Eo ~ E, compatible avec l’isomorphisme
Y By ~ Ef.

Démonstration.—L’obstruction & l'existence d'un morphisme E; — X’ étendant le morphisme
E ~ E — X’ est un élément de H'(E, Ty ® Og(~E)) = HY(E' Ty ® Op/(—E")) (voir [Gr71]
Exposé 3 corollaire 5.2) nul par le lemme 3.6. Fixons un tel morphisme. Il se factorise & travers
E} et détermine un morphisme v : Eo — EJ et, par restriction & Fa (resp. Gz), un morphisme
g, + Fo — Fh (resp. ¥g, : Go — G) étendant la restriction ¢ (resp. 1¥g) de ¥ & F (resp.
G). Montrons que 1, est en fait un isomorphisme.

L’obstruction & lexistence d’un morphisme Fo — F (resp. F, — F’) étendant 1’iden-
tité F — F (resp. I/ — F’) est un élément de H(F, Ty ® Op(—F)) (resp. HY(F/ Ty ®
O/ (—F’))) nul par le lemme 3.6. Le schéma Fy (resp. F5) est donc un F-schéma (resp. F'-schéma)
dont le faisceau structural est isomorphe au quotient S*(Op(—F))/Or(—2F)S*(Or(—F)) (resp.
S*(Op/ (—F"))/Op: (—2F")S*(Op: (—F'))). Les schémas Fy et F'5 sont donc isomorphes.

Notons i et j les injections respectivement de O et O (—F') dans Ops & O (—F’) et notons
p et g les projections sur O et O/ (—F’) respectivement. Remarquons enfin 1'égalité ¢p,,Op, =
Yp, O ® Yp,Op(—F) = Op & Op(—F’). Le morphisme d’anneaux ¢p,* : Op & Op (—F') —
Op @ Op/(=F') est déterminé par la dérivation Dp = ¢ o ¢, 0 i € Derc(Op, Op(—=F)) et
application Ops-linéaire p o ¢f, o j € Homp (Op (=F'), O/ (=F’)) = C. Nous noterons Ap
I’élément de C correspondant a p o ¢, o i. Notons enfin Dg € Derc(Ogr, O/ (=G')) et Mg €
Homg/ (Oq/ (—G'), O/ (—G')) les éléments correspondants associés a g, .

Le morphisme ¢, est un homéomorphisme et si A\p # 0 alors c’est un isomorphisme de
schémas. Supposons donc Ap # 0 et vérifions que ¢p, induit un isomorphisme de Fo N G sur
F, N G5. Soit U C F/ un ouvert affine non vide d’anneau A au dessus duquel le fibré Op/(—F)
est trivial. Les anneaux O, (U) et Op, (U) sont isomorphes a 'anneau A & €A avec g2 = 0.
Le morphisme 9, est a + b +— a + (Dp(a) + Apb). Soit h + eh; un générateur de I'idéal de
F, N G, dans FY, sur U. L’élément h est une équation du diviseur F' N G5 dans F'. La restriction
de 19 & Fo N Gy se factorise & travers F, N G et I’élément ¢1§2(h + ehy) est donc dans 'idéal de
Fs NGy dans Fs. Ce dernier est engendré par un élément de la forme uh + chs ol u est inversible
dans A. Ecrivons ¢y, (h + eh1) = h + chy avec hy = Dg(h) + Aphy. Il existe donc une relation
h + chy = (a + €b)(uh + €h3) = auh + e(ahs + buh) et en particulier h = auh. L’élément a est
inversible dans A et a +¢b est donc inversible dans A ®eA. L’image par ¢, de l'idéal de A®eA
engendré par h + €hy est I'idéal - ¢ est un isomorphisme - engendré par @bl’QQ(h + ehy) et donc



I'idéal de Fy N Go dans Fs.

Si Ar = 0 alors le morphisme v, se factorise & travers F/ — Fj. L’image schématique de
Fo N Gg est en particulier un sous-schéma fermé de F’ et le morphisme induit par ¥ de Fo N Go
vers Fy, N G), n’est pas un isomorphisme.

En particulier, si Ap = 0 alors A\¢g = 0 et I'image schématique de Fo N G2 est donc le sous-
schéma fermé F' N G/, autrement dit, il existe une rétraction de I'inclusion E C Eg, ce qui est
exclu par le lemme 3.9.

On a donc finalement Ap # 0, Ag # 0 et 15 est bien I'isomorphisme cherché. |

Lemme 3.9 (voir [De01] lemme 2.8).— Soit (R,m) un anneau local noethérien et soit I C m? un

idéal de R. S’il existe une section de la projection canonique R — R/T alors T = 0.

Le lemme suivant et le lemme 3.6 nous assurent que l'isomorphisme 1o s’étend en un iso-
morphisme X ~ X des complétés formels de X et X' le long de E et E' respectivement. Les
complétés @v,o et @V/,o’ sont donc isomorphes (voir [Gr66] Chap. III théoreme 4.1.5) et la preuve

du théoreme est achevée.

Lemme 3.10 (voir [Mo82] lemme 3.33).— Soient X et X' deuz espaces analytiques complezes
réduits et irréductibles de méme dimension et E et E' deux diviseurs de cartier effectifs sur X et
X' respectivement. Notons B; (resp. EL) le i'*™¢ voisinage infinitésimal de E (resp. E') dans X
(resp. X') pour i > 1. On suppose que X est lisse et qu’il existe un isomorphisme E;, ~ E;O pour
un ip > 2. Si HY(E,Tx ® Og(—iE)) = 0 pour i > iq alors lisomorphisme E;, ~ Ej s’étend en un

isomorphisme X ~ X des complétés formels de X et X' le long de E et E' respectivement.
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