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Résumé

Soit (U,) nez une marche aléatoire sur le cercle T = R/Z, indexée par Z, dont la loi p
des pas est symétrique par rapport a 0 et n’est portée par aucun sous-groupe fini de T.
Dans cet article, nous montrons que la filtration naturelle associée a la suite (U,,) ,cz est
“de type produit” en construisant explicitement une suite (n,),cz de variables aléatoires
indépendantes de loi ¢ qui posséde la méme filtration naturelle associée.

Introduction

Les filtrations indexées par Z (ou par —N) présentent dans certains cas des comportements
asymptotiques paradoxaux vers —oo, qui bien apres les travaux de Vershik [7] ont fait 1'ob-
jet de nombreux travaux récents, dont ceux de Tsirel'son, Weizsédcker, Smorodinsky, Emery et
Schachermayer [1, 6, 7, 5, 3]. Un des problemes concernant ces filtrations est de caractériser
les filtrations “a accroissements indépendants”, les filtrations “de type produit” et les filtrations
“standard”. Comme la terminologie varie d'un article a I'autre, nous redonnons quelques dé-
finitions concernant les filtrations indexées par Z (qui ne serviront que dans l'introduction).
Signalons auparavant que nous travaillons modulo les événements négligeables : toutes les tri-
bus considérées sont supposées complétées, ce qui permet de traiter les égalités presque siires

comme des égalités dans les questions de mesurabilité.

* Une filtration & = (%) ,cz d'un espace probabilisé (Q.«Z,P) est a accroissements indé-
pendants s’il existe une suite de variables aléatoires (&,) ¢z telle que pour tout n € Z,
&, estindépendantede 7, et F, = F, 1 V 0 (&Ey).

* Une filtration  est de type produit s’il existe une suite de variables aléatoires indépen-
dantes dont la filtration naturelle est 7.

x Une filtration F = (J,) ez est immergée dans une filtration ¢ = (%) ,cz du méme
espace probabilisé si &, C &, pour tout n et si toute martingale dans la filtration & est
encore une martingale dans la filtration %.

* Une filtration % d’un espace probabilisé (Q,«,P) est immersible dans une filtration %'
d’un espace probabilisé (Q'.«',P') si elle est isomorphe a une filtration %’ immergée
dans ¢'.

* Une filtration 7 est dite standard si elle immersible dans une filtration de type produit.

Classification math. : 60J05.
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Pour qu’une fitration % soit standard, il est nécessaire que la tribu asymptotique %_, soit
triviale, a cause de la loi du 0 — 1 de Kolmogorov. Mais cette condition n’est pas suffisante:
A. Vershik [7] et M. Smorodinsky [5] ont donné des exemples de filtrations a accroissements
indépendants dont la tribu asymptotique est triviale, mais qui ne sont pas de type produit, ni
méme immersibles dans dans une filtration de type produit.

Le probléeme de caractériser les filtrations standards (immersibles dans une filtration de
type produit) a donné lieu a de nombreux travaux. En 1973, A. Vershik a donné un critére de
“standardité” [7]. Plus récemment, des avancées remarquables ont été apportées a un pro-
bleme analogue a temps continu, reconnaitre les filtrations browniennes. Une notion clé est
lanotion de filtration confortable introduite en 1997 par B. Tsirel’'son. Le confort est une condi-
tion nécessaire pour qu’une filtration indexée par R, soit brownienne et B. Tsirel’son s’est servi
de cette condition pour montrer que la filtration associée a un mouvement brownien de Walsh
n'est pas brownienne puisqu’elle n’est pas confortable. Derniérement, M. Emery et W. Scha-
chermayer ont introduit une notion de confort pour les filtrations indexées par —N, qui est une
condition nécessaire et suffisante pour qu’'une filtration soit standard [3].

Dans cet article, nous nous intéressons a la filtration naturelle associée a une marche aléa-
toire symétrique sur le cercle: on considere le cercle T = R/Z et une probabilité u sur T sy-
métrique par rapport a 0 et qui n’est portée par aucun sous-groupe fini de T. On se donne des
variables indépendantes Uy de loi uniforme sur T et (&) ,cz de loi , sur un espace probabilisé
(QeZ,P) . On construit par récurrence une marche aléatoire (U,) ,cz sur T indexée par Z en
posant U, — U,—; = &, pour tout n € Z. Nous verrons d’ailleurs dans la premieére partie que
toute marche aléatoire indexée par Z dont les pas ont pour loi i est de cette forme.

Nous nous trouvons alors dans la situation paradoxale suivante :

* les filtrations ¢ et U associées aux processus (&) nez et (Uy) nez sont “a accroisse-
ments indépendants” et “ont les mémes accroissements” puisqu’on passe de g,nU_l a .@nU
en ajoutant I'information indépendante &, ;

* la filtration (.?],;‘g ) nez est strictement incluse dans la filtration (ﬂ]nU )nez;

* pourtant les tribus asymptotiques 54/7_500 et .@_Uoo sont triviales.

Le fait que la tribu asymptotique - soit triviale n’est pas du tout évident a priori. En
effet, lorsque la mesure p est de la forme (64 + 6 _«)/2, avec @ € T irrationnel, chaque tra-
jectoire (Uy(w)) ez est portée par I'orbite O(w) = {Uo(w) + ko k € Z}. Comme on a aussi
O(w) = {Uy(w) + ka; k € Z} pour tout n € Z, la variable aléatoire O a valeurs dans T/«Z
est asymptotique. Mais cela ne contredit pas le fait que la tribu asymptotique ZY_ soit triviale.
En effet, comme « est irrationnel, les boréliens de T invariants par translation de « sont de
mesure 0 ou 1. Or les parties mesurables de T/«Z (muni de la tribu quotient) sont les parties
dont I'image réciproque par la projection canonique de T sur T/&Z est borélienne ; ces images
réciproques étant invariantes par translation de « sont donc de mesure 0 ou 1. Ainsi, la me-
sure image de la probabilité P par la variable O est une probabilité ne prenant que les valeurs
0 ou 1, si bien que I'information contenue dans la variable O est insaisissable pour les proba-
bilités. D’ailleurs, s’il était possible de conditionner par I'orbite sur laquelle évolue la marche
(Up(w)) nez, on obtiendrait une marche aléatoire sur Z indexée par Z, ce qui n’existe pas...

On peut donc se demander - bien que cela semble impossible a premieére vue - s'il existe
une suite () nez de variables indépendantes de loi p dont ¥ U soit la filtration naturelle. Dans
lacasou p = (0y + 6—)/2 avec & € T irrationnel, A. Vershik répond par I'affirmative dans [7]
(page 744), comme application de son critére de standardité, mais il ne démontre pas que son



critére est vérifié par cet exemple... On peut aussi utiliser les travaux de M. Emery et W. Scha-
chermayer [3] en montrant que la filtration & U gsatisfait 4 un des criteres de confort qui ca-
ractérisent les filtrations standards. Comme ces vérifications ne sont pas évidentes, nous nous
proposons de construire directement une telle suite (1) nez-

La construction que nous faisons est proche de celle qu'utilisent M. Emery et W. Schacher-
mayer [2] pour montrer que la filtration d'un mouvement brownien circulaire (c’est-a-dire d'un
mouvement brownien sur T indexé par R) devient une filtration brownienne lorsqu’on effectue
le changement de temps ¢ = ¢°: on subdivise le temps a 1'aide d’une suite strictement crois-
sante (t,) ,cz telle que les différences t,,,; — f,, tendent rapidement vers +oo quand 7 tend vers
—o00. On construit la suite (n,) ,cz en changeant le signe de la suite (&) ,cz sur des intervalles
de temps ]t, ; T, 1, ou les temps d’arréts (7;,) ,cz sont choisis de telle sorte que les accrois-
sements Ztn <kt Mk approchent de mieux en mieux les positions Uy, , quand n tend vers
—o0. Les temps d’arrét (T,,) ,ez sont définis par T, = inf{k > t, : [2Ux — Uy,| < ru}, ol les
réels (7,) ez tendent rapidement vers 0 quand »n tend vers —oo.

Le probleme de la marche aléatoire symétrique sur le cercle est conceptuellement plus
simple que le probleme du mouvement brownien circulaire, qui est son analogue a temps
continu. Il présente néanmoins une difficulté supplémentaire du fait que les accroissements
Ztn_l <k<t, Mk i€ peuvent qu’approcher (et non égaler) les positions Uy, . Il est donc plus diffi-
cile de montrer que la suite (n,) ,cz contient toute 'information nécessaire pour reconstituer
la marche (Uy,) nez.

1. Notations et résultats préliminaires

Dans cette partie, nous montrons des propriétés classiques qu’on rencontre déja dans un
contexte similaire dans les travaux de M. Yor [9, 10], M. Emery et W. Schachermeyer [2] concer-
nant ’équation de Tsirel’son.

Pour k € Z, I'application ¢ — exp(2imrkt) de R dans C est un morphisme de groupes dont
le noyau contient Z. On note ej le morphisme quotient de T dans C. On note ¢ la transformée
de Fourier de la mesure p, définie par ¢ (k) = fT erdu pour tout k € Z. Les hypotheses faites
sur u entrainent le résultat suivant:

LEMME 1.1 pour toutk € Z*, |$p (k)| < 1.

Démonstration. Pour tout k € Z, [p (k)| < [;|ex(t)|du(t) = 1et (k) = d(—k) = p(k)
par symétrie de laloi y d’ot1 ¢ (k) € R. Sion avait |<l>(n)| = 1 pour un certain n € N*, on aurait
donc ¢(n) = eavece € {— 1,1}, d’ol e, (t) = € pour pu-presque tout ¢ € T. Donc u serait portée
le noyau du morphisme e;,, qui est un sous-groupe de T a 2n éléments, ce qui contredirait
I'’hypothese de départ. O

Nous utiliserons a plusieurs reprises le lemme-clé suivant:
LEMME 1.2 Si.%# est une sous-tribu de (Q,.«,P) et U une variable gléatoire indépendante de

& et de loi uniforme surT, alors pour toute variable #-mesurable S d valeurs dansT, la variable
U + S est encore indépendante de % et de loi uniforme surT.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que pour tout k € Z* et pour tout événement A € 7,
onakE[ler(S+U)] =E[(Iaex(S)) ex(U)] = E[(T1aer(S))]E[er(U)] = 0. U



Nous allons maintenant voir rapidement quelques propriétés des marches aléatoires inde-
xées par Z dont les pas ont pour loi g, qui sont les chaines de Markov indexées par Z pour le
noyau de transition IT donné par I1(x,B) = u(B — x).

Existence. La loi uniforme sur T est une probabilité invariante pour le noyau II. Le théo-
reme de Kolmogorov assure donc 'existence d'une chaine de Markov pour le noyau I1, indexée
par Z, stationnaire. Nous allons voir que “la” chaine stationnaire est d’ailleurs la seule chaine
de Markov pour le noyau IT indexée par Z.

Unicité en loi. Soit (U},),cz une chaine de Markov pour le noyau I1. Pour tout n € Z, la
variable &,, = U, — U, estindépendante de EHIJ_I et a pour loi y. Quels que soient les entiers
relatifs m < netk = 0, on adonc

Eler(Un)] = Elex(Uy,) JE[ex(E 1) ] - - - Elex(E,)] = Elex (Up) 1 ()™

par indépendance de la tribu . et des variables £,,,1, . ..,Epn, d'olt |E[ex(U,)1| < | (k)| ™.
En faisant tendre m vers —oo et en appliquant le lemme 1.1, on obtient E[ e (U,)] = 0, ce qui
montre que la variable U, suit la loi uniforme sur T. La chaine (U},) ,cz est donc stationnaire

Indépendance de la position U et de la suite des accroissements (&) ;,cz. Soit m € N.
Nous savons déja que vu la variable U_,, suit la loi uniforme sur T et que la suite d’accroisse-
ments (&) k> m estindépendante de la tribu S/ZUm et a fortioride la variable U_,,. En utilisant
lelemmel.2avecU =U_,,, S=Up—U_;; = E_pp1+- - +& et ¥ = 0 ((Ex) k>—m), on voit donc
que la variable Uy est encore indépendante de la suite (&) >, ce qu’il fallait démontrer.

La tribu asymptotique ZY_ est triviale. Nous allons montrer que I'espérance condition-
nelle par rapport a .97,Uoo de toute variable intégrable et %U-mesurable est presque stirement
constante. D’apres le théoréme des classes monotones, il suffit de considérer les variables de
la forme f,,(U_,) - fo(Up), ot m € Net fy,..., fm sont des applications continues de T
dans R. D’aprés la propriété de Markov, on a E[ f,,,(U_p) « - fo(Up)| ZY,,]1 = g(U_,,), ol g est
I'application continue de T dans R définie par g = f,I1( fin—1 ... II( AAI1( fo)) ...). Pour tout
n > m,onadonc

El fin(U_p) -+ fo(Up)|FY,1 = hu(U_p),

ou I'application h, : T — R est définie par
hu(u) =T1"""g(u) = Blg(u+ & p1+---+E m)].

Or pour tout u € T, laloidelavariable u+&_,,1+- - -+&_,, tend étroitement vers la loi uniforme
sur T quand n tend vers I'infini (cela se vérifie immédiatement a I'aide des fonctions caracté-
ristiques). Donc les fonctions k,, convergent ponctuellement vers la constante ¢ = fT g(t)dt.
Comme pour tout 2 € N, || |00 < ||g]|co, il y @ aussi convergence dans L(T). Donc la suite de
variables h,(U-,) converge vers ¢ dans LY(Q,.#,P). D’apres le théoréme de convergence des
martingales inverses, on a ainsi E[ f5,,(U_p,) - - - fo(Up) | ,97_(100] = ¢, ce qu’il fallait démontrer.

Nous allons construire une suite () ,cz de variables aléatoires indépendantes de loi u qui
engendre la méme filtration que la chaine (U,) ,cz. Bien entendu, cette suite doit contenir plus
d’information que la suite des accroissements (&) ,cz, qui permet seulement de retrouver la
suite (Uy,) nez a une “constante” additive prés (dépendant du hasard, mais pas du temps).



2. Construction de la suite (n,,) ez

Pourt € T = R/Z, on pose |t| = |x|, ot x est 'unique réel de [—1/2,1/2[ tel que ¢ = x.

LEMME 2.1 Pourr €]10;1/2], notonst, = inf{t € N* : |2U; — Up| < r}. Alors:

* pour tout w € Q, lapplication r — T,(w) est décroissante et continue a droite. La limite
a gauche en tout point r €10;1/2] est donnée par T, =inf{t € N* : |2U; — Up| < r};
* pourtoutr €]0;1/2],onaP[t, = T,—]=Pl[1, < +00] = 1.

Démonstration. Le premier point est évident. Montrons le second. Pour tout r € R, on a
PlT < Tp_]1=P[|2Ur, — Up| = r] < P[In € N* : |2U,, — Up| = r] = 0,

car pour tout n € N*, lavariable 2U,, — Uy = Up+2 21 <k<n Sk suitlaloi uniforme sur T (d’apres
lelemmel.1). La finitude de I'instant T, vient de ce qug les sommes > 1<k<n Sk Visitent presque
stirement tout intervalle ouvert non vide de T (voir par exemple [4], cﬁaﬁitre 3, paragraphe 4 :
topological recurrence of random walks, théoréme 4.6 ou exercice 4.18). U

Pour tout r €]0;1/2], onadonc P[t = T,] — 1 quand ' — r. On peut donc construire
(par récurrence descendante) une suite (r,) ,cz de réels appartenanta ]0; 1/2] telle que

E PlTr, 1,y * Trpsr,_q] < +00.
ne—N

Puis, grace ala finitude des instants T,,, on peut construire une suite strictement croissante
(tn) nez d’entiers relatifs telle que

Z P[Ty, 2 thy — ty] < +00.
ne—N

On pose alors, pour tout n € Z (voir figures 1 et 2),

Tp = inf{t > t 2 [2U; — Uy,| < 1o} =inf{t > £ 2 [Up, +2 Y &l < 1,

th<k<t
Va=Up+Up =201, i = . & — . Eo
Tp—1Atn<k<tn th—1<k<Tp_1Atn
To=inf{t > t,: |V, +2 Z &kl < ke

th<k<t

Onposeenfin N = inf{n € Z: T,+ T, ou T, > the1} €tS =Ty A Tn A tns1. On va voir que
pour n assez prochede —oco,ona 7,1 = T, < tyet|Vy, — Up,| < ry1.

LEMME 2.2 On a les propriétés suivantes :

pour tout n € Z, Ty, et T,, sont des temps d’arrét pour la filtration FV ;
N > —oo et S > —00 presque stirement;

pourtoutn € Z,[N > n] € J“it"U;

U

*
*
*
x linstant S est un temps d’arrét pour la filtration F° .
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Figure 1. — Définition de T, et construction de la suite (ny) ez ; les deux bandes horizontales
représentent I'ensemble des u € T tels que |2u — Uy, | < rp. Sur'événement [T, < f,1], 0na
‘Utml - Vn+1| < 1.
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Figure 2. — Remplacer Uy, par V,, dans la définition de T;, ne change pas la valeur de T,, pour n

v ot 1 _ In _ _
assez prochede —oo:sit/,, =7, .  et|V, —Ur| < rp1,alors Ty = Tp.



Démonstration. Le premier point est évident. Vérifions les autres.
* D’apreés le choix fait pour la suite (¢,) ,cz, on a

Z PIT, 2 thnl = Z P[Ty, 2 thy — ty] < +00.
ne—N ne—N

D’apres le lemme de Borel Cantelli, on a presque slirement, pour tout n assez proche de —oo,
Ty < thel, d’ou Vil = Utn+l + Utn - 2UTn, d’ou |Vn+1 - Utn+l| < In.

Pour s € Zetr €]0;1/2], notons 7§ = inf{r > s : |2U; — Uy| < r}. Alors pour tout n € Z,
T, = Tﬁfl d’ou
Ttn < Tn < Ttn

Tntlp—1 3 Tn—TIn—1"

Mais sur I'événement [|V;,, — U, | < r,—1], on a aussi

grace a l'inégalité triangulaire. Or d’apres le choix fait pour la suite (7;,) ,cz, on a

In In _
E P[Trn_rn_1 * Trn+rn_1] = E PlTr, 1y # Trpsry_q] < +00,

ne—N ne-N
y N . 1, _ tn N
D’apres le lemme de Borel-Cantelli, onadonct;?,. =7, . | presquesirement pour tout

n assez proche de —oo. Ainsi, presque stirement, 7,, = T,, < t,,; pour tout n assez proche de
—oo,dou N > —ocoetS > —oo puisque fy < S < In4-

x Pourtoutn € Z,ona[N > nl] = Ngpl Tk = Tx < trs1] € g't(nj—l'

*Ona[S=—o0] =[N =—00] € gywet[s =+00] = [N = +0] € %gocartN <S< tna-
Par ailleurs, soit s € Z. Soit n I'entier relatif tel que t,, < s < t;,41. Alors

[S =s] [N=n;T, ATy Aty = s]

N> nlN[T, + T, ou T, =ty 1N [T A Ty A tpa = 5]

Comme [N > n] € %ﬁ'_l et comme I'événement [T, = T, ou T, > t,.1] est antérieur au

temps d’arrét T, A T,, A tp.,onalS=s] € .@]sU, ce qui montre que S est un temps d’arrét. [

Considérons le processus (H) ez défini par Hy = —1sik < Sett, < k < T, pour
un certain m € Z, Hy = 1 sinon. Par construction, le processus (Hy) ,cz est prévisible dans la
filtration Z U et a valeurs dans {—1;1}. Par symétrie de la loi y, les variables ny = Hy&j sont
donc encore indépendantes et de loi p. La suite (ng) xcz répond a notre probléme :

THEOREME 2.3 La suite (n) kez ainsi définie engendre la méme filtration que (Uy,) nez.

Comme la suite (ng)rez est évidemment adaptée a F U il reste 4 montrer que la suite
(Ug) kez est adaptée ala filtration &, autrement dit que la suite (1) ,cz contient toute I'infor-
mation nécessaire pour reconstituer la suite (U,) ,cz. Lidée est que les sommes Etn_l <k<tn Mk
coincident avec les valeurs V,, pour tout n assez proche de —oo et approchent de mieux en
mieux les positions U, quand n tend vers —oo.



3. Reconstruction de la marche (U,,) ,cz a partir de la suite (n,) ,ez

Pour n € Z, on pose

V, = Z Nk

tn—1<k<tn
T, =inf{t > t,: |V —2 Z nel <}
th<k<t

Alors T,; est un temps d’arrét dans la filtration naturelle & associée au processus (11,) nez. On
définit un processus prévisible (H, ,'c) kez €t une suite (E'k) xez de variables aléatoires indépen-
dantes de loi p adaptée a la filtration % par H,'C = —1sity, < k < T, pour un certain m € Z,
H,’c = 1 sinon et E’k = Hpng. Le lemme ci-dessous montre que ces deux processus coincident
avec les processus (Hy) kcz €t (&) kez au voisinage de —oo.

LEMME 3.1 Ona

* pourtoutn € Z, Vn’ =V, surl'événement[n < N];
* pourtoutn € Z, T,ﬁ =T, = T, sur l'événement[n < N1;
* pourtoutk € Z, Hy. = Hy et &), = & sur 'événement [k < S).

Démonstration.
x Surl’événement [n < N],onat,_; < 1,1 < t,donc

Vo = Uy, — Ur,_,) — WUr,_, = Up,_,) = Z &k — Z &k = Z Nk = an-

Tn_1<k<fn l’n_1<k<Tn_1 fn_1<k<ln
* Sur 'événement [n < N],onaV, = V,, T, = T, et nx = —& pour tout k €], ; T,1, d’otx

Ty=Ty=inf{t > t, : |V, + 2 Z | <} =inf{t>1,: |V -2 Z nel <} =T,
th<k<t th<k<t

* Soit k € Z. Soit n l'entier relatif tel que ¢, < k < t41. Alors 'événement [k < S;n > N]
est impossible. Sur I'événement [k < S;n < N],on a T,; =T,=T, ce qui entraine H,é = H.
SurI'événement [k < S;n = N],onaV, = V, et ny = —& pour tout k €]#,; S],donc T, > S,
ce qui entraine que H,'c = Hy = —1. Comme I'événement [k < S] est inclus dans |'événement
[n < N1, onadonc H], = Hi et &, = & sur'événement [k < S]. O

COROLLAIRE 3.2 Pour toutt € Z, on a sur I'événement [t < S]

v+ Z g — U; quand n — —oco.
th<k<t

Démonstration. Soit t € Z. Sur 'événement [t < S],on a E'k = & pour tout k < t. Pour
toutn € Ztelque t, < t,onan < N surl'événement [t < S], d'ol V,{ =V, et ainsi

Vit Y &= U] = |Va— Up| < a1,
th<k<t

ce qui montre le résultat. U



Remarquons que sur I'événement [¢ > S], on a pourtout n < S,

Vot Y E=Va+ > E+ Y. E—>Us+ > & quand n— —co.

th<k<t th<k<S S<k<t S<k<t

On peut donc définir un processus (U,) ¢z par

U= lim Vi+ Y .

n——oo
th<k<t

Le processus (U}) nez est adapté a la filtration " et coincide avec le processus (Up,) nez sur
I'intervalle de temps ] — oo ; S]. Comme S est un temps d’arrét dans la filtration naturelle de
(Up) nez €t S > —oc presque slirement, S est aussi un temps d’arrét dans la filtration naturelle
de (U;Iq)nEZ et a fortiori dans la filtration #". En effet, pour tout t € Z, on peut trouver une
partie mesurable B; de Tl telle que [S < t] = [(Up)nge € Brl.Onaalors:

S=inf{t € Z: (Up)ng: € Be} =inf{t € Z: (U)) ngs € Be}.

Or pour tout k € Z, H = Hiljigs) + Likss) et & = Hgni. Comme le processus (Hy) nez est
prévisible dans la filtration ", le processus (Hy)ncz est lui aussi prévisible et le processus
(Ex) ez est adapté a la filtration F". Ainsi, pour tout ¢ € Z, la variable

U= lim Vi+ Y &

n——0oo
th<k<t

est %”-mesurable, ce qui achéve la démonstration du théoréme 2.3.
4. Généralisation

Le théoréme 2.3 dit que la filtration ZV est engendrée par une certaine suite (n3) xcz ayant
méme loi que la suite () rcz des accroissements. En fait, 'hypothese de symétrie de laloi pest
commode pour l'écriture des formules et la compréhension des figures mais n’est pas néces-
saire a la construction d'une telle suite. On a seulement besoin de I’hypothése (#) suivante:
il existe une bijection bimesurable f : T — T préservant la mesure u et telle que la variable
& — f(&p) ne soit portée par aucun sous-groupe fini de T.

Sous 'hypothese (+#), on étend les démonstrations déja faites en adaptant convenable-
ment les définitions des variables. On pose par exemple:

Tp=inf{t > ty: |Up+ Y (G — fED)] < b,

th<k<t

Va= Y &+ Y, [E

Th—1Ath<k<tn tp—1<k<Tp—1Atn
Tn :inf{t >y ‘Vn"' Z (Ek_ f(gk))| < rn}'
th<k<t
Onposeenfinng = f(&x) sik < Setty, < k < Ty, pour un certain m € Z, ni = & sinon.
Lhypothese (#) généralise les hypothéses du début de I'article (en prenant f : x — —x)

et elle est presque toujours vérifiée : il suffit en effet que p posseéde une partie diffuse non nulle
ou bien deux atomes de méme masse en deux points a distance irrationnelle.
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