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Introduction

Soient X une variété analytique complexe de dimension n et 3 CC X un domaine rela-
tivement compact a bord % de X. Posons D = X ~\ Q. Un courant T défini sur D est dit
prolongeable, si T est la restriction a D d'un courant T défini sur X. Supposons que X est
une extension g-convexe de . On veut résoudre oU = T sur D, o1 T est un courant prolon-
geable 0-fermé. Ce probléme entre donc dans le cadre généréal de la résolution du 0. On sait
que pour les formes différentielles de classe €* sur D, cette équation n’a pas toujours une so-
lution. Méme dans le cas ol1 I'on sait résoudre, on ignore parfois si pour une donnée de classe
€ jusqu’au bord, on a une solution €* jusqu’au bord. D’apres I'isomorphisme de Dolbeault
si le 0 admet une solution pour les formes différentielles de classe @* o-fermées sur D, alors
il admet une solution pour les courants -fermés sur D. Les courants prolongeables sont pour
les courants ce que les formes différentielles de classe @ définies jusqu’au bord sont pour les
formes différentielles de classe ¢* définies dans un domaine. Il est donc naturel de se deman-
der si T est un courant prolongeable d-fermé sur D, il existe un courant prolongeable U défini
sur D, solution de 83U = T. Ce probleme a déja été étudié dans [13] dans le cas d'un domaine
complétement strictement g-convexe a bord €.

Sous I'hypothese D = D, on sait d’aprés [11] que I'espace @'D ’r(X ) des courants prolon-
geables de bidegré (p,r) définis sur D est le dual topologique de I'espace 2" P "(D) des
(n — p,n — r)-formes différentielles de classe €, a support compact dans D. On va donc
comme dans [13] résoudre le d avec conditions de support et obtenir par dualité la résolution
dud pour les courants prolongeables. Mais contrairement au cas convexe, "~ P"~"(D) n'est
pas un espace de Fréchet mais simplement une limite inductive d’espaces de Fréchet, d’ou
des difficultés a appliquer le théoréeme de I'application ouverte. Grace a des artifices d’analyse
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fonctionnelle, on parvient a surmonter ce probléme pour prouver le théoréme suivant :

THEOREME . — Soient X une variété de Stein de dimension n, QO cC X un domaine relative-
ment compact a bord €* de X tels que X soit une extension q-convexedeQ,1 < g < n— 1.
Alors

i) Pourl<r<qgetr<n-2,

35/ PV (x) = &P 3
07PN (X) = BP(X) nkerd.

i) Sig=n-1,

=7, pn—2 _ =/ pn—1 — - Pl Y
3HLEX) ={T € BPTNX) 1 (T,p) =0,V € 9" PH(X \ Q) nkerd] .
Ce théoréme est pour les courants prolongeables I’analogue du corollaire 2.2.13 de [8] sur

les formes différentielles définies jusqu’au bord dans un anneau local g-concave.

Notons HP'(D) respectivement Hc'f,’lfr (D) le (p,r)iéme groupe de cohomologie de
Dolbeault des courants prolongeables respectivement des courants. On a comme conséquence
du théoreme 4.1 de [13] et du théoréme ci-dessus, les relations entre HP7 (D) et HC’Z’Jr (D) sui-
vantes:

THEOREME . — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un domaine
a bord €~ de X . Supposons que:

a) bD est strictement g-concave, 1 < q < n — 1, alors Uapplication induite par restriction:

cour

R FIO’r(D) — HYT (D) estun isomorphismepour0 < r< qg—-1
RZE

et
"% (D) — Hcoéﬁr(D), est injective.
b) bD est strictement q-convexe, 1 < q < n — 1, l'application induite par restriction :
71 (D) — HCO(;{H(D) est un isomorphismesir > n — q
et

7 HO" (D) — HCO(;Z;q(D) est surjective.
La partie b) du théoreme a été démontrée dans [9], théoréme 3.13 pour un domaine a bord
€* par morceaux.

Si HB;’ (D) respectivement HB;’ (D) désigne le (0,r)-ieme groupe de cohomologie de Dol-
beault pour les formes différentielles de classe > sur D respectivement sur D, on a sous les
hypotheses du théoréme ci-dessus les mémes conclusions pour I'application induite par res-
triction . : HY" (D) — HY" (D).

On applique ces différentes relations entre groupe de cohomologie a I’étude de I'isomor-
phisme de Dolbeault dans les hypersurfaces réelles. On sait que pour une variété analytique
complexe X, I'application naturelle entre le HP'(X) et HC’?,ﬁr (X) est un isomorphisme. Dans
le cas d'une hypersurface réelle S de X, a cause de 'absence du lemme de Poincaré pour le ds



dans les degrés intermédiaires, 'application naturelle entre HZ'' (S) et Hby: (S) semble ne pas
étre toujours un isomorphisme. On montre :

THEOREME . — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et S une hypersur-
face réelle de classe € de X . Si la forme de Lévi de S admet en chaque pointde S :

i) g valeurs propres de méme signe q > ”T“, Vapplication naturelle de HY' (S) — HY! .(S)

est surjectivesin — q < r < q—1,et HY'(S) — H% (S) estinjectivesin — g+ 1< r < q.

cour

ii) ¢ paires de valeurs propres de signe contraire, 1 < q < ”T_l, Papplication naturelle de
Ho?;r(S) - H% (8S) estun isomorphismesi0 K r<g—letn—-g+1<r<n-1,

cour

H29(S) — HY%.(S) est injective

et
HY"9(8) — H2"-4(S) est surjective.

cour
Le cas ii) correspond au cas de la codimension 1 dans [9]. Ces résultats ont été annoncés
dans [14].

1. Préliminaires

Nortations 1.1. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et Q cC X
un domaine de X. Posons D = X ~ Q). On note 277 (X ~ Q) I'espace des ( p,r)-formes diffé-
rentielles de classe C* sur X et a support compact dans X \ Q. On munit 27" (X \ Q) de sa
topologie usuelle de limite inductive d’espace de Fréchet. @'D ""(X) désigne I'espace des cou-

rants de bidegré ( p,r) dans D prolongeables a X. D’apres [11], si D = D, alors @'D "T(X) estle
dual topologique de 2"~ P (X \ Q).

DErINTTION 1.2. — Une fonction p de classe € sur X est dite g-convexe, 1 < g < n, sisa
forme de Lévi posséde au moins g valeurs propres strictement positives. p est dite g-concave
si —p est g-convexe.

DEFINITION 1.3. — Soient X une variété analytique complexe de dimension net Q cc X
un domaine relativement compact de X. Q est complétement strictement g-convexe, 0 < g <
n — 1, il existe une fonction @ (g + 1)-convexe, définie dans un voisinage Ug de Q telle que
Q={ze Ug| @p(z) <0}

S’il existe une fonction @ qui est (g + 1)-convexe dans un voisinage Uy du bord de Q, telle
que Q N Uy = {z € Uy | @(z) < 0}, on dit alors que Q est strictement g-convexe.

X est une extension g-convexe de Q, 0 < g < n — 1, §'il existe une fonction @ (g + 1)-
convexe, définie sur un voisinage U de X \ Qtelleque Q n U = {z € U | p(z) < 0} et pour
toutréel 0, 0 < &x < sup @(z),’'ensemble {z € U | 0 < @(z) < «} est compact.

zelU

REMARQUE 1. — Puisque si U est un voisinage de X \. Q, U est aussi un voisinage du bord

bQ de Q, alors si X est une extension g-convexe de Q, Q) est stricement g-convexe.



2. Résolution du 9 avec conditions de support

Nous allons d’abord résoudre le d pour les formes différentielles appartenant a ZP7 (X \Q).

THEOREME 1. — Soient X une variété de Stein de dimension n et Q cC X un domaine rela-
tivement compact a bord €~ de X tel que X soit une extension q-convexedeQ,1 < g < n— 1.
Alors,

) sin—qg+1<r<n-132P"" 1 (X Q) =27 (X Q) nKerad.
ii) 09P"1(X \ Q) estfermé dans DP" (X \ Q).
iii) sir=n—qetq < n-2,soit f € @P"9(X \ Q) nKer 9, alors pour tout s > 0 et tout

£ € N, ilexisteg, € gP=a-1(X) tels quedg: = f etlgglg’ﬁ < & ol I{)’ﬁ < & ol I{)’ﬁ désigne
la norme CY surQ.

Démonstration.

i) Soit f € IPT(X N\ Q) nKerd, f € @P"(X) n Ker d. Puisque X est de Stein, il existe
he aP™1(X),1<r< n-1,tellequedh = f sur X. Comme X est une extension g-convexe
de Q, Q est strictement g-convexe dans une variété de Stein, donc complétement strictement
g-convexe, cf. [3], théoreme 5.14.

Puisque2 < n—g+1 << r,cest-a-direl <n—-g<r—1let oh = 0 sur Q complétement
strictement g-convexe, il existe (cf. [10], théoréme 2) une (p,r — 2)-forme différentielle de

N

classe €™ 0 sur Q telle que 90 = h sur Q. Soit 0 une extension @* a support compact dans X
deO,u=h- 20 convient.

ii) Pour montrer que 0P L(X ~ Q) est fermé dans PP (X ~ Q), il suffit de montrer

que:

aPLX N Q) ={f e dP(X Q)| / f A g=0, pourtoute (n — p)-forme g
X
holomorphe dans X} .

D’apres le théoréme de Stokes,

aPTLX N Q) c{f e P(X Q)| / f A g=0, pourtoute (n — p)-forme g
X
holomorphe dans X} .

Soit f € @P"(X \ Q) telle que fX f A g =0, pour toute (n — p)-forme g holomorphe dans
X. D’apres la proposition 20.2 de [3] et la régularité du 9, cf. [71, chapitre 5, corollaire 4.5, il
existe h € @P"1(X) telle que dh = f.On termine alors comme dans i). Par conséquent
fe 9P 1 (X . Q), d’ou I'inclusion dans I’autre sens, ce qui donne I'égalité.

iii) Si f € P 9(X~Q)nKerd,alors f € @P"9(X)nKer d.1lexiste h € @P""971(X)
telle que:
oh= f sur X.



oh = 0sur Q et h est une ( p,n — q — 1)-forme différentielle o-fermée sur Q. On ne sait pas
résoudre 0U = h dans Q.

Pour compléter iii) nous allons utiliser le lemme ci-dessous qui est une version < du
théoreme 12.11 de [3].

LEMME 2.1. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D CC X un
domaine strictement q-convexe tel que X soit une extension q-convexede D,0 < q < n—1. Alors
pourtousn—q—1< r < netd € N, l'image de U'application restriction de Zér(X) - Zér(ﬁ)
est dense pour la norme| - |€,B-

Démonstration du lemme. — Elle est analogue a celle du théoréeme 12.11 de [3], ou les
résultats locaux avec estimations uniformes de Henkin et Leiterer sont remplacés par des ré-
sultats locaux correspondants avec estimations c! de Lieb et Range [10]. O

D’apreés le lemme 2.1, il existe une famille (@)¢-o de formes différentielles dans X, o-
fermées qui convergent vers h g pour la topologie de la convergence uniforme des formes
différentielles et de leurs dérivées d’ordre inférieur ou égal a £ sur Q. Puisque ¢ < n — 2,1l
existe une famille (@) ~o de (p,n — g — 2) formes différentielles de classe @ sur X telles que
Ye = Qg sur X.

Soit x une fonction dans #*(X) a support compact dans X qui vaut 1 dans Q. Posons
0 = xWYeetg. = h—00.. f = 0g, g estune (p,n — q — 1) forme différentielle a support
compact dans X avec |g¢| ¢ <&

Notons que pour les assertions i) et ii) il suffit que D soit complétement strictement g-
convexe. Le fait que X soit une extension g-convexe de D ne sert que pour iii).

REMARQUE 2. — Le théoreme 1 reste vrai sous les hypotheses légerement plus faibles sui-
vantes: X est une variété analytique complexe de dimension n et  CC X est un domaine
relativement compact a bord ¢ de X. On suppose que X est une extension g-convexe de Q
et qu’il existe un ouvert de Stein U telque Q cC U C X.

3. Résolution du d pour les courants prolongeables

Comme conséquence de la résolution a support compact et de la dualité entre @;)p "T(X) et
g P (X Q), nous avons le théoréme suivant :

THEOREME 2. — Soient X une variété de Stein de dimension n, Q CC X un domaine relati-
vement compact a bord €% de X tels que X soit une extension q-convexedeQ,1 < g < n—-1.
Alors,

i) Pourl<r<qgetr<n-2

3 Pt =gPr 3
09,/ 5 (X) = 2" (X) nKerd.



i) Sig=n-1,

ajp' 2(X) = {Tej’t(X)|<T<p>_o,che@”*Prl(x\Q)mKeré}.

Pour faire la démonstration du théoréme, on a besoin de deux lemmes:

LEMME 3.1. — Sous les hypotheses de la remarque 2, soit K un compact d’intérieur non vide
deU \ Q. Si T est un courant de bidegré (p,r) sur U \ Q, 0-fermé etprolongeablea U, il existe
un courant S défini dans U . Q prolongeablea U tel quedS'S = T dansK pourl <r<gq
etr < n-2.

Sig=n-1pourtoutT € {F € szp’\%l(U) | (F,p)=0,Yp € 2" PL (U~ Q) N kerﬁ},
il existe un courant S défini dans U ~. Q prolongeable a U tel que3S') = T dans I%

Démonstration du lemme. — D’apres la remarque 2, 02" P (U ~ Q) est fermé dans
g Pl Q)pour2 < n—qg+1< n—r+1< n cest-a-direl <r < q.

n—p,n—r+l1

(U ~\ Q) le sous-
espace des formes dlfferentlelles appartenant a @~ P" ({7 Q) et qui ont leur support
dans K.

Doncsil < r < g, pour un compact K de U \ Q, notons %

@I'?p’n*rﬂ(U N Q) NPV PIT(U N Q) est fermé dans @?p’nfrH(U ~ Q) qui est un
espace de Fréchet, c’est donc un espace de Fréchet.
@Iré—p,n—rﬂ (U~Q) mé@"fp’”fr(U\Q) — U <@Z—P,n—r+1(U\Q) ﬂé@Z_p'n_r(U\Q)> ;
veN i
ol (K )yen estune suite exhaustive de compacts de U \ Q. Il existe v, tel que @Z_ pn=rtl (U~

Q)NoOD n p T (UNQ) soit de deuxieme catégorie de Baire. Lopérateur 0 est alors un opérateur

fermé de domame de définition {p € ¥ Jn PETUNQ) | o0p € @ n pn=rtl

espaces de Fréchet @zv PET(N Q) et Z I’é pn=rtl (U~Q)n a@" Pr=I(U \ Q) dontl'image
0
est de seconde catégorie de Baire. Le théoreme de I'application ouverte implique alors que cet

(UNQ)} entreles

opérateur est surjectif et ouvert. Donc

agzl’@ PETUNQ) nag PPN U N = 2p PPN U N Q) n39PTTTU N Q).

Posons K = K,,. Lapplication
Ly o PN U N Q) 039 P U N 0) — ¢
op — (T,)

est bien définie. En effet, si 0pp = 0p’,onad(p — @’) = 0. — @’ estune (n — p,n — r) forme
différentielle, 0-fermée a support compact dans K, en particulier dans U ~\ Q.

% Sir < g - 1,dapres i) du théoreme 1 et la remarque 2, il existe 0 € & gn=pPn=r=lg
Q)telque ¢ — ¢’ = d0carn —r > n— q+ 1. Par densité de 9" P Ly ~ Q) dans



gn= Pl Q), il existe une suite (0 j) jen d’éléments de & "= P17 Q) qui conver-
gent uniformément vers 0 dans 2" P"""1(U \ Q) et par conséquent (T,@) = (T,@’) +
(T,00) = (T,@’) car T étant o-fermé, (T,00) = lim (T,00 ; j) =0.Donc

]—>+oo

L} (0) = LE (39") .

**% Sir=getr < n-— 2, soit T une extension de T a U. 37 est un courant a support
compact sur Q, donc 9T est d’ordre fini £. Puisque ¢ — @’ € @ P"49(U \ Q) n Ker 0 pour
tout € > 0, on a d’apres iii) du théoreme 1 et la remarque 2, une (n — p,n — q — 1) forme
différentielle &, de classe > a support compact dans U telle que ¢ — @' = 0hg et | hg| raSE

(T 3he)| = (3T he)| < clhelygs -

Donc |(T,3he)| = 0, dot(T,@) = (T,@"), ainsi LXGp) = LXG9").

x*x% Sig=n-1letT € {F € @p’ (U) | (F,p)=0,Vp € 2" PL (U~ Q)nKerd},
p-@ € "PLUNQ) mKeraetd’apreslhypothesesur T (T, p—@')=0D ouLIT<(a(p) =
LXGe).

Lapplication LIT< est linéaire, mais également continue comme composée de deux applica-

tions continues:
T: @I’é""”‘r(U <Q) — C

et
5: oy PN U N Q) 3L P U N Q) — 2PN Q)

qui vérifie d o § = I et qui est obtenue par application du théoréme de I'application ouverte
appliqué a

difpeay P WUNO) 13 e g MU N Q) c 2L P WU N Q)

— o P U N Q) n gy TN Q).
D’aprés le théoréme de Hahn-Banach, on peut étendre LX a une application LK g Pl

(U \ Q) — C qui est linéaire et continue. Donc flf est un courant prolongeable défini dans

U \ﬁetézlf = (=1)PtrT sur[gcarsisupp(p c K,op € @Z_p'n_rﬂ((U < Q) et (ZK,g(p) =
(—1)p+r<T,qo).OnposeS(K)=(—1)p+rZIT(. O
LEMME 3.2. — Sous les hypotheses du théoreme 2, soient K1, Kz, K3 trois compacts d'intérieur

non vide telsqueIQ cC Kg cC KetK, UQ={z€ X~ pl2) <n;},i=123, oiL p est une
fonction d’'exhaustion strictement plurisousharmonique qui existe du fait que X est de Stein. Soit
T un coumnt prolongeable sur X \. Q tel qu'il existe Sy et S3 deux (p,r — 1) coumnts définis sur
Kz etK3 et prolongeables a X tels que pour toutmdzcez 23,08 =T surK, etsoite > 0, alors

il existe un courant prolongeable 83 défini sur K3 tel que: 883 =T sur K3 et

i) 83|I%=Sz| si2<r<gq;

i) |(83 — S2,@)| < €l@lo,k,, pour toutep € D"~ p’”(Kl ubQ)sir=1.



Démonstration du lemme
i) Comme 882 = T sur Kz et 883 = T sur Ks, B(Sz — 83) = 0sur Kg Pulsque sur Kz, on peut
résoudre le 0 pour les formes différentielles & support compact dans Kz U bQ de bldegre (p,r)
avec2 < n-qg+1<r<n-1etd? ”_p'”_l(lgz U bQ) est fermé dans Q"= p’”(Kz U bQ),
cf. Remarque 2, on a d’apres le lemme 3.1 et pour K un compact tel que K1 cC K ccC Kz un
courant S sur K prolongeable a Kz uQtelque S, — S3 = 05X sur K

Soient x une fonction dans ¢* (X) a support compact dans K UQ qui vaut 1 dans Kj et
S une extension de $X) a X

Ss+3(xSF)) = 5, —3((1 - )8 sur K.

On pose
Ss =83+ 3(xSK) .

ii) Sir =1, comme 882 = T sur Kz et 883 = T sur Ks, B(Sz — S3) = 0sur Kz Il existe 0 une
p-forme holomorphe sur Kz telle que S5 — Sp = O sur Kz

Kz UQ estune variété de Stein, Q est un compact de Kz uQet Igz = (Igz uQ)\Q est connexe.
Par le phénomeéne de Hartogs, toute p-forme holomorphe sur Igz se prolonge holomorphique-
ment a Igz U Q. Soit 0 un tel prolongementde 0 a I%z U Q. Il existe alors, cf. [5], théoréme 5.2.8,
une suite (0 ;) jen de p-formes holomorphes dans Igg uQ qui convergent uniformément vers
0 sur K1 U Q. Tl existe jo tel que sup [0, — 0| < €.

KuQ
Posons §3 =83 —-0j,0na |<§3 - S,p)| < € sup |@|, pourtout p € @"‘Pr”([%l U bQ). O
KuQ

Démonstration du théoréeme. — Considérons une suite exhaustive (K j) jeN de compacts
de X \ Q. Supposons que Igj uQ = {ze X |plz) < rlj} ou (n ) jen sont des réels tels que
nj < nj+1 et p est une fonction d’exhaustion strictement plurisousharmonique de X. Pour
2 < r £ g, on associe a (Kj) jeN grace aux lemmes 3.1 et 3.2 une suite de courants (S ; )]eN
définis dans K et prolongeables a X telle que 3S j = T sur K jetsij, j+1, j+ 2 sont trois

indices consécutifs, S ji» = §j4+1 sur K j-

La suite (S j) jeN converge vers un courant S défini sur X ~ Q et prolongeable. De plus, S
est solution de I'équation 0U = T dans X \ Q.

Pour r = 1, soit ¢ > 0, il existe d’apres les lemmes 3.1 et 3.2, une solution §3 dedS =T
dans K3, une solution S, de 9S = T dans K> telles que |(§3 - $,@)| £ &l@lo,k, pour toute

@ € D" P(K; u bQ). On construit ainsi une suite (§ j) jen de courants définis sur K ; et
prolongeables a X tels quesi j, j +1, j+ 2 sont trois indices consécutifs, IS j+2 — S A+LP) <

57 £ @lo, K, pour toute @ € Q"= p’”(K] U bQ). La suite (S j) jen estune suite de Cauchypour la

topologie faible. En effet, soit @ € 2" P"(X \ Q), il existe N € N tel que supp ¢ C KN U bQ
etpourtoutm > Netp >0

~ ~ 3
{Sm+p = Sm@)| < <2m71 toeoest W)kmo,l(]v )



par conséquent <§m+p - §m,(p) = 0. Donc (§j) jen converge faiblement vers S. S est li-
m--—+oo

néaire. En effet, soient @, ¢ € 2" PHX N Q). o +y € 2" P(X \ Q). Il existe Ky tel que
supp @, supp ¥, supp(g + ) soient inclus dans K.

(S,@+w) = lim (S;,@ + ) = im (S;,@) + im (S;,y) = (S,@) + (S,Y) .
Jj>N J>N J>N

Soit ()yen une suite d’éléments de 2" P"(X . Q) avec @, - 0dans 2" P (X Q). 1l
A% (o]

—

existe un compact Ky tel que pour tout v, supp @y C Ky. [{S,@y)| = | lim j> n(Sj,@y) | et

-1
A |
(Sj v < ekzljvﬁwo,m + 1{Sn+1,@v) | -

Sn+1 estun courant donc (Sy+1,Py) = 0 etpar hypothese p,, — 0,donc|@yloky, —
V—100 v ()

-+ v—+oo
0.D’ou (S j,(pv) - 0. S est alors continu et est un courant prolongeable solution de I'équa-
V—+o00

tion U = T dans X \ Q. O
4. Invariance de la cohomologie pour les extensions g-concaves et g-convexes

Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un domaine de X. On
note HY'" (D) respectivement Hb . (D) le ( p,r) ™€ groupe de cohomologie de Dolbeault des
formes différentielles de classe ¢~ dans D respectivement des courants dans D.

Si ZPT(D) désigne l'espace des courants de bidegré ( p,r) sur D prolongeables, o-fermés et

v

EPT(D) = 5@},’”71 (X), alors on note

§ ZPT(D
HPT(D) = vi() ,
EPT(D)

le ( p,r)iéme groupe de cohomologie de Dolbeault des courants prolongeables définis sur D.

Nous étudions dans ce paragraphe I'injectivité et la surjectivité de I'application induite par
restriction:

v

7 H*" (D) — H%" (D).

cour

DErINITION 4.1. — Un domaine D C X est dit a bord strictement g-convexe, respective-
ment g-concave, si:

i) bD rencontre toutes les composantes connexes de X.

ii) Ilexiste unvoisinage U de bD, une fonction p : U — R, (g+1)-convexe, respectivement
(g + 1)-concave, tels que
DnU={ze€U|p(z) <0}.

X est dit extension g-convexe généralisée, respectivement g-concave généralisée, de D si:
1) D rencontre toutes les composantes connexes de X.

2) Ilexiste une application p : [0, + o[ XU — R ol U estun voisinage de X ~\ D telle que:



a) Pourtout t € [0, + o[, p(f,-) est (g + 1)-convexe, respectivement (g + 1)-concave.
b) Pour tout z € U, p(-,z) est une fonction décroissante.
c) Lapplication t — p(t,-) est continue de [0, + co[ dans €~ (U,R).

d)DNnU={ze€ U/ p(0,z) <0}etpourtoutt > 0,{z € U | p(t,z) <0} N CD est
relativement compact dans X.

Soit G un domaine de X. Supposons que G est une extension g-concave généralisée de D,
1 < g < n—-1.0nadaprés [6] les résultats suivants : I'application induite par restriction

L HOOO”(G) - Hg;’(D) est un isomorphisme pour 0 < r < g — 1, (théoréme 1.1.3).
P Hg’q(G) - Hg’q(D) estinjective, (théoréme 1.1.4).

De plus, pour tout domaine Q de X, I'application naturelle de Hg;’ Q) - HY (Q),

cour
0 < r < n,estunisomorphisme appelé isomorphisme de Dolbeault. On en déduit1’équivalent

pour les courants de I'invariance de la cohomologie pour les extensions g-concaves suivant:
I'application induite par restriction
&+ HYT (G) — HY! (D) estun isomorphismepour0 < r < g -1,

S HO3(G) — HY%(D), est injective.

Dans le cas convexe, on a I’analogue suivant du lemme 1.1.2 de [6].

LEMME 4.2. — Soitp : [0, + o[XX — R une application vérifiant les propriétés suivantes:
a) Pourtoutt € [0, + oof, p(t,-) est (q + 1)-convexe.

b) Pourtoutz € X, p(-,z) est une fonction décroissante.

¢) Lapplicationt — p(t,-) est continuede [0, + co[ dans € (X,R).

d) p wa pas de point critique dégénéré.

Posons Dy = {z € X | p(x,z) < 0} pour tout x € R et on suppose qu'il existe xg tel que
X < g, & < &g, & < xetDy Ea/, est relativement compact dans X . Il existe alors un réel
& > 0 tel que pour tout «,B vérifiant0 < «x < B < ¢, il existe un nombre fini de domaines
(Ai)ﬁ.io telsque: Dy = Ag C Ay C -+ - C Ay = Dgetpourtout j,1 < j< N,Aj sedéduitde
Aj_1 alaide d'un élément d'extension q-convexe de X .

Démonstration. — Elle est identique a celle de [6], on définit A} par

k
Ar={ze X | p(x,z2) — (p(B,2) — p(x,2)) Zx]' < 0}
j=1

oux j estcomme dans la preuve du lemme 12.3 de [3]. O

En utilisant le lemme 4.2, le lemme 12.4 de [3] et en procédant comme dans le paragraphe
12de[3],ona
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THEOREME 3. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n, q un entier, 0 <
g < n—1etD undomainede X. On suppose que X est une extension q-convexe généralisée de
D. Alors l'application induite par restriction :

P HoOo’r(X) — HB;’(D) est un isomorphismesir > n— ¢
et
& HO"9(X) — HY"9(D), estsurjective.

Si D est relativement compact, alors & : HS;”*"(X) - Hg,’n*q(D), est en plus injective.
Dans le cas compact le théoreme 3 correspond au théoréme 12.14 de [3].
THEOREME 4. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n, D un domaine

abord bD €% de X. Supposons que:

a) bD est strictement g-concave, 1 < q < n — 1, alors Uapplication induite par restriction :

v

& H*"(D) — HY%' (D) estun isomorphisme pour0 < r < q — 1

cour

et
& H*(D) — H%1 (D), 1 < q< n—1, estinjective.
b) bD est strictement q-convexe, 1 < q < n — 1, l'application induite par restriction
R Ho’r(D) — HCO(;{H(D) est un isomorphismesir > n — ¢
et

& HY"~4(D) — H%""9(D) est surjective.

cour

Si de plus D est relativement compact, on a: ¥ : HO"4(D) — Hcoal'};q(D) qui est en plus

injective.

Démonstration.
a) Soient p une fonction définissante de D et(K,, ), <y une suite exhaustive de compacts de X.
Considérons une fonction x; € 9(X) a support dans 1%2 qui vaut 1 dans Kj. Il existe #; > 0 tel
que p; = p — f1X1 soit (g + 1)-concave dans un voisinage de {p; = 0}.

Posons D; = DU {p; < 0}. D; estun domaine de X a bord ¢ strictement g-concave. D; \
D = {0 < p < X1} estrelativement compact et D; est une extension g-concave généralisée
de D.

Soit x2 € ¥(X) asupport dans Igg quivaut 1 dans K. Il existe £, > O tel que p2 = p; — fax2
soit (g + 1)-concave dans un voisinage de {ps = 0}. D, = D; U {p» < 0} estun domaine a bord
€ strictement g-concave, D, \ D; = {0 < p; < X2} estrelativement compact et D, est une
extension g-concave généralisée de D;. On construit ainsi une suite de domaines (D,),cy avec
Dy = D, D, C D41, D41 \ D, estrelativement compact et D,.4; est une extension g-concave

généraliséede D, - D= |J D, D D et est une extension g-concave généralisée de D.
veN

o Surjectivité de .# : H*"(D) — HY' (D), 0< r< g — 1.

cour
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Nous voulons montrer que pour tout [T] € HCO(;{H(D), il existe [T] € H®"(D) tel que

FIT1=[T].Si1<r< g — 1, celarevient a montrer qu’il existe T un courant o-fermé sur D,
prolongeable et 6 un (0,r — 1) courant dans D tels que:

T=T+30 dans D.

Delasurjectivité de I'application g HCOO’(H(ZN)) - HCOO’(H(D), 0 < r < g—1,ilexiste un courant

T’ défini dans D, d-fermé et 0’ un (0,7 — 1) courant dans D tels que:
T'-T=060 dans Dpour 1<r<qg-1.

11 suffit de choisir T = T|’D d’oi1 la surjectivité de # pour 1 < r < g — 1. De méme

S HYL.(D) — HY%.(D)

cour cour

| |

0(D) 0(D)

est surjective,

ol (D) désigne I'espace des fonctions holomorphesdans D. Si T € ¢(D), T estlarestriction

d’une fonction holomorphe T’ définie dans D.On posela aussi T = T|'D.

Ainsi.# : HY" (D) — HY! (D) est surjective pour 0 < r < g — 1.

« Injectivitéde .¥ : H*" (D) — HY (D),0< 7 < q.

cour

Pourr=0,.7: FIO’O(D) - 0(D).

Soit [T] € HYY(D) tel que F[T]1=0dans D - T| p = 0 etestun courant prolongeable. T
appartient au dual topologique de ™" (D). Soit @ € @"™"(D), il existe une suite (¢ j)jen €
9™ (D) qui converge vers @ dans 2™ (D).

(T,p) =lim(T,p ;) =0 car T|D =0.
j—0

Ainsi (T,p) = 0 pour toute ¢ € @™"(D), doit T = 0. Donc.¥ : H*%(D) — H%® (D) est

cour
injective.

Pour montrer I'injectivité de ¥ : H 0r(py - HCO(;{H(D) pour 1 < r < ¢, nous avons besoin

de deux lemmes.

LEMME 4.3. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un domaine
a bord € strictement q-concave. Pour tout & € bD, il existe un voisinage 0 de &, tel que pour
tout domaine Dy a bord €* suffisamment proche de D au sens de la topologie @ et pour tout
T e Qg)l’r(X) N ker 9, d-exact dans D,, avecl < r < q, il existe un courant S € PO 1(D; N O)
tel quedS = T dans Dy N 6.

Avant de faire la preuve du lemme donnons d’abord une définition.

DEFINITION 4.4. — Un domaine local g-concave dans C" (1 < g < n — 1), cf. [8], est un
triplet [U,D,p] qui vérifie les propriétés suivantes:

i) U cc C" estun ouvert convexe.

12



ii) p est une fonction réelle de classe € définie dans un voisinage de U qui est strictement
convexe par rapport aux (g + 1) premiéres coordonnées z; - - - z4+1 de z € U.

iii) {p <0} + Det{p <1} CcCcU.

iv) D={0< p < 1}etdp(z) + 0 pour toutz € bD.

v) p eststrictement convexe sur un voisinage de {p > 1}.

Démonstration du lemme. — Puisque D est a bord strictement g-concave, pour tout 1 <
r < g, D est aussi a bord strictement r-concave. Il suffit de faire la preuve pour q.

D’apres le lemme 2.1.4 de [8], il existe un systéme de coordonnées (W ,h) autour de &, un
domaine local g-concave [U ,5,p] tels que:

a) h(W)=U, {p <0} Cc h(W n {@ < 0}) o1 p est une fonction définissante de X ~. D;.
b) 1l existe un voisinage V' C U de h(&) pourlequelonaV n {p <0} = k(W n {p < 0}).

Posonsp=poh, A={0<p<1}= h~1(D) vérifie les hypotheses du théoréeme 2. Posons
So = {p = 0} le bord intérieur de A et S; = {p = 1} le bord extérieur de A. Soient Q = {p < 1}
etV cC Vb, cc V3 cc V, cc Vs des voisinages dans Q de & tels que V5 N CD; cc {p < 0}.
Considérons une fonction x de classe € a support compact dans €, a valeurs dans [0,1] qui
vaut 1 dans 3\ V, et 0 dans V5~ (V;~\ V). Pour ¢ suffisamment petit, p—e&x est (g+1)-convexe

dans un voisinage de Sy et p — €x = p dans un voisinage de S;.
A" = {0 < p — ex < 1} C A vérifie encore les hypotheses du théoreme 2.

Puisque T € @gl’q(X ) N kerd et T est 0-exacte dans Dj, il existe un courant y défini dans
D; tel que T = 0y dans D;. Soient D, C D; un domaine de X et x; une fonction de classe @*
a support dans Dy qui vaut 1 dans D,. Posons T=17- 5(}(1 y). T est un (0,g9) courant défini
sur D prolongeable, o-fermé et 2 support dans D; \. D,. Choisissons D, suffisamment proche
de D; de sorte que (D; \ D») N A’ ait deux composantes connexes.

~

T surA'nDinVg
0 sur A" (D nW)

estun (0,q) courant défini sur A’, nul au voisinage de S, prolongeable a Q2 et 0-fermé.

Sig < n - 2,d’apres le théoréme 2, il existe un courant w défini dans A’ prolongeable a Q
tel que T’ = dw dans A'.

Sig=n -1, posons S(') = {p — ex = 0}. D’apres le théoreme?2, ii),

AT ={T € Z0"HQ) | (T, o) =0, Vo € 21 (A" U Sp) nkerd}.

@/O,n—z

Donc pour montrer que T’ € 0 (), il suffit de montrer que (T',) = 0 pour toute

P € P (A U S)) N kerd.

Considérons T une extension de T’ a Q. Puisque T’ est nul au voisinage de S;, Ty est a
support compact dans Q. Il appartient au dual des formes différentielles de classe €~ sur Q.
Puisque T’ est 0-fermé dans A’, on a 0Ty qui est a support dans Q ~\. A’. 3Ty est d’ordre fini £.
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Soitp € g™ (AU 86) nkerd, p ™1 (Q) nkerd et Q est complétement strictement (n—1)-
convexe. Donc il existe « € 2°(Q) telle que @ = dx ol & Y est une n-forme €~ dans

Q \ A’, holomorphe dans Q A Puisque Q est une extension g-convexe de Q \ A, il existe
une suite (« ;) jen de n-formes holomorphes définies dans Q qui converge pour la topologie
C! vers xdans Q \ A'.

KT @) = {To,@)| = [{(0Tp, & — & ;)| < Clex — el p o

pour tout j € N. Dol (T',) = 0 pour toute @ € @™(A" U Sy) N kerd. Il existe donc
w € @'AO,’"%(Q) tel que ow = T’ dans A’. Onpose & = Vj. Pourtout q,1 < g < n — 1,
T = 3(xy + w) dans D; N 0 et xy + w est un courant prolongeable défini sur D; N 6. |

LeMME 4.5. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un domaine
a bord bD €% strictement q-concave (1 < q < n — 1). Soient T un (0,r) courant, 1 <r<
q, 0-exact dans D, prolongeable et S un compact de bD. 1l existe un courant vy défini sur D,
prolongeable, un courant Ty défini dans D U Ws, 0-fermé, oit Wy est un voisinage de S dans X
tels que:
T =0v, + Ty dans D.

Démonstration dulemme. — Soit 'un fermé de S. On dit que I'satisfait a la condition E x,
s'il existe U € @'g’r_l

un voisinage de 'dans X.

(X) tel que T — 39U admet une extension o-fermée 2 D U Wr, ol Wf est

Notons que d’aprés lelemme 4.3, si & € bD, il existeI' C bD tel que I'satisfait a la condition
Ex. En effet, soitI’ cC 6 n bD, ou1 0 est comme dans le lemme 4.3. Si x; est une fonction €* sur
V» a support compact qui vaut 1 dans un voisinage de 0, U = xy + x1w est un courant défini
dans D qui est prolongeable. T — 0U admet une extension d-fermée a D U 6.

Pour faire la démonstration du lemme, il suffit de montrer que S satisfait a la condition E x.
Puisque S est compact, il suffit de montrer que pour tout & € bD, il existe A un voisinage de &
dans X tel que siT C S satisfait ala condition Ex, alorsT' U (A N S) satisfait aussi a la condition
Ex.

Fixons & € S et choisissons deux voisinages A et 0 de §&, A CC 0, ou 0 est comme dans le
lemme 4.3. SoitI' C S qui vérifie la condition Ex. Il existe v un courant prolongeable défini sur
D, unvoisinage Wy deI'dans X tels que T —9v admet une extension T, 0-fermée dans DU Wr. On
choisit Dy suffisamment proche de Dau sens dulemme 4.3 telque D C D;,I cC D; CC DUW.
D’apreslelemme 4.3, il existe w un courant prolongeable défini sur D; N 0 tel que T = dwdans
D; n 6.

Soit x € ¥(X) asupportdans 0 et x = 1 dans un voisinage Uz de A.Posons U = v+ xw
sur D. U est un courant prolongeable, T — dU est nul dans un voisinage Uy de A. T -0U =
(T - ov) — d(xw) admet un prolongement d-fermé dans un voisinage D; U UydeTUA.

Comme conséquence du lemme 4.5, nous allons montrer que si sous les hypothéses du
lemme 4.5, il existe un domaine D; de X a bord € strictement g-concave tel que: D U S C
D; ¢ D u Wg et D; est une extension g-concave généralisée de D, alors il existe un courant U
défini dans D; tel que T = 39U, dans D.
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D’apres le lemme 4.5, il existe un courant U défini sur D prolongeable tel que T — oU = T

dans D ot T est un courant 3-fermé défini dans D U W. ZIN”| p € z%r (Dy) et puisque par
hypotheses T = 5(1/ dans D, T = 5(([/ — U) dans D. Donc T représente la classe nulle dans
HYT (D). De I'injectivité de I'application induite par restriction & . HYT (Dy) — HOT (D),

cour cour cour

0 < r £ ¢, on déduit que T représente la classe nulle dans HCO(;I’H(Dl). 1l existe ¢ un courant

dans D; tel que T = 9. Ainsi T = 9(U + LT/|D). 11 suffit de poser u; = @i + (, o1 ii est une
extensionde U a D;. O

Fin de la démonstration de la partie a) du théoreme. Soit [T] € H*" (D) telque #[T] =0
dans Hcoc;{lr(D). Pour montrer I'injectivité de .% : HO"(D) — HCOO’GT(D), 1< r< g onva
construire une suite (D jr Tj) jen ouD j estun domaine de X tel que D j+1 2 Dj, D ji1 estune

extension g-concave généralisée de D pDjr1\Djest relativement compact, D = |J D i D
JeN
et T; est un courant défini sur D j, prolongeable, 0-exact dans D j tel que Tj+; = Tj dans D;.

Supposons que la suite (D;,T}) jen construite. T = lim T'; est un courant défini dans D,
J

d-ferméet T = T dans D. Puisque par hypotheses T est 3-exact dans D, T représente la classe
nulle dans H2;" (D). Par invariance de la cohomologie pour les extensions g-concaves généra-

lisées, T représente la classe nulle dans HY (D). 1l existe donc un courant ( défini dans D tel

que T = oy dans D.T= 5((7/|D), dott[T] = 0dans H*" (D) pour0 < r < q.

Construction de la suite (D J» Tj) jEN- Considérons une suite exhaustive (S j) jen* de com-
pacts de bD. Posons Dy = D et Ty = T. Supposons (Dy,Tj) construit pour k < j, Dj estun
domaine a bord ¢ strictement g-concave. T est un courant défini sur D, prolongeable a
travers bD ; et d-exact dans D j- Soit S’j 41 un compactde bD ; tel que:

bD; ~\ S'j+1 =bD\ Sji1 .

D’apres le lemme 4.5 appliqué a S'j +1 Dj et Tj, il existe un courant v j4+1 défini dans D pro-
longeable, un courant T]f défini dans D iy WS'~+1 (ou WSQJrl est un voisinage dans X de S'j 1)
_ _ j j

o-fermé telsque T; = ov 11 + T]f dans D . Considérons D j et D'j +1 deuxdomaines de X, ob-
tenus par une déformation C? de la fonction définissante de D j- Supposons que D j41 et D'j 41
vérifient: D j U S’j 1 CDj C D’j 4 CDju Ws’j " D'j 4+ est une extension g-concave généra-
lisée de D j+1, D j+1 est une extension g-concave généralisée de D j, D'jJrl NDji1etDjy N\ Dj

sont relativement compacts.
TJ{|D',~+1 € Zcoéﬁr(D’jH). Puisque T; = 5(//] dans D, T]f = 5((,Uj — vj41) dans D T]f repré-

sente la classe nulle dans Hcodlrlr

théoreme (1.1.3) et isomorphisme de Dolbeault. Il existe un courant v'j dans D'j +1 tel que

(Dj) d'otr T; représente la classe nulle dans HCO(;{H(D']. +1) 6],

T]f = 51/]. dans D’jﬂ. Onpose Tjy1 = 5((1/]. + v'jﬂ) b ‘+1) ol v'j+1 est une extension de vy a
J
D'j +1 cequidonne (D ji1,Tj+1) avec les propriétés requises.

Preuve de b) C’est une répétition de la démarche de la démonstration de la partie a); du
théoréme 3 et de I'isomorphisme de Dolbeault, on a une version courant du théoréme 3 d’ou
'on déduit la surjectivité de % : HY" (D) — Hcoc;flr(D), n— q < r < n. Pour l'injectivité de

& HOT (D) — Hcoéﬁr(D), r > n — grespectivement r > n — g si D est relativement compact,
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on remplace le lemme 4.3 par le lemme suivant:

LEMME 4.6. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un domaine
de X abord € strictement g-convexe. Soit T un courant sur D, prolongeable et 0-exact dans D.
Pour tout & € bD, il existe un voisinage 0 de & dans X, un courant U sur0n D, prolongeable tel
que T =0U dans6 n D.

Démonstration dulemme. — Puisque bD est strictement g-convexe, D est localement bi-
holomorphe a un domaine linéairement g-convexe. Pour tout & € bD, on choisit un ouvert de
coordonnées (U, h) autour de &, o1 U est biholomorphe a un convexe de C”. U n D est un do-
maine completement strictement g-convexe. Par les fonctions maxg de [3], on peut construire
un domaine D; C U n D, complétement strictement g-convexe a bord € tel que & € bD;.
T| p, estun courant prolongeable, o-fermé. D’apreés le théoréme 4.1 de [13], il existe U un cou-
rant prolongeable sur D; solution de 3S = T dans D, . Il suffit de choisir 6 tel que @ N D C D;.
O

O

Dans le cas des fonctions on a la relation suivante entre Hg;’ (D) et HOOO’r (D) :

THEOREME 5. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un domaine
de X abord bD€® . Supposons que:

a) bD est strictement g-concave, alors U'application induite par restriction :

R H&’(E) — Ho?;r(D) est un isomorphismesi0 < r < g —1

et
& HY9(D) — H29(D) est injective.
b) SibD est strictement q-convexe, alors U'application induite par restriction
& : HY" (D) — HY"(D) estun isomorphismesin—q <r<n
et

& HO"49(D) — H2"9(D) est surjective.

Démonstration. — C’est une répétition de la preuve du théoréme 4. Pour I'injectivité de
I Ho?,’r(ﬁ) - HS;’(D), 1 < r < g dans a) on utilise le lemme 3.2 de [8]. Pour I'injectivité de
K7 HB;’(B) - HS;’(D), n— q < r £ ndans b), on remplace dans le lemme 4.6 le courant
T par une forme différentielle f < ng (D), 0-exacte dans D et le théoreéme 4.1 de [13] parle
théoreme 2 de [10]. O

CoROLLAIRE4.7. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un do-
maine de X a bord €% . Supposons que:

a) bD est strictement g-concave. Alors U'application naturelle de :

H2"(D) — H®"(D) estun isomorphismesi0 <1< q—1
et
H29(D) — H%Y(D) estinjective.
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b) bD est strictement q-convexe. Alors l'application naturelle de :

H2"(D) — H""(D) estun isomorphismesir > n— q
et
H2"9(D) — H"9(D) est surjective.

Démonstration.
a) C’estune conséquence de l'isomorphisme de Dolbeault et des théoremes 4, a), et 5, a). Pour
r = g on a le diagramme commutatif suivant:

-« 0,
H%(D) — Hegr(D)

T L

HYYD) — H2Y(D).
D’ott HYY(D) — H%9(D) est injective.

b) C’est une conséquence de I'isomorphisme de Dolbeault et des théorémes 4, b) et 5, b).
Pourr = n — g, Dun voisinage de D qui est en plus une extension g-convexe généralisée de
D, on a d’apres le lemme 3 de [4], la surjectivité de I’application restriction de: H&”“’(ﬁ) -
HQ,’”‘“’ (D). Du diagramme commutatif suivant :

HY" D) —+ HY" (D)

L J

Hoe 9(D) =+ H®"9(D),

on a la surjectivité de I'application naturelle de : HOOO’"*”/ (D) — HY""9(D). O

5. Application a I’étude de 'isomorphisme de Dolbeault
dans les hypersurfaces réelles

Nous allons utiliser dans cette partie les relations entre la d-cohomologie et la 9j-
cohomologie établies par [1], [2] pour les formes différentielles et [12], [2] pour les courants
afin d’étudier I'isomorphisme de Dolbeault dans les hypersurfaces réelles. On sait que 'appli-
cation naturelle de Hg;r (X) - HCO(;I’H (X) est un isomorphisme appelé isomorphisme de Dol-
beault. Si S est une hypersurface réelle, nous allons nous intéresser a 'application naturelle
de HY'(S) — HY.(S), out HY'(S) respectivement HY! (S), est le (0,r)®™€ groupe de 0j-
cohomologie des formes différentielles > définies sur S respectivement des courants définis

sur S.

THEOREME 6. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et S une hyper-
surface réelle de classe € de X . Si la forme de Lévi de S admet en chaque pointde S ;

i) q valeurs propres de méme signe, q > %1, lapplication naturelle de

H2"(S) — HY! (S) estsurjectivesin—q<r<q-1

cour
et
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HY"(S) — HY%" (S) estinjectivesin—q+1< 1< 4.

cour

ii) q paires de valeurs propres de signe contraire,1 < q < ”T_l, Uapplication naturelle de :

HY"(S) — H%" (S) estun isomorphismesi0 < r < g — 1

cour

etn—q+1<r<n-1,

H%9(8) — H%.(S) est injective

cour
et

HY"4(S) — H%™9(S) est surjective.

cour
Remarque. — Le cas ii) correspond au cas de la codimension 1 dans [9].

Démonstration.
i) On peut supposer sans perte de généralité que X~ se situe du coté concave de S. D’apres le
corollaire 4.7, a), 'application naturelle de :

HY"(X) — H®"(X™) estunisomorphismesi0 < r < g — 1
et
H27(X ")) — H>I(X") estinjective.

D’apreés le corollaire 4.7, b), I'application naturelle de :

Ho%'r(Y+) — H%"(X") estunisomorphismesir > n — q
et
HO" (X)) — HO"9(X*) est surjective.
On applique ces informations au diagramme commutatif:
— HY(X) — HYXHeHYX ) — HY(S) — HY(S) —
lcr lﬂr l b lcrﬂ

— Hgne(X) — HY(XM e HY(X7) — Hgn(S) — He'(X) —

cour cour

. HO,}’+1 (Y“') o Ho(()),r+l (Y‘) ..

larJrl

I:IO,T+1 (X+) ® I:IO,T+1 (Y‘) ..
ol les fleches verticales sont des applications naturelles.

Pourg-12>2r 2 n-q+1,ay, c, cr41 sont des isomorphismes et a,+; injective. D’apres
le lemme des quatre, b, est un isomorphisme.

De méme, pour r = ¢, a, estinjective, cq et cq+1 sont des isomorphismes. Par le lemme des
quatre, b, est injective.

Pour r = n — q, ¢y—g, Cn—g+1, An-g+1 sont des isomorphismes et a,_ 4 est surjective. b,
est surjective par le lemme des quatre.
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ii) Silaforme de Lévi de S admet g paires de valeurs propres de signe contraire, alors
Z HOT(X*) — HCO(;{H(Xi) est un isomorphisme pour0 < r < g — let
n-qg+1<r<n,
F o HY(XF) — HZT(X*)  est injective et
o HY A xE)y — Hcoo’ﬁr_q (X*) estsurjective.
De méme
& HY(XF) —  HY'(X*) est un isomorphisme pour 0 < r < g — 1 et
n-qg+1<r<n,
R Hg’q(Yi) — Hg’q(X *) est injective et
P HY"IXT) — HYTI(X*) est surjective.

Donc I'application naturelle de :

HY" X e HY (X ) — HY"(X*) @ H*"(X™) estun isomorphismepour0 < r < g — 1

etn-g+1<r<n,

HY' (X" o HY'(X ™) — H%(X*) @ H*9(X") estinjective et
HY"IX") e HY" X ) — HO"49(X*) @ HO"9(X~) estsurjective.

On conclut alors par 'utilisation du lemme des quatre comme dans i). U

CoroLLAIRE 5.1. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et S une hy-
persurface réelle de classe € de X. Supposons que pour tout z € S, la forme de Lévide S a {
valeurs propres d’'un méme signe et q paires de valeurs propres des signes opposés avec q < 4.
Alors,

) Sit < g, Papplication naturelle de : Ho?;r(S) — HCOO’(H(S) est un isomorphisme pour

0<r<g-—letn—q+1<r< n-—1,estinjectivesir = q et est surjectivesir = n — (.

i) Sit = ”TH, U'application naturelle de : HY"(S) — Hcof;{lr(S) est un isomorphisme pour

0<r<g-letn—qg+1<r< n-1,injectivesir = q etl, surjectivesir=n— € etn— q.

i) Sit > §+ 1, l'application naturelle de : Hg,’r(S) — HCOO’{H(S) est un isomorphisme pour

0<r<g-1,n-0+1<r<l-1etn—qg+1<r< n-1. Elleestinjectivesir = qet?l,
surjectivesir=n—{ etn— q.
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