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Abstract. — We gave in [R3] a proof of Lang’s conjecture on abelian varieties
leading to an effective bound for the number of translates involved. We show here
that the method can be extended to give a similar statement for the “Mordell-Lang
plus Bogomolov” theorem proven by B. Poonen in [Po]. We deal in detail with tori
for which effective results have been obtained by J.-H. Evertse and H. P. Schlickewei
(see [Ev]): we improve on these mainly by providing polynomial bounds in the degree
instead of doubly exponential ones. We also state a theorem for abelian varieties.
In both cases the strategy of proof is as in [R3] based on the approach of Mumford
and Vojta-Faltings-Bombieri together with an effective Bogomolov theorem ([DP2,
IT] or [DP]) and therefore does not rely on either equidistribution (as in [Po]) nor
subspace theorem (as in [Ev]) arguments.

1 Introduction

Nous montrons dans ce texte comment les méthodes de [R2] et [R3] peuvent
s’étendre d’une part aux sous-variétés des tores et d’autre part pour donner un
énoncé de la forme « Mordell-Lang plus Bogomolov » selon la terminologie introduite
par B. Poonen. Ce faisant, nous obtenons pour les tores des résultats de méme
nature que ceux de J.-H. Evertse et H. P. Schlickewei (voir [Ev]) mais avec des
améliorations quantitatives: les bornes deviennent polynomiales en le degré de la
sous-variété considérée au lieu de doublement exponentielles.

Un entier g étant fixé dans toute la suite, nous considérons le schéma A =
(G,n,g)?- Nous verrons toujours A comme plongé via

Y n
A= (Pg)? — Pg

avecn = 29 —1, la deuxiéme immersion étant le morphisme de Segre. Ainsi dispose-
t-on d’une hauteur sur les points de A(Q) que nous noterons h: A(Q) — Ry (la
définition est rappelée dans la partie suivante) ; nous associons & un sous-schéma,
fermé X de A son degré deg X, défini comme la somme de ceux des composantes

de ’adhérence de X dans ]P%.

SiT est une partie de A(Q) et € > 0 un réel, nous introduisons un épaississement
de I par

F.={zy|zel,yc AQ) et h(y) <e}.

Dans ces conditions, notre résultat principal s’énonce de la maniére suivante.

Mots-Clefs : Tores, hauteurs, conjectures de Lang, probléeme de Bogomolov.
Classification :11G35, 11G50, 14G25.



Théoréme 1.1 Soient X un sous-schéma fermé de A et T' un sous-groupe de rang

fini de A(Q). Il existe un réel g > 0, un entier naturel S, une famille z1,...,zs

d’éléments de X (Q) et une famille By,...,Bs de sous-tores de A de sorte que
;B C X pour 1 <i< S etsiec<egg

S

X(Q)NT. = [ J@:iB:)(Q) NT..

i=1

En outre, sim = dim X + 1 et r = rangl’, on peut choisir
m m2
€0 = (degX)_“fm3 et S < (deg;X)(T“)gzm3 .

La premiere partie est une conséquence du théoréme principal de [Po]. Pour
Paspect quantitatif, nous pouvons comparer avec [Ev, th. 1.6]. L’ensemble I, y est
noté T'(T',e) et défini avec une hauteur différente h' qui vérifie h'(z) < h(z) < gh'(x)

siz € A(Q). A cette différence pres, cet énoncé donne

(#m5)

m—1

6
gg = 272 et S = 80_(r+1)

ol d est le degré de X dans IP% relié & celui que nous utilisons ici par d < deg X <
gm—ld‘

Il convient de rappeler que le cas particulier € = 0 correspond a la conjecture de
Lang, démontrée pour les tores par M. Laurent. Nous renvoyons & [Ev] pour plus
de détails sur les résultats antérieurs et les liens avec le théoréme du sous-espace.

Au dela de ’énoncé principal ci-dessus, nous pouvons donner un résultat partiel
a propos de I’ensemble

CTe)={zy |z €T,y e A(Q) et h(y) <e(1+ h(z))}

introduit dans [Ev]. Comme dans cet article, nous ne savons pas étendre la méthode
pour aboutir & un résultat effectif général concernant X (Q)NC(T,¢). Toutefois nous
pouvons améliorer [Ev, th. 1.7] dans le cas ou X est une courbe C. Nous notons

h(C) la hauteur projective de ’adhérence de C dans P%.

Théoréme 1.2 Soient T un sous-groupe de rang fini r de A(Q) et C une courbe
wrréductible de A qui ne soit pas la translatée d’un sous-tore de A. Si

-1

e < (2'%%229(deg C)** max(1,h(C)))

alors

CardC(Q) NC(T,e) < (2'29+22(deg C)** max(1,h(C))) .

Bien que dans la suite, nous ne démontrerons que les théoremes précédents sur
les tores, on peut transposer les améliorations apportées au cas de [R3] et obtenir
ainsi des analogues abéliens. Par exemple, en s’appuyant sur les calculs de [R3] et
les résultats de [DP2, IT], on peut établir la généralisation suivante du théoréme 1.2
de [R3] (que I’on retrouve avec ¢ = 0). L’ensemble I'* est défini comme {z+y | z €
T,y € AQ), lylz <e} ou|-|% désigne la hauteur de Néron-Tate associée & L.
Théoréeme 1.3 Soient A une variété abélienne sur Q, £ un faisceau inversible sur
A ample et symétriqgue, X un sous-schéma fermé de A et I' un sous-groupe de rang

fini de A(Q). Il existe un réel g > 0, un entier naturel S, une famille z1,...,Ts

d’éléments de X(Q) et une famille By, ...,Bs de sous-variétés abéliennes de A de
sorte que ¢; + B; C X pour 1 <i< S et siec<egg

S

X(@QnTf = J@i +B)Q)NTE.

=1



En outre, si L définit une polarisation principale de A, si h(A) est la hauteur théta
de A associé a L216 définie dans [DP2, II], si L est un corps de définition de (A,L),
si ho(A) = [L: Q) max(1,h(A)) et si m = dim X + 1, r = rangl', on peut choisir

—(202)™

10 2/g° (r41)°"
€9 = (2 ho(A)%/9 degLX) ) .

et S< (234h0(A)4/92 deg, X

Le plan de la démonstration du théoréme 1.1 est calqué sur celui des articles [R2]
et [R3] auxquels nous renvoyons pour plus de détails sur la méthode, nous contentant
ici de préciser les différences introduites par le passage des variétés abéliennes aux
tores d’une part et celui de I' & I'. d’autre part.

La premiere étape (partie 3) est consacrée a I’établissement d’une inégalité de
Vojta comme dans [R2] et suit donc les idées de Vojta, Faltings et Bombieri. La
principale différence avec le cas abélien vient de ce que A n’est pas propre. Nous
contournons cette difficulté comme dans [Vo] en considérant un éclatement de A
sur lequel on peut définir un faisceau convenable. Ceci modifie quelques détails
techniques, particulierement lors des estimations locales des dérivées de la section
considérée oli nous devons établir des lemmes auxiliaires plus précis. Jusqu’ici T’
ou I'c n’ont aucune influence puisque le résultat est valable pour tous les points de
X(@Q).

Dans les deux parties 4 et 6, ot I’on suit [R3], le fait que A soit un tore et non
une variété abélienne n’induit quasiment aucune différence tandis que la présence de
I'. influe. Dans un premier temps, il s’agit de vérifier que les arguments euclidiens
dans I' ® R de recouvrement par des boules ou des cones s’étendent a I'c (voir
principalement le lemme partie suivante). Ensuite, il faut garder trace, dans chacun
des arguments de [R3], de la valeur de ¢.

Les résultats de la partie 4, centrée autour d’une inégalité de Mumford, peuvent
s’appliquer partiellement & C(T',¢). Ainsi, en nous limitant au cas d’une courbe, nous
obtenons le théoréme 1.2 dans la partie 5.

Disons enfin que, comme dans [R3], nous avons besoin d’un résultat effectif sur
les points de petite hauteur, analogue & celui de [DP2, II]. Dans le cas torique, nous
utilisons [DP]; de meilleurs énoncés ont récemment été obtenus par F. Amoroso et
S. David (voir [AD]) mais ils ne permettent pas d’améliorer significativement les
théorémes précédents car les termes principaux proviennent de 1’inégalité de Vojta
(au moins pour S).

2 Notations et préliminaires

Nous fixons tout d’abord des notations utilisées dans tout le reste de Darticle.
Nous écrirons toujours n = 29 — 1 et, au vu du plongement de Segre utilisé, il est
naturel de désigner par Wg pour § € {0,1}9 les coordonnées de IP% ; parallelement
nous les noterons aussi W; pour 0 < j < n avec les conventions Wo = Wq, . o et
W; = Wg pour 1 < j < gsif désigne I’élément de {0,1}9 tel que B; =1 <= i =j.
Dans ce cadre, si g € {0,1}9, son complémentaire [ est défini par §; =1 — §; pour
1<j<y.

Lorsque X est un sous-schéma fermé fixé de A, entier m désigne dim X + 1.
De plus nous associons & un tel X deux nombres définis via son image fermée dans
P : son degré deg X et sa hauteur projective h(X) (voir [BGS] ou [R1]). I est
facile de remarquer, en écrivant deg X a I’aide de multidegrés dans (IP}Q)Q (voir par
exemple [R1, p. 103]), que deg X = 1 entraine que X est un translaté d’un sous-tore
de A de dimension 0 ou 1 et, par suite, que tous nos résultats sont triviaux dans
ce cas-la. Ainsi nous utiliserons dans quelques calculs deg X > 2. Enfin, ’ensemble
exceptionnel intervenant naturellement dans le contexte du théoréeme 1.1, & savoir



I’'union des translatés de sous-tores de dimension non nulle inclus dans X, s’appelera
Zx comme dans [R3] (c’est le complémentaire de ’ouvert noté X° dans [Ev] ou
[DP)).

Précisons maintenant la hauteur des points employée. Si F' est une partie finie
de @, sa hauteur se définit par

Z[K Q) o817l

ou K désigne le corps de nombres Q(F) et |F|, = maxger |z|, pour toute place v
de K. Nous étendons les notations |P|, et h(P) & un polyndéme P en 'identifiant &
la famille de ses coefficients. De méme la hauteur h(y) d’un point fermé y de P&

est celle d’un systéme quelconque de coordonnées. Cela fournit donc h: A(Q) — R4
et, si z € A(Q) =~ (Q*)? s’écrit (z1,...,z,), nous avons

g

h(z) = h(1,z:).

i=1

L’intérét majeur du choix de cette hauteur réside dans le fait qu’elle induit une
norme sur le Q-espace vectoriel A(Q)/A(Q)tors qui s’étend &

V=AQ) 2R = (AQ)/AR)tors) 2R

et que ’on notera |- | (mais on conserve la notation multiplicative sur V de sorte que
lzy| < |z| + |y| et |2*| = |A||=| si z,y € V et A € R). Si z et y sont deux éléments
non nuls de V, on utilisera une distance « angulaire » entre eux, associée a cette
norme, définie par
— a1
(.'E,y) = ‘.’L’ [ Y 1yl
Les arguments géométriques qui permettent de passer de I' & I'c sont contenus
dans le lemme suivant.

Lemme 2.1 Soient T' un sous-groupe de rang v de A(Q) et ¢ > 0 un réel.

1. Sip et p sont des réels avec p > 0, p > 0 et € < p/2p, il existe un ensemble
E CT tel que CardE < (4 + 3)"

{gel:||z|<ptc | J{zeTe|lay™| < p/u}-
yeE

2. Sic1 et cg sont des réels > 1 et si € < c3/8¢c1 alors on peut partitionner
{z € T | |z| > ¢3} en moins de ( + 8¢1)" ensembles dans chacun desquels
deuz points quelconques vérifient (z y) <ec L
3. Sicy > 8 ete < (10c;)~! on peut remplacer T par C(T,e) dans lassertion

précédente.

DEMONSTRATION : Il convient de noter que, dans le lemme 6.1 de [R3], on peut

remplacer la norme euclidienne par toute autre norme. On applique alors dans

IF'®R CV alensemble {z € T | |z| < p+ €} que 'on recouvre par des boules de

rayon (p/p) — €. Leur nombre est majoré par

+ IS A
(2;) EE+1> §<2 L2“+1> = (4p +3)".
1z 2p

En notant E ’ensemble de leurs centres, on obtient la premiere assertion: si z € T'.
et |[z] < ponaz=yzavecy €' et |z] < e donc |y| < p+ ¢ et par suite il existe
Yo € E tel que |yyy | < (p/p) — € ce qui donne bien |zyy | = |zyyy | < p/p.




Pour les deux autres assertions, nous appliquons le méme lemme & {z e TQ R |
|z| = 1} avec v = 4¢;. Il nous donne moins de (8¢1 +1)" boules de rayon 1/4¢; dont
nous notons les centres z;, ¢ € I. Alors on trouve

{zeD.|lo] 2 2} € o | (@) < (2e2) ).
iel
En effet si z appartient & I’ensemble de gauche on écrit z = yz avecy € T' et 2| < e.
1l existe i € I tel que ly' /1121 < (4e1) ' est-a-dire (y,2:) < (4¢1)~"'. Puisque
(x z;) < (z ,y) + (y x;) il suffit de majorer (z ,y). Or

(z,y) =

(yz) \yIZI Y [y]

o1+ iyl = w2l _
lyl+ —lel = ——F——F—— <2~
yZI |y| yZI || ||
Grace a ’hypothese sur ¢ ceci est bien majoré par (4c;)~!. Ainsi a-t-on I'inclusion
annoncée et il est clair que les ensembles de droite vérifient la condition imposée.

On raisonne de maniere identique pour C(T',e) jusqu’a (@) < 2|z2||z|7! ot ici
|z] <e(l+|y|) <e(l+ |z|+ |2]). On en déduit

— 2 1 2 1 2 1
@) < e +|£U|_ € +C3S ng
1-¢ || 1-¢ 3 101 — 1 8 ~ 4¢
avec les hypotheses |z| > ¢3 > 8 et ¢; > 1. On conclut alors de méme. [l

3 Inégalité de Vojta

Dans cette partie, nous établissons le
Théoréme 3.1 Soit X un sous-schéma fermé intégre de A. Il existe des réels

c1,c2,c3 > 0 de sorte que si xy,...,x,, sont des éléments de X (Q) vérifiant (pour
1<i<m)
(zi,wiy1) < 1/a
|ziv1] > calml
|z1] > 3

alors il existe i tel que z; € Zx(Q).
De plus on peut choisir les valeurs effectives suivantes

i = 8m(2mdeg X)mA¥(™—L
o = AP0 g
cs = A" Dmax(h(X),1)

ou l'on définit
A = max (12m? dim X (2m)™ 4™ X (n 4 1)(deg X)*™*+!(2m? dim? X)mdim X) /3
et, st u est un entier avec u < mdim X,

mdim X

b= ] Gi+D.

j=u+l

Afin de démontrer le théoreme, nous fixons un corps de nombres K de sorte que
tous nos objets (tels A, X, Zx, x;) proviennent d’objets correspondants sur K. Pour
le reste de cette partie, les notations désignent ces objets sur K. En particulier, on
a x; € X (K) pour tout i.



a) Choix des q;

On définit des entiers ay, .. . ,a,, par les conditions suivantes: a,, =1 et a;/a;+1
est entier le plus proche de |z;41]/|z;| (si1 < i < m—1). Cela entraine a;/a;+1 > c2

(car co est entier) puis
1\t
ailz;| > (1 — E) a1|z1|

m—1 m

C —a 2
Z lzfiz, 5| < _Zai|$i|.
C1

i=1 i=1

et (grace a 2cs > ¢1)

Nous allons montrer I’énoncé suivant.

Théoréme 3.2 Si les hypothéses du théoréme 3.1 sont vérifiées avec z; € (X \
Zx)(K) pour tout i alors il existe un entier v > m — 1 et une famille de sous-

schémas fermés intégres de X notée (Yi(u))u,i otl<i<metv<u<mdmX
de sorte que les conditions suivantes sont réalisées.

1. x; € Yi(u) C Yi(uﬂ) pour tous v < u < mdim X, 1 <3 <m.
2. 3, dim ;") = u pour tout u.
3. Siu # v, dim Yi(u) > 1 pour tout i et il existe j tel que Y}(”) = {z;}.
4. Pour tout u

m

[T deg(vi")) < (deg X)mA¥() !

i=1

et, pour tout 1,
deg(V;")) < (deg X)AV( L,

5. Pour tout u

iaih(yi(“)) < %Aw(“) (i ai) max(h(X),1).

i=1
Moyennant ce résultat, on montre aisément le théoreme 3.1 par I’absurde: en

effet, on aurait d’une part, pour un certain j,

m

1\’
S ah() > ash(fa) > ashlas) = afes] > (1- 5 ) aea
2

i=1

D’autre part, on a

m m—1 c

_3 2
E a; < E ¢ ' < T
i=1 i=0

C2
Ainsi, en majorant j par m et en minorant v par m — 1, on aboutit &

1-m
s < % (1 - i) (C—2) A=) max(h(X),1).

202 Cy — 1

Vu la valeur de ¢y le produit des trois premiers facteurs est au plus 1 (¢a > 2m + 1
suffit) et I’on en déduit bien, par définition de c3, une contradiction.

Nous établissons ce théoréme par récurrence sur . Si ¥ = mdim X on pose
Yz.(u) = X pour chaque i. Cela convient clairement (¢»(mdim X) = 1). Ensuite,
supposant les conditions réalisées jusqu’a u, nous allons définir des Yi(”_l) vérifiant



les conditions 1, 2, 4 et 5. Si de plus dim }Q(u) > 1 pour tout 4, la récurrence peut
continuer. Sinon on pose v = u — 1 et cela termine la preuve.

Ainsi allons-nous travailler & u fixé. Pour alléger, nous noterons donc Y; en lieu
et place de Yi(u) et, de plus, u; = dimY; et D; = degY;. En particulier u; > 1 pour
tout ¢ donc u > m. L’adhérence de Y; sera désignée par ¢;: Z; — P%. En premier
lieu, nous allons introduire des plongements modifiés facilitant la description des
Z;.

b) Plongements adaptés

Nous renvoyons & [R2, partie 4] pour les définitions. Nous aurons besoin de
généraliser un peu les résultats.

Tout d’abord, la démonstration du lemme 4.1 de [R2] donne immédiatement la
version plus précise suivante.
Lemme 3.1 Soit Z un sous-schéma fermé intégre de P qui vérifie la condition
ZNV(Wo,...,Wy) =0. On notew =dim Z, D = deg Z et f une forme éliminante
de Z. Pour p € K™ on définit P,(Xo,...,Xyut1) comme

F(XupaWo = X0 piXo Wi, XoWy — X1 W, ... . XoW,, — X, W)
Xé)uf(WO, e, W)

Alors P, est un polynéme homogéne de degré D dans lequel le coefficient de XuD+1
est 1, il s’écrit comme la puissance d’un polynome irréductible et le polynome

Pu(WO; e ,Wu, Z/J,,W,)
=0

est élément de l'idéal de Z.

En vertu de la proposition 4.1 de [R2], nous fixons pour tout sous-schéma fermé
integre ¢: Z — P une matrice M € GLp41(K) & coefficients dans {a € Z |
la| < max(D,2)/2}. L’automorphisme défini par M est noté x:P% — IP%. Nous
choisissons de désigner par Wy, ..., W, les coordonnées de IP% & la source de x et
Vo,---,Va au but. De la sorte, si m; ; sont les coefficients de M et m; ; ceux de
M1, on a, via Y, les relations

n n
Vi = Zmi,jo et W; = Z’I’T’L@J‘Vj.
j=0 =0

Nous étendons & présent le lemme 4.2 de [R2] de fagon & contréler les hauteurs
de relations de dépendance aussi bien pour les V; que les W;.

Lemme 3.2 Avec les hypothéses et les notations qui précédent, il existe 2(n + 1)
polynémes homogénes de K[Xy,...,Xyy1] de degré D dans lesquels le coefficient de
XuD+1 est 1, chacun égal a la puissance d’un polynome irréductible de telle sorte que

1. si B désigne la famille de tous leurs coefficients on a
h(B) < hy(Z) + D(u+ 1)log D(n + 1)

2. pour tout j, 0 < j < n, les polynomes P;(Vy,...,Vy,,V;) et Q;(Vo, ..., Vo, W)
sont éléments de l’idéal de x o p(Z).
DEMONSTRATION : Avec le lemme précédent, il suffit de remarquer que, lorsque
I’on spécialise

n
Lj = Xus1Vo — Y i Vi Xo,
k=0



on trouve
n
Lj(M-) = (Zmo,z’Vz’> = V;Xo
i=0

et donc que ; s’obtient également en spécialisant chaque variable de f en un
élément de la forme aXo + bX; avec a,b € Z, |al,|b] < max(D,2)/2 et 1 < i <
u+ 1. ([l

Nous appliquons ceci aux schémas Z; : nous disposons donc de matrices M;, d’au-
tomorphismes x; et de polynémes Pj(i) et Q(-i), la famille de leurs coefficients étant
désignée par B;. Pour distinguer les facteurs du produit (IP%)™, les coordonnées
du i-eéme seront notées Wo(i), e ,WT(Li) ou Vb(i), ... ,Vrsi) selon que ’on considere la
source ou le but de y;. Par exemple, le polynéme de Qg-i)(VO(i), eee ,V,ff),Wj(")) est
élément de 'idéal de x; o p;(Z;).

Nous notons encore wy) et v les images respectives de WJ-(i) / Vo(i) et Vj(i) / Vo(i)
dans le corps des fonctions K (Z;) (de sorte qu’en particulier ces éléments sont
liés par la relation matricielle (v(®) = M;(w®)). Finalement, le morphisme fini
Z; — P défini par V;)(i), - u(’) s’appelera m; et b; ; sera l'entier tel que Qg-i) est
égal & un polynome irréductible élevé & la puissance b; ;.

Le but va a présent étre de montrer la
Proposition 3.3 Dans le cadre décrit ci-dessus, il existe un indice i (1 <i < m)
et un polynome homogeéne U € K[Vb(i), . ,V,ff)] tel que

- xi(z;)) e V({U);

- xi(Y;) £ V(U);

— degU < A3w¥(u) ¢

- a;h(U) est au plus

(8 deg X)L AGuFI¥(w)+3m—1 (Z a,> max(h(X),1).

=1

Pour démontrer le théoreme 3.2 & partir de cette proposition, nous suivons exac-
tement [R2, p. 119]. Les assertions 1 & 4 sont vérifiées de méme et la cinquiéme
s’obtient par

Dia;h(U) + DiA** ™ log D;(n + 1)(u; + 1) + Div/n + A**¥) Y " a;h(V;)

i=1

<

DN | =

A(3u+4)’d}(u)+3m72 (Z a[) max(h(X),l)

1=1
puisque (3u + 4)(u) +3m — 2 < (Bu+ 3m + 2)¢(u) < (6u + 2)P(u) = 2¢(u — 1).

La forme de cette proposition permet d’éviter de faire la construction générale
dans un certain nombre de cas dégénérés.

On note (x(()i), .. ,xsf)) € K™ un choix de coordonnées projectives de ¢(z;) et
(z(()z), .. ,z,(f)) de méme pour x; o v;(z;).

Lemme 3.3 Pour démontrer la proposition précédente, on peut supposer que les
trois assertions suivantes sont vérifiées pour chaque 1 < i < m.
1. Le morphisme m;: Z; — P est étale au point x;.
2. z(()i) # 0.
3. Pour tout j .
ot (0 a0

8XZZ’_-’7_1 ,zéz) P 72;(()1) JZ(gZ)



DEMONSTRATION : En effet, si ce n’était pas le cas, la proposition serait satisfaite
avec pour U ou bien le discriminant de PLE?JFI(V;)(Z), . ,Vu(f),-) ou bien VO(Z) ou bien
le résultant de ng)(VO(z), . u(l),) et de sa b; j-eme dérivée. On constate que ces
polynomes sont tous de degré au plus D? et de hauteur au plus 2D;h(B;) +8u; D3 <
2D;h(Y;) + 16nu;D?, ce qui donne facilement les estimations de la proposition. [

Dorénavant, nous supposons que les assertions du lemme sont vérifiées. En chan-
geant le choix des arg.') et zj(.'),
M;(z(D). En outre, chacun des Y; est un schéma intégre et a un point rationnel lisse
z;. Par conséquent, il est géométriquement integre. Par suite, le produit Y1 x---xY,,
est integre.

A partir du paragraphe suivant, on note P = (P%)™ x (P.)9(m=1) et les coor-

nous pouvons donc imposer z\) = 1 et (2()) =

données d’un facteur P, seront Tj(fg et Tj(’i1 pourl1<i<m-letl1<j5<g.

c) Le faisceau inversible

On considere le morphisme 3: A™ — A™~1 donné sur les points par

B(x1,. . sTm) = (7 25 %2 25223, .. oo, o™)

Nous avons besoin d’une compactification de A™ & laquelle on puisse étendre f.
Pour cela, on part du graphe de 8, qui est un sous-schéma fermé de A™ x A™~!, et
I’on définit A comme son adhérence dans IP. Bien entendu, la premiere projection
A — (P%)™ est un isomorphisme au-dessus de A™ tandis que la seconde A —
(P1)9(=1) étend B. On verra donc A™ comme ouvert de .A. En particulier, on
associe ainsi 4 Y7, . . .,Y,, le sous-schéma fermé ) de A, adhérence de Y7 x- - - XY, (de
maniere équivalente ¢’est Padhérence du graphe de la restriction de 83 Y7 X+ --xYy,).

C’est sur ce schéma ) que nous allons travailler. Il faut noter que, par rapport
a [R2], des complications surviennent du fait que ) est défini & l’aide des entiers
a; (dont les estimations ne doivent pas dépendre). En revanche, ce procédé fait que
les faisceaux inversibles utilisés s’écrivent plus simplement : nous n’aurons en effet
besoin de considérer que des restrictions & ) de faisceaux sur P.

Pour écrire ces faisceaux, nous notons p;: P — P} pour 1 <i<met g;;: P —
Pl pour 1 <i<m—1et1l<j<gles différentes projections. Pour b € Z™ et
b € 7Z, nous posons

m m—1 g
o) = Q) p;om:) ® R X a;,;00)
i=1 i=1 j=1

considéré comme faisceau sur P, A ou ). Avec cette convention, nous pouvons
introduire le faisceau qui sera au centre de la démonstration: il est associé a un
couple (g,d) € Q x N tel que de € Z par

Qe 0,04 = O(—eda,d)

(ou a désigne le m-uplet (a1, ...,a,) € Z™). Le parametre d apparaissant ici est
destiné & tendre vers l'infini: dans la suite les notations o(-) et O(-) se réferent &
cette limite.
La construction de Y est évidemment donnée de manieére que la hauteur associée
& Q. 4,4 permette d’exploiter les hypotheses sur les z; (voir plus bas) ; & part ce fait,
on en emploiera essentiellement les deux conséquences suivantes:
— le faisceau O(2a, — 1) sur A a une section globale s qui ne s’annule en aucun
point de A™.
En effet elle s’obtient facilement a l’aide des relations
Tj(,? 0% O(z Wj(z+1

) @i ) @it1

— T O D



valables sur A pour tous i,j (avec 1 <i<m —1et 1 <j < g). De maniere
précise, pour w € {0,139~ on impose que la restriction de so & ouvert

AN @™ x T, +(z;.ﬁgl_j) soit

m—1
a am N ag ; a; —1
W T (wi w78,
i=1 j=1

dont on vérifie qu’elle ne s’annule pas sur A™ (qui est contenu dans tous ces
ouverts).

— on a la minoration du nombre d’intersection suivant :

000" ¥ > [[ e

Cela découle de [Vo]: par homogénéité ([Vo, théoreéme 5.5]) on peut supposer
= 1 pour chaque i; dans ce cas il reste a voir que la restriction de 8 a

Y] x -+ x Y, est génériquement finie: cela suit de [Vo, 5.1] ou bien d’une
démonstration entierement identique a [R2, lemme 2.1] () n’intervient pas).
C’est ici que ’on utilise Y; ¢ Zx.

Avec ces préliminaires, nous pouvons énoncer le résultat-clef sur le faisceau Qc 4.4,

qui exprime Dexistence de suffisamment de sections globales.

Proposition 3.4 Sie <u '(2m) “[[in, D; ", il eziste dy € N tel que si do | d

’LL

dimg T(V, Qe 0,4) H o@@“™).

DEMONSTRATION : Notons ici N, = O(a,0) de sorte que l'on a
Wal* Y =l H Dt

On consideére un sous-schéma fermé H de Y d’idéal N1 et tel que sojm # 0 (i
suffit de prendre une section hyperplane rencontrant A™). Pour tous dg | d on a:

de—1
dimg T(V,Qc 0.a) > dimg T (y,o (dia,d)) — Y dimg D(H,0(~ja,d)).
0

j=—d/do

Grace & so g, on a une injection O(—ja,d) = N®??~7 qui permet d’écrire

i i 1 U71 'l u, u—1
dlmK F(H,O(—Ja,d)) S (1 + %> H +0 d )
1+L u—ldu—l sz uz+0(du 1)
2dy 2eu! U
tandis que
d/do)*
dimy T (yo ( a4 )) = O 1o gy v + 0@
0 H

- & ([0(0,1)]“ D+ Pl(d—lo)) +0(d )

u!
% (1;[1 a;.“) (1 + Pﬁ%)) +0(d* ™)

10
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ou P, et P, sont des éléments de TQ[T] indépendants de d. En combinant nos
estimations, on peut donc minorer dimg I'(Y, Q¢ 4,4) pPar

(et ) (14 22y~ (145 - df L) +o@
ul (1% *Ndo 2do 2de

j=—d/do

et ceci donne le résultat en fixant dy assez grand. O
Désormais, on considére un entier dg fixé comme dans ’énoncé et ’on supposera
toujours que d est divisible par dy. On pose également ¢ = u~*(2m) % H:L Dz._l.

d) Section globale de petite hauteur

Nous allons exploiter la suite exacte

0— Qeaud— P O(ad = @ O +e)a0)
ke[o,n]™ k1,k2€[0,n]™

ou les morphismes sont définis par

m i d(1+€)a;
B(s) = <5®®WI§,-) )
k

i=1

et
m o d(14€)a; m o d(14€)a;
U((sk)r) = <3k1 ®sfi® ® W,S:) — Sk, ® 557 ® ® ngz) )
=1 i=1 k1,k2

so étant la section de O(2a, — 1) définie au paragraphe précédent. Il est clair que
cette suite est exacte sur A et il en va de méme de sa restriction & ) puisque la
multiplication par sg reste injective.

En premier lieu, ® nous permet de représenter une section de Q. 44 par des
polynomes. En effet, si d est assez grand, I’application

0:T(P,0(da,d)) —s T(V,0(da,d))

est surjective et ’espace de gauche s’identifie avec 'espace des polynéomes en W, T
multihomogenes de multidegré (da,d) (avec la méme convention d’écriture que pour
les faisceaux). Nous choisissons, une fois pour toutes, une famille de monoémes de
multidegré (da,d) en W, T dont I'image par © est une base de I'(),0(da,d)) sur K
et nous notons F ’espace qu’ils engendrent.

Nous dirons qu’une section s € I'(V,0; 4,4) est représentée par une famille de
polynémes Fj, € E, k € [0,n]™, si ®(s) = (O(Fy))x. Avec cette convention, le but
de ce paragraphe est d’établir
Proposition 3.5 Il existe une section s € I'(V,Q¢ 4,4) non nulle représentée par
une famille F = (Fy)y dont la hauteur vérifie

B(F) < d20™+2 (4 + £)(3m)" (ﬁ Dz-> S ai(h(By) + log(2u; + 2)) + ofd).

L’application ¥ ci-dessus fournit le systéme a partir duquel un lemme de Siegel
donnera le résultat : 'espace des inconnues est F' = @, E, celui des solutions F' =
T'(Y,Qc,q,4). Ainsi exposant de Dirichlet du systéme sera

_ dimF — dim F’ dim F
a dim F! = dim F"’

11



Gréce & sg on a une injection O(da,d) — O(3da,0) qui permet de majorer dim F' =
(n+1)™dim E par
(n+1)™ dimT(Y,0(3da,0)) = (n + 1)™ [ | u—j(3da,-)ui + 0(d*1).
=1 i
D’autre part, le choix de € permet d’appliquer la proposition 3.4 qui minore dim F”’
et ’on obtient

m
¢ <4(n+1)"™(3m)" H D; +o(1).
i=1
Primitivement le systéme qui nous intéresse est donné par ¥(0©(Fy)i) = 0. Dans
cette écriture le terme en facteur d’une inconnue donnée (un coefficient de I'un des
Fy) est de la forme £0©(m) o m est un monoéme (sans coefficient) de multidegré
d(4 4+ €)a en W (puisque la puissance de so dans ¥ est choisie de sorte & faire
disparaitre les variables T'). Ici, et dans la suite, nous notons encore © I’application
(P, 00,b)) = T'(Y,0(b,b')) pour tous b,b'.
Pour transformer ce systéme, nous appliquerons la technique de [R2, paragraphe
5.5]. Ainsi grace au lemme 5.3 pour un mondéme m comme ci-dessus on peut écrire

O(m) = © (2 Qm,k(V)W““]>

kex

ks j N
olt 'on note K = {k € NUm | k; ;< D}, W = T2, [T1, W et V la
famille des Vj(’) avec 0 < j < u;, de telle sorte que

m

h(Qumk)mk) < d(4+2) > ai(h(Bi) +log(2u; +2)) + o(d).

=1

Il est loisible d’appliquer ce lemme puisque les Wj(i) satisfont des relations de
dépendance relativement & f/, données par le lemme 3.2, dont h(B;) borne la hau-
teur. Le seul changement concerne le nombre de variables mais ici le terme corres-
pondant disparait dans le o(d).

Pour conclure, il faut multiplier toutes les équations par un polynéme Ry choisi

de sorte que, pour tout k € K, on puisse écrire

~ i l;
oRyWHy =0 Y S]]V
te[ [l0.D:]

Puisque les coefficients apparaissant ici ne dépendent pas de d, cette manipulation
ne modifie la hauteur que par un terme o(d) et, par suite, dans le systeéme final la
hauteur d’une ligne se majore par

d(4 +¢) Em: ai(h(B;) + log(2u; + 2)) + o(d)

(les lignes du systeéme sont obtenues comme coefficients des monémes en V qui sont
linéairement indépendants). Par application du lemme de Siegel ([R2, lemme 5.4]),
on trouve une famille F # 0 avec

h(F) < ¢Cd(4 +¢) i ai(h(Bi) + 1og(2u; + 2)) + o(d)

i=1

et la majoration de { donnée ci-dessus entraine la proposition.
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e) Estimation locale des dérivées

Soit P un polynome & coefficients dans K en ¢q groupes de variables. On note n;
le nombre de variables dans le i-eme groupe et d; le degré de P en celles-ci. Alors
pour une place v et tout entier b > 1 on a

q v
1Py < (H(nz + 1)3‘”'/2) Py,

i=1

(on procede comme dans [L, ch. 3, prop. 2.12] en utilisant en une place infinie

wnsoim+w)mW)

i=1

pour la mesure de Mahler m(P) de P). On rappelle que €, = 1 si v est infinie et
€y = 0 sinon.
On a alors la généralisation suivante du lemme 6.1 de [R2].

Lemme 3.4 Soient u et b des entiers > 1, Xq,...,X,,Y des indéterminées, P un
polynéme de K[X)Y] = K[X1,,...,X4,Y] qui est la puissance b-éme d’un élément
de cet anneau, L une extension algébrique de K(X) ety € L un élément tel que
P(X,y) = 0. On suppose qu’il existe un morphisme de K -algébres p: K[X,y] - K
tel que p(X;) = 0 pour 1 < i < u et on désigne encore par ¢ son extension lorsqu’on
localise en Ker(p). On note (d;: L — L)i<i<u les K-dérivations caractérisées par
di(X;) = 6i; et lorsque k € N* on note d* = df* ---di* et 0" = Ld". On pose
R = %% et on suppose p(R(X,y)) # 0. Soient maintenant v une place de K,
a € K tel que |o(y)]|y < |aly et K € N*\ {0}. Alors on a

|P(X,aY)], (2|k|—1)/b
2)

wwmuswxﬁmm@wﬂﬁmf”%waﬁfar

ot D majore a la fois degx P et degy P et

fL(w.D) = (2u + 4)D (D:“)z (D; 1>2.

DEMONSTRATION : Pour a = 1 et b = 1 le lemme 6.1 de [R2] donne l’estimation
sans le facteur (2u + 2)3P/2. Pour a = 1 et b > 2, on écrit P = P, et Pon applique
ce résultat & P;. La formule pour P s’en déduit car si Ry = OP; /0Y on a en dérivant

R=R)+PQ
avec un certain polynome @ donc R(X,y) = R1(X,y)® et par ailleurs
|P1|v < (2u + 2)3E“D/2b|P|v

puisque P; est de degré au plus D/b en chacun des deux groupes de variables. Enfin
on passe facilement au cas général en remplacant y par y/a et P par le polynéme
P(X,aY). O
L’introduction du parametre b nous permet d’appliquer ce résultat aux po-
lynémes Qy) (voir ci-dessous). L’utilité de a apparaitra au paragraphe suivant :
nous y majorons le produit des dérivées de différents facteurs qui ne sont pas de
norme au plus un tandis que c’est le cas de leur produit.
Puisque 7 est étale en z, on peut trouver un voisinage U de z tel que Qp/x
(4)
)

ait pour base la famille (dvj ijavec 1 <i<metl<j<uy. On note ng) les
J

13



dérivations correspondantes (81);1-) (vyl)) = 0;,#0; ;1) et on pose pour [ € N%
. el 1
o =TI (9,0) -
j=1

Par application du lemme précédent, on a:
Corollaire 3.1 Si v est une place de K, 1 < i <m, 0< j <n,l € N% et
ne{-1,1} ona

o (w") (@) <

v

(2[1=1)/bs,5

‘Qm (130 + 20, X, + zﬁi’aw(”y)
éMHQiQE(L#%Mxﬁw?)

. bij
bl’]! X'Uiil

fa(ui,Dy)= !
v

v
ou fa(u,D) = fi(u,D)(2u + 2)*P/2,
DEMONSTRATION : Pour 7 = 1 ¢’est une application directe du lemme avec X =
v,(c') (z) 1<k<u),y= w(') eta = :1:( ) (¢ étant I'évaluation en z). Pour p = —1,
il faut cons1derer le polynome réciproque de Q]-t) en X,,+1 et on a le résultat en
reliant sa dérivée a celle de Qg-i). O
Ceci nous amene & poser (1 <i < m)

n [0 bi,g obis QLY bisd

7=0 u; +1

Lemme 3.5 Sous les hypothéses du corollaire précédent

201| qi )7 )" () 2ol
ci| it (wy) ) ()| < ‘fﬂgz) ‘ fs(ui;Di;”)E”‘ll (|Bz'|v max |ar§;)‘ )
v v v

0<k<n
D+u\? p(D+u+1\>"
fs(u,D,n) = f4(u,D) 4P ((n +1)D)*(+HD,
u u+ 2
DEMONSTRATION : L’un des facteurs de ¢; est utilisé pour supprimer le déno-
minateur apparaissant dans le corollaire. Il reste un produit de facteurs & majorer:
les estimations procédent comme dans le lemme 6.2 de [R2] excepté que 1’on utilise

ol

MOLEIPNO , ,
] 7(2 (LZY)J s qu(],) 7'775'1)) S

| b;,
bz’] ’ X’Ui il

v

| \D
xg-z) v)
Debught) < 2bi(Pifw)

yee oy u; 5
v

D;+u;+1
|Bbmw(
u; + bi’j +1
: D;+ui+1 Di+u;+1\bii
pUIS (ui+b’:‘,]’+1) — ( uiiQ )
majore la quantité de ’énoncé par

4

. En utilisant encore ( , ceci

J

('Bz|v max( )[R

(0
),

(ﬁ*UhDhnXOI+1)Dy2m+nD)““lX

) 2(n+1)|1]

wscz)‘ puisque (2(9) = M;(z)). O

(1)

i)
1

| (l)

P
v

et I’on conclut par < (n+1)D; maxo<i<n
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f) Minoration de I’indice

Nous notons ¢ I'indice en z et relativement & 3da de la section s € T'(Y,0Q¢ 4.4)
donnée par la proposition 3.5. Nous montrons alors
Proposition 3.6 L’indice o vérifie la minoration

3
> 1).
7= 12(n+1)maxiDi +O( )

Nous introduisons des notations analogues aux w(’) pour le deuxiéme groupe de

facteurs de IP: Tl(? sera I'image de T} ? / Tz(lo) dans le corps des fonctions de ). Nous

désignons aussi par (tl(g,t( )) 1 un choix de coordonnées pour B(z) € (Pk)9(m—1)

de sorte qu’en particulier Tl(l) (z) = t(Z /t(z)
De la définition des polynomes Fk representant s, il suit que la section a de Oy
sur un voisinage de x définie par

m -1
A (14-€)da;
a= (H w,g?( ) ) Fr(w,7)

i=1
ne dépend pas de l'indice k € [0,n]™ et, de plus, les indices de s et de a coincident.

Par définition de o, il existe k € []7"; N tel que 7", 4% = 5 et, si D =

[T, 8%*¢, alors Da(z) # 0 et les dérivees d’ordre inférieur s’annulent. Ceci permet
d’écrire pour tous k,j € [0,n]™ et j' € {0,1}9(m=1)

m—
()dal (i) 9
0TI,
Da(z) = & — =L =1 D (Fk (—, )) (z)
(z-)(l—i-s)dai j
Hmki
i=1
(4) wsf)/w(-i)
e, i

ou la notation sous-entend que le i-éme groupe de w/w; est w(()i) fw;.
et de méme pour 7 et j'.
Nous pouvons maintenant relier ce calcul & la quantité

m
—de z Clz|.CL'l|
i=1

qui est la valeur en z de la hauteur associée & Q. , 4 (compte tenu des plongements
choisis) et qui vérifie, d’apres le choix des entiers a; et la valeur de ¢y,

¢<d2ei||<3de§:||
—— ailzi| < —- ailz;).
= cl P (] | = 4 p (3 K3

m—1

—Qi41
'T $z+1

i=1

En effet

¢ = mz Zg:dh GESE f:eda,-
i=1

h (:L'(()i), - ,:cg))
i=1 j=1
-1
_ [K Qv sdaq (Z) d
= L Ew K : Q] log Hm]“ H b
v i=1 =1 v
ou les indices j, et j! sont choisis de sorte que ‘mg?‘ = mMaXo<ik<n m,(j) et
’ v v

t(l)

’Ju”

= max
v

‘t(l)

)
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Par conséquent, grace a la formule du produit pour Da(z) € K*, on a

—p = Z[ log D (FU (%T: )) ()

h(F) +10gd1mE+Z K g]]

v

o(o(z2)o

oll m parcourt les éléments de la base de E que l’on a fixée, qui sont des monomes
de multidegré (da,d). Puisque si 8,y € {0,1}9

i i)\ % (i+1)
bt ()" (o
» = \o@) | @
vy

=1 Tlale

IA

log max
m

v

i1

on peut écrire

m 6da;
(z) X
" (w]u Tn) H H

i=1 =1

avec vy € [0,n] et gy € {—1,1}. Par la formule de Liebniz,

o(o(32)-fiz e

i=1 (1) =1
ou la somme est sur toutes les familles d’éléments [, € IN% avec E/\ f In = Kk;. Le
nombre de telles familles est au plus 2!%i1+64ei%: tandis que la valeur absolue de la
dérivée est majorée par le lemme 3.5. En remarquant qu’il résulte du choix de j, et

Jy que

m 6da;

11"

i=1 =1

v

puis en utilisant la formule du produit pour les ¢; on aboutit a

—¢ < h(F) +logdim E + ) (6da;u; log 2

i=1
+|ri|(log 25 (us,Di;n) + 2(n + 1)h(B;i) + 2(n + 1) Dilzi]))-

En faisant encore intervenir la majoration de ¢, le fait que dimE = o(e?) et
Vinégalité |k;| < 3da;o, cela donne

(32— 000+ DmaxD,) Y- o <

i=1

m
(T + Z a;i(6u;log2 + 30 log 2fs(ui,Di;n) + 6(n + 1)oh(B;)) + o(1).
i=1
On remarque que l'on peut facilement écrire log 2 f5(u;,D;,n) < 8(n + 1)D;log(n +
1)D;. Nous concluons en raisonnant par I’absurde c’est-a-dire que nous supposons
o < €(12(n + 1) max; D;)~!; alors

—C3 (Zaz> < == +

a; (6uz log2 + 2¢log(n + 1)D; + h( )) +o(1).

it
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Vu la valeur de c3, nous obtenons facilement une contradiction en remarquant que
1 < A¥(®) ¢t en utilisant le

Lemme 3.6 Les majorations suivantes sont vérifiées :

Za, )+ A) <A@ (Z @i ) max(h(X),1)

i=1

h m
% < (32mdeg X) LA3Y(W+3m-1 (Z a,»> max(h(X),1) 4 o(1).
i=1
DEMONSTRATION : Pour la premiére inégalité, h(B;) est majoré par le lemme 3.2
tandis que

1
Di(u; +1)logDi(n +1) + A < 5AWu)
en majorant largement. La seconde s’en déduit si ’on note que, vu la valeur de A,

on a
32m(deg X)™ 1292 (4 4 £)(3m)* < A3™.

g) Théoréme du produit

Nous allons appliquer le théoreme du produit au but du morphisme fini 7: Y —
Py x --- x PE". Tout d’abord, on remplace s par une section sur ce but, via un
calcul de norme.

Lemme 3.7 Il existe une section globale G de

o((1i=)

sur PP x --- x PR d’indice au moins égal 4 o au point nw(x) relativement & 3da
et telle que

G)< (ﬁ Di> ( )+ BdZ a;(h(B;) + log(2u; + 2))) + o(d).

DEMONSTRATION : La section

(z) (1+5)da1

5509 ® ® Wy € T(Y,0(3da,0))

i=1

est représentée par un polynéme en W de méme hauteur que Fp. En appliquant le
lemme 5.3 de [R2] & ce polynéme, elle est également représentée par un polyndme

de la forme X
> G(VywH
kek

avec

M(Glvex) < h(Fo) +34> as(h(Br) + log(2u; + ) + o(d).

i=1

Il en découle que la norme de Zke,c G (0)w*! s’écrit G(9) pour un polynoéme sa-
tisfaisant toutes les conditions de 1’énoncé. O
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On applique alors le théoréme 7.1 de [R2] (théoréme du produit effectif) au
polynéme G ainsi obtenu avec ' = 7(z), &' = 3d([[~, Di)a et g9 = mA~3¥W,
L’indice de G par rapport & §' est au moins

m -1 E
D; >
([{ ) 7= 12(n + 1) (I, D:) max; D;

2
m
= | 12u(2m)*(n + 1) (H Di> max D; > 0p.
K
i=1

On a d’une part 0;/6;,; = ai/ai1 > co2 > (mao_l)“ et d’autre part o¢/m <
A3 < (2m? dim? X)~mdimX < (242)=% Ceci montre que toutes les hypotheses
sont satisfaites et ’on obtient donc un polynéme U vérifiant les conditions de la
proposition 3.3 si, pour la hauteur, on utilise les estimations du lemme 3.6 pour le
terme principal (provenant de h(F)) et si l’on traite les termes secondaires comme
dans [R2].

4 Inégalité de Mumford

D’aprés [DP], on connait existence d’une fonction ¢ de deux variables, ne
dépendant que de l'entier g, telle que pour tout sous-schéma fermé intégre X de A

Card{z € (X \ Zx)(Q) | |z| < ¢(dim X,deg X)} < ¢(dim X, deg X).

Quitte a laugmenter, nous allons supposer que cette fonction g est croissante en
chacune de ses variables et que pour 1 < d < get D > 1on aq(d—1,29D%?) <
q(d.D).

Nous introduisons ensuite une fonction f de trois variables par

f(ra.D) = ((2*D)¥Pg(@.0)) "

ol pour un entier d > 0 on note

d*+d
€d)=2(d+1) J] Bi+1).

j=d

En vertu des propriétés de ¢, la fonction f(r,d,D)/D est croissante en chacune de
ses trois variables et vérifie f(r,d — 1,D?) < f(r,d,D).

Aves ces notations, le but de cette partie est de démontrer le
Théoréme 4.1 Si X est un sous-schéma fermé de A, T' un sous-groupe de rang r
de A(Q) et e un réel vérifiant 0 < & < (2¢(dim X, deg X))~ alors

Card(X \ Zx)(Q)NTe < f(r,dim X, deg X).

Nous établissons ce théoréme par récurrence sur la dimension de X. Si elle est

nulle, le résultat est immédiat puisqu’alors Card(X \ Zx)(Q) NT. < Card(X \
Zx)(Q) = deg X < f(r,0,deg X). Nous supposons donc le théoréme acquis pour
tout schéma de dimension au plus dim X — 1 et nous allons le prouver pour X en
supposant de plus que X est integre. Cela est suffisant car, si X n’est pas integre,
on applique le résultat & chacune de ses composantes irréductibles Vi,...,V;: la

condition sur € est vérifiée par croissance de ¢ et I’'on conclut grace a

¢
Zf(r,dimVs,deng) < f(r,dim X, deg X).

s=1
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Nous considérons donc dorénavant X, I et € fixés comme dans le théoreme avec
X integre de dimension non nulle. Nous avons alors la généralisation suivante de
I'inégalité de Mumford.
Proposition 4.2 Soient ¢, = (dim X)(deg X)™ et x € X(Q) tel que |z| > c3. Il
existe au plus
f(r,dim X — 1,(deg X)™*1)

points y € (X \ Zx)(Q) NT. tels que

— 1

< R

(zy) < o

1
- < |z
|lz| = lyl| < o ||

DEMONSTRATION : Nous suivons la méme démarche que dans [R3]. La proposition
3.3 de ce texte est valable telle quelle dans le présent cadre en remplacant I' par T'; :
dans la démonstration il suffit de vérifier que ’hypothese de récurrence s’applique
bien au fermé V, (condition sur €) et cela découle de 'inégalité q(e,(deg X )?™~17¢) <
g(dim X, deg X) pour e < dim X — 1. Pour établir ’analogue de la proposition 3.4,
ou n’interviennent ni I ni £, notons d’une part que

oo < (2 + ) la
C1 Cq

si (ml/,\x) < c;t et d’autre part que les formules d’addition de A sont de bidegré (1,1)
et de hauteur 1. Par suite, si z est un point isolé de X N x:cl_lX n---N m;gi}nXX,
il vérifie

o] < (deg X)4m X (h(X) + %(dimX)(h(X) + (deg X) (é + é) ||

+2m(deg X) log(deg X)(n + 1)))
puis

(deg X)—™ 1 1
— - — — — — | <2h(X 1 X 1).
o (o — g~ ) < 2000 + mlogdeg X)(u -+ 1)

Avec la valeur de ¢4 et ¢; > 2¢4 on trouve

|z| < 4(dim X)(deg X)™(2h(X) + mlog(deg X)(n + 1)) < cs.

En combinant avec ’inégalité de Vojta, nous trouvons:
Corollaire 4.1 Si N = 2mcacs(1 + 8¢1)" f(r;m — 2,(deg X)™+1) on a

Card{z € (X \ Zx)(Q)NT.||z| >e3} <N.

DEMONSTRATION : Puisque ¢ < 1 < ¢3/8¢; la dernitre assertion du lemme 2.1
s’applique et donc les points considérés sont répartis dans au plus (1 + 8¢;)" en-

sembles dans chacun desquels deux points quelconques vérifient (;,Z) < ¢t Dans
un tel ensemble on ordonne les points en zg,21,%2,... de sorte que |z;1| > |z;]-
Par la proposition ci-dessus, on a |z > (1 + c;')¥z;| pour i,j > 0si k =
[f(r;m — 2,(deg X)™+1)]. On remarque (1 + ¢;*)22¢ > ¢ done [2(s41)(zkesen)| >
C2|Ti(2keqcq)|- Par conséquent cette suite contredit le théoreme 3.1 si Tompeye, €St
défini et cela donne la borne de 1’énoncé. O
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1l reste & supprimer la hauteur de X (dont dépend ¢3) dans cette formule. Pour
énoncer le résultat, nous notons M = [f(r;m — 2,(n + 1)(deg X)?)] puis v = (n +
2)™(deg X)A2¥(m=1) et ¢c5 = 3ylog(n + 1).

Proposition 4.3 Si y € T' et si zg,...,xpm sont des points distincts de (X \

Zx)(Q)NT; alors

Card{z € (X \ Zx)(@) NT. | |oy™"| > v max |z~ +c5} < N.
0<i<M

DEMONSTRATION : On applique le lemme 3.1 de [R3] & y~' X et a 'ensemble de

points S = {z;y=' | 0 < i < M}. L’hypothese en est vérifiée car si Y C y~1X

satisfaisait dimY = dim X —1, deg Y < (n+1)(deg X)% et S C Y(Q) on trouverait

pour Y' = yY que e < (2¢(dimY’,degY"))~! et donc Card(Y'\ Zy/)(Q)NT. < M

ce qui est absurde. On combine alors la majoration obtenue pour h(y~1X) avec le

corollaire précédent appliqué lui aussi & y~1 X (ce qui est loisible car yI'. =T.). O
Le théoreme 4.1 découle maintenant du

Corollaire 4.2 Le cardinal de (X \ Zx)(Q) NT. est majoré par
N + max((8y + 3)" M,q(dim X, deg X)" 1 (9¢5)").

DEMONSTRATION : Nous supposons ce cardinal au moins égal & N + (8y+3)"M +1
et notons c¢ le plus petit réel positif pour lequel il existe y € T tel que

Card{z € (X \ Zx)(Q)NT. | |2y | >c} < N.

Nous allons appliquer la premiére assertion du lemme 2.1 pour recouvrir {z €
T | |lzy~!| < ¢} d’abord par des boules de rayon ¢/2y (nous en aurons moins de
(8y + 3)") puis par des boules de rayon g(dim X,deg X)~! (en nombre inférieur
& (4cqg(dim X, deg X) + 3)"). Dans le second cas c’est toujours possible car ¢ <
(2¢(dim X, deg X))~! tandis que dans le premier cas il faut supposer ¢ > 4ve. Si
cela est vrai, on trouve une boule de centre y' € T et de rayon ¢/2vy contenant M + 1
points de (X \ Zx)(Q) NT. par le principe des tiroirs et en appliquant & ces points
la proposition précédente on a

Card{r € (X \ Zx)(Q)NT. | |zy' | > (c¢/2) +c5} < N.

Ainsi par minimalité c5 + ¢/2 > ¢ soit ¢ < 2¢5. Par ailleurs, si ¢ < 4ve on a aussi
¢ < 2c¢s. Apres la seconde application du lemme, nous disposons de boules de rayon
q(dim X, deg X)~!. Par définition de g chacune contient moins de g(dim X, deg X)
points de X \ Zx (la propriété étant stable par translation). Par suite

Card{r € (X\Zx)(Q)NI. | |zy™*| < ¢} < ¢(dim X, deg X)(4cq(dim X, deg X)+3)".

Le résultat final s’obtient en majorant 4¢c + 3 par 9cs. O
On a facilement ¢; < 2meacy < A?¥(m=1) < ~/2 donc 2N est au plus

(8y +3)" ™ f(r;m — 2,29 (deg X)™ 1),

quantité qui majore également 2(8y+3)"M. Si ’on remplace f par sa valeur et que
'on tient compte de g(m — 2,29(deg X)™*!) < ¢(dim X, deg X) il vient

Card(X\Zx) (@) < g(dim X, deg X)™*" (87 +3) (2 (deg X)™+)*"=2) ™"

étant donné que le second facteur majore clairement 2(9¢5)". En se reportant &
I’expression de A, il est aisé de vérifier que A < 29m” (deg X)™. Il en découle 8y+3 <
(29 deg X )2m*¥(m=1)+2m_Finalement le théoréme 4.1 sera acquis si 'on montre

2m2h(m — 1) + 2m + (m + 1)é(m — 2) < &(m — 1).
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Or, au vu des définitions, on a ¥(m — 1) = (2m(3m — 2))~1é(m — 1) et

2

E(m—1) m m_m .
€m—2)  (m-1)@3m-5) jzmgm+3(3’ +1)
S m(3m? —3m + 1)(3m? — 3m — 2) > d(m +1)

- (m—1)(3m — 5)

et cela entraine bien notre formule.

5 Démonstration du théoréme 1.2

Dans le cas de C(T',¢) il est possible de faire le premier pas du raisonnement par
récurrence de la partie précédente jusqu’au corollaire 4.1. En effet, puisque pour
la dimension 0 lensemble I'. ou C(T',e) n’intervient pas, la proposition 4.2 reste
valable. D’apreés ¢ < (10¢;) ™! (ici ¢; = 28(deg C)?) la derniére assertion du lemme
2.1 s’applique et il vient donc (par hypotheése Zg = ()

Card{z € C(Q)NC[Tye) | |x| > c3} <N

avec
N = 4cocy(deg X)3(1 + 8¢1)" < c3(1+¢3)".

Ensuite, en revanche, la proposition 4.3 ne s’adapte pas: ’ensemble C(T,¢) n’est
pas en général stable par translation par les éléments de T'.

Pour une courbe, on peut cependant conclure en majorant directement le nombre
de points de hauteur au plus c3. Pour ce faire, remarquons

{reCTe) | lz] <es} C{z €T | || < es}

si I'on note &' = €(1 4+ ¢3)/(1 — €) (voir le calcul & la fin de la démonstration du
lemme 2.1). Par suite

Card{z € C(Q)NC([Te) | |z| < e3} < q(1,deg C)(4c3q(1,deg C) + 3)"

grace & ’argument utilisé pour le corollaire 4.2 & condition que ¢’ < (2¢(1,deg C))~ 1.
Cette condition s’écrit € < (2¢(1,degC)(1 + c3) + 1)~! tandis que 'on trouve

CardC(Q) NC(T,e) < (4ezq(l,deg C) + 3)"H

4 l’aide de la majoration de N. Enfin ¢; = (768 x 29(deg C)%)'*/? max(1,h(C)) et
[DP, Erratum] montre que 1’on peut choisir ¢(1,degC) = 2791182(deg C)?%/3 de
sorte que

4czq(1,deg C) + 3 < 2'129+229(deg C)*3 max(1,h(C))

qui permet de conclure, la condition sur € étant vérifiée puisque 2¢(1,degC)(1 +
c3) +1 < 4ezq(1,deg C) + 3.

Les arguments de la partie précédente ne permettent pas d’exploiter ce résultat
pour passer en dimension supérieure car la proposition 4.2 n’est utilisable que
lorsque I’on connait des bornes indépendantes de la hauteur tandis qu’ici par exemple
la borne sur e doit nécessairement dépendre de la hauteur de C.

21



6 Décompte final

Nous commencons par majorer le nombre de sous-tores de degré borné.

Proposition 6.1 Soient h un entier compris entre 0 et g et & un réel positif. Si
h' désigne le minimum entre h et g — h, le nombre de sous-tores B de A vérifiant
dim B = h et deg B < § est majoré par

N(h,8) = (929 )" §9(1 + log 8)" 1.

DEMONSTRATION : Si B est un sous-tore de A de dimension h on lui associe le
groupe des caracteres de A triviaux sur B qui est un sous-groupe H de Z9 de rang
g — h. L’application

g—h g—h
Z~ N\ H— \(@) =~z

définit au signe prés un élément w de Z() et w détermine uniquement B. Pour
le degré, on a deg B = hljw|; ou | - |; désigne la somme des valeurs absolues des
composantes (voir par exemple [BP]). Par ailleurs, via l'isomorphisme canonique

9—h h

A\ (@) =~ \@),

’élément w est aussi associé au sous-groupe primitif H-. En conséquence, en consi-
dérant soit H soit H*, on cherche & majorer le nombre d’éléments (au signe pres)
w € /\hl (7Z9) associés & un sous-groupe primitif H' de rang h' de Z9 tels que
|(/J|1 < hl—16.

On applique le théoréme de Minkowski (voir théoréme V page 218 de [Ca]) au
réseau H' de l'espace H' @ R muni de |- |;. On en déduit qu’il existe uy,...,up des
éléments indépendants de H' tels que

hl
H |uz|1 S h'!|w|2 S h'!|w|1 S (5
i=1

car le volume de {z € H' @ R | |z| < 1} est au moins 2" /A" et le volume de
H' @ R/H' est égal & |w|2 (norme euclidienne). Parce qu'’il existe un unique sous-
groupe primitif de Z¢ de rang h' contenant h' éléments indépendants donnés, on
trouve que le nombre que ’on cherche est au plus

hl
> (M)
Axee Ay <6 =1 g—1

ou la somme est prise sur les A\; € N\ {0} vérifiant la condition (ici le coefficient
binomial majore le nombre d’éléments x € N9 avec |z|; = A; et 'on multiplie par
29~ pour passer aux éléments de ZJ au signe prés). Pour conclure on a

hl

+g—1 +g—1 :

Aty < g\t donc H 291 Ai g < (g29~h)h g9t
9-1 i=1 g-1

et, si [-] est la partie entiére,

[6/X1---Apr 4]

)SREEID SEED S

A1 A <8 A dp_ <8 Api=1
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A=1

< 6(1+1logé)h 1

(si b’ =0 on vérifie directement la formule). O
Nous donnons maintenant un résultat permettant de passer au quotient par un
sous-tore B donné. Nous controlons d’une part le degré d’un sous-schéma, pour
lequel il est remarquable que la borne obtenue ne dépende pas de B, et d’autre
part il faut examiner ce que devient I'.. Pour cela notons I'p et (I'.)p les images
respectives de I et T dans (A/B)(Q).
Lemme 6.1 Pour tout sous-tore B de A, il existe une injection 1: A/B — A telle
que
1. pour tout sous-schéma fermé V de A avec B C Stab(V) on ait

deg(V/B) < g degV,

2. pour tout sous-groupe T de A(Q) et tout réel € > 0 on ait
u(Te)B) C («(T'B))er

avec &' = g!%(deg B)e.
DEMONSTRATION : Notons d = dimV et h = dim B. Considérons x1, . ..,xg—n des
caracteéres de A tels que le morphisme

A — (Gm,Q)g_h
z — (Xi(2)1<i<g—h
est une réalisation de A — A/B. Nous définissons t: A/B — A associée a ces

caracteéres grace & l'injection canonique (Gp)? " < (Gn)? des g — h premiers
facteurs. Dans ce cadre,

degi(V/B) =(d—h)! >  Di
|T|=d—h

ot les Dr pour I C {1,...,9} et |I| = d — h sont les multidegrés de V/B. Si a; pour
i € I sont des éléments de Q assez généraux, on a

D; = Card(V/B(Q)N{z € (Q*) | Vi € I z; = a;}).

On en déduit que Dy =0si I ¢ {1,...,9 — h} et, dans le cas contraire, par image
réciproque

Djydeg B = deg (V N ﬂ xi_l(ai)> .
il

Si maintenant nous voyons x; comme élément de Z9 le fermé yx; Y(a;) s’écrit dans
P, comme l'intersection de A avec une hypersurface de degré |x;|co (maximum des

coordonnées). Par suite

g—h
degV
d B) < ¢! iloo .
egu(V/ )_g< 1le )degB

i=
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Il nous reste & choisir les y; de sorte que le produit ci-dessus soit au plus g!2 deg B : le
raisonnement, est semblable & celui de la démonstration de la proposition précédente
car la condition sur les x; est qu’ils forment une base de H. On sait trouver des
éléments indépendants de H avec H‘:.’:_Ih Ixil1 < o ;,h ! deg B et, grace au lemme 8
page 135 de [Cal, on en déduit une base avec

h)12
H Ixil1 < 2" QHT) deg B < g'? deg B.

Vérifions maintenant que ce choix de ¢ satisfait la seconde partie de 1’énoncé. Il
suffit de voir que si z € A(Q) avec |z] < e et si 2’ est 'imagede z vie A - A/B— A
alors |2'| < €'. Un calcul direct de hauteur montre

g—h
2] < 121 Y Ixiloo
i=1

et, par ce qui précede,

g—h 9—h
D Ixiloo < g [T Ixils < 9 deg B
i=1 i=1
ce qui donne la conclusion. O

Ce lemme permet de démontrer le théoréme 1.1 suivant la méthode de [R3, 4.b)]
(simplifiée puisque 'on remplace une isogénie par un isomorphisme) Le lemme 4.6
de [R3] est valable ici donc si 'on note (X : B) = [, b X et V Pensemble des
composantes de ce fermé, le nombre de translatés de B intervenant dans X (Q) NT.
est au plus

Sp =) Card(V/B\ Zy/p)(Q) N (T:)5
vey
et 'on peut prendre pour ’entier S mtervenant dans le théoreme 1.1 la somme des
Sp pour les sous-tores avec deg B < (deg X)™ */4. Pour majorer Sp nous avons

Sp < Y Card(u(V/B)\ Zyv/5)) (@) N (UT5))er

Vey

Nous pouvons alors appliquer le théoréme 4.1 & +(V/B) & condition que &' <
(2¢(dim «(V/B),deg +(V/B)))~! pour tout V € V. Si cest le cas, il vient avec
h = dim B et car range(T'p) < r

Sp < Y f(r,dimV — hg!®degV)
Vey
_ 13 m—e
< hSemSggcme(r,e h,g!"(deg X)™™°)

< f(r,dim X — h,g!® deg X)
tandis que la condition sur &’ est entrainée par
e™! > 29!*(deg B)q(e — h,g!*(deg X)™~°)
pour tout e entier entre h et dim X donc par
e 1 > 2¢'?(deg B)q(dim X — h,g!® deg X)

vu la croissance de ¢. En traitant séparément le cas B = 0 ceci montre que ’'on
peut prendre

g0 = 2max(g!*(deg X)m2/4q(dimX —1,9!® deg X),q(dim X, deg X))™*
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tandis que le nombre de translatés obtenu est

dim X
S < Y N(h(deg X)™/*) f(r,dim X — h,g!° deg X)
h=0
< 2N([g/2],(deg X)™"/*) £ (r, dim X, g° deg X)
< 292(degX)gm2/2f(r,dimX,g!3degX).

Pour obtenir 'expression finale, il reste & faire intervenir les valeurs de f et q.
D’apreés [DP, Erratum], on a

Card{z € (X \ Zx)(Q) | |z| < ¢'(dim X,deg X)™'} < ¢'(dim X, deg X)

avec
¢(d,D) = (2g+4d+22D4/3)7d

(on majore log(deg X + 1) < {/deg X). Pour remplir la condition de croissance
imposée plus haut, il est nécessaire d’augmenter cette fonction. Par exemple, on
peut choisir

q(d,D) = (29+4d+22D4/3)74(d+2)x/6!_

On majore maintenant g + 4d + 22 < 14g et 4/3 < 14 et l’on vérifie

74 2
Em—1) + 14a(m + 1) <mP™ 4,
Ceci donne ,
3m=“—4
f(r,m —1,D) < (29D)(T+1)m .

On reporte finalement dans la borne pour S obtenue plus haut avec 29g!® < 239°—1
et 2 < deg X. Ainsi S est majoré par deg X élevé a la puissance

g2m + 3(7' + 1)92m3m2—4 S (,,, + 1)g2m3m2‘
En procédant de méme & partir de la formule pour g9, on le minore par deg X a la
puissance —g?>m>®™ et le théoreme 1.1 est complétement démontré.
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