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Résumé: En transposant en analyse harmonique un algorithme utilisé pour d’autres
raisons en théorie des martingales, nous introduisons et nous étudions un nouvel opé-
rateur de “renormalisation du produit”, au sens de Coifman-Dobyinski-Meyer. Cet opé-
rateur, qui semble échapper a la théorie générale des opérateurs pseudo-différentiels
bilinéaires, a plusieurs applications, dont nous donnons quelques exemples dans cet
article, concernant I’appartenance aux espaces de Hardy de certaines quantités non
linéaires.

Abstract : The “correction algorithm”; applied in probability theory to the pointwise
product of two martingales, has a natural analogue in the real-variable setting. It turns
out that the corresponding bilinear operators obtained in this way provide us with a
new “renormalization algorithm”, in the sense of Coifman-Dobyinski-Meyer. We give
a few examples of applications, regarding multidimensional Hardy spaces and various
nonlinear quantities.

Mots-clés : Renormalisation, applications bilinéaires, espaces de Hardy.
Classification : 42B30, 47H99, 47G30.
1. — Introduction

On désigne par n un entier > 1, fixé une fois pour toutes, par L? (1 <p <
+00) les espaces relatifs & la mesure de Lebesgue dans R", et H? (p > 0) les
espaces de Hardy correspondants. Etant donné deux fonctions f et g € L2, la
renormalisation du produit (ponctuel) fg consiste ([8]) & soustraire de ce produit
une certaine fonction Q(f, g), oi1 ) est une application bilinéaire de L? x L? dans
L', de facon & ce que le produit renormalisé R(f,g) = fg—Q(f,g) appartienne &
H'. Bien entendu, on demande aussi aux opérateurs @ et R de remplir certaines
conditions supplémentaires, dont nous donnerons le détail plus loin, afin que
Popération soit non triviale et présente un intérét. La renormalisation est une



des méthodes utilisées pour démontrer ([8]) que certaines quantités non linéaires
qui se présentent comme sommes de produits de fonctions appartiennent en fait
a lespace H! (et non seulement & L' comme il résulte facilement, en général,
des inégalités de Hélder).

Cette renormalisation du produit présente certaines analogies avec une opé-
ration couramment pratiquée, mais dans un but & priori différent, en théorie
des martingales. Plus précisément, si M et N sont deux martingales continues,
nulles en 0 et bornées dans L?, leur produit M N est un processus borné dans
L', qui n’est en général plus une martingale. Les probabilistes redressent la si-
tuation en retranchant de M N le compensateur (M, N), ce qui fait du processus
compensé M N — (M, N) une martingale, comme il résulte aussitot de la formule
d’Tto. Ce processus est évidemment borné dans L', en raison de l'inégalité de
Kunita-Watanabe |(M, N)| < (M, M)'/2(N,N)'/? et de la propriété d’isomé-
trie E(M?) = E((M, M)). Mais on a beaucoup mieux : en utilisant I’expression
de MN — (M, N) comme intégrale stochastique et les inégalités de Burkholder-
Gundy, on voit que ce processus appartient d ’espace H' probabiliste. Compte
tenu des analogies qui existent entre les deux contextes, il doit se passer quelque
chose d’analogue en analyse harmonique. L’objet de cet article est donc d’iden-
tifier Popérateur bilinéaire renormalisateur ) qui correspond au compensateur
probabiliste, et de montrer qu’il vérifie toutes les propriétés requises. Un ou-
til essentiel sera une égalité qui correspond en analyse & la formule d’It6 des
probabilistes, que nos récents résultats concernant une “formule de Tanaka” en
analyse ([2], [4]) nous ont permis d’obtenir facilement ([6]).

Nous rappelons maintenant les régles du jeu de la renormalisation, telles
qu’elles sont énoncées dans [8]. Les opérateurs ) et R sont deux applications
bilinéaires symétriques de L? x L? dans L', permettant d’écrire le produit fg
de deux fonctions de L? sous la forme

f9=0Q(f,9)+ R(f,9)- (1)
L’opérateur () vérifie la condition
Q(f,-) =0 si f estconstante. (2)
L’opérateur R vérifie la condition déja énoncée
R(L*> x IL?) c H', (3)

ainsi que la propriété de continuité suivante, dans laquelle la notation — exprime
la convergence au sens des distributions : Pour tout couple ((f;), (g;)) de suites
bornées de L? telles que f; — f et g; — g lorsque j — +oo0, alors

R(fj,95) = R(f,9) (4)

lorsque j — +o00.
Nous devons également rappeler quelques notations et propriétés relatives a
Popérateur g, de Littlewood-Paley, qui jouera un réle important dans la suite.



On désigne par Rfrl le demi-espace R™ x R, , dont le point courant est systé-
matiquement noté z = (x,y). Pour tout point £ € R™, on note p¢ le noyau de
Poisson relatif au point &, défini dans ]RTrl par

CnY
(o — €2 +y2) /2

pe(2) =

ou ¢, désigne la constante de normalisation habituelle.
On désigne par M ’ensemble des applications mesurables f : R” — R telles
que

s = [ 5 DIAO]de < +o0.

A toute fonction f € M, on peut associer son intégrale de Poisson P(f), définie
dans R} par

PG = [ pel)f(©) .

On associe a toute fonction f € M sa fonction maximale non tangentielle N(f),
définie dans R™ par

N(f)(€) = sup |P(f)(z,y)|-

[§—z|<y

L’espace de Hardy H! est (par exemple) défini comme I’ensemble des fonctions
f € L! telles que N(f) € L!, pour lesquelles on pose || f||z: = [|N(f)]]1-

Dans tout l'article, la notation V désigne 'opérateur gradient dans ]Ri“.
A toute fonction f € M, on associe également la fonction de Littlewood-Paley
g2(f), définie dans R™ par

EN© =2 weIVPUIE dz

+

11 est classique ([23], pp- 82-83) que
[ew@a=2  yvPOEFd =1, 5)

et par suite la fonctionnelle quadratique g2 applique L? dans L. Nous note-
rons GG, 'opérateur obtenu & partir de cette fonctionnelle par bilinéarisation.
Précisément, si nous posons

G.(f.0)©) =2 [ i VPUNETP)(E) dz

pour tout couple (f,g) € L? x L? et (presque) tout £ € R”, il est clair que
nous définissons un opérateur bilinéaire symétrique G, : L2 x L2 — L!. Notre
résultat principal est le



THEOREME 1. — Posons, pour tout couple (f,g) € L? x L?,
Q(f,9) =Gi(f,9) et R(f,9)=fg—Gu(f,9)-

Le couple d’opérateurs (Q, R) réalise la renormalisation du produit, i. e. vérifie
les propriétés (1), (2), (3) et (4).

Le plan de cet article est le suivant: Le §2 est consacré a la preuve du
théoréme précédent (celle de la propriété (3) est indépendante de celle que nous
avons donnée dans [3]). Nous indiquons ensuite (§3) comment se situe notre
opérateur par rapport a la théorie des opérateurs pseudo-différentiels bilinéaires
développée dans [12] et [11]. Enfin, le §4 contient des exemples d’applications.

2. — Preuve du résultat principal

Le couple (@, R) défini dans ’énoncé du théoréme 1 vérifie trivialement les
propriétés (1) et (2). Pour établir la partie non triviale du théoréme 1, nous
utiliserons comme principal outil le théoréme suivant, qui donne une égalité
ponctuelle entre fonctions, directement inspirée de la formule d’It6 de la théorie
des martingales. Cette égalité nous fournira une expression explicite de 'opéra-
teur R, & partir de laquelle nous montrerons que les propriétés (3) et (4) sont
satisfaites. Pour énoncer ce théoréme, il est commode d’introduire ’ensemble &
des éléments de L? pour lesquels

Iflle = llfll2 + sup |[VP(f)(2)] < +o0.

n+1
z€RY

Tl est clair que l’espace £ contient tous les éléments de L2 qui sont de classe
C? et dont les dérivées partielles d’ordre < 2 sont bornées, et notamment les
éléments de la classe de Schwartz S. En particulier, £ est dense dans L?. Notre
version de la “formule d’Ttd” est le

THEOREME 2. — Soit ¢ : R = R une application de classe C>. Pour toute
fonction f € &, et presque tout £ € R, on a I’égalité

o f©) =00 +2 [ uge (PUNEIVPNEVac(:) d:

+ /]R P (PN @upe () VP() () dz - (6)

Ce résultat s’obtient facilement & partir de la “formule de Tanaka” établie
par 'auteur dans [2] ou [4] (voir [6] pour une preuve détaillée). Dans le présent
article, nous utiliserons uniquement cette formule dans le cas ou ¢(z) = 2,
c’est & dire ’égalité

=] BPOEVPUETDC) e+ g0, ™)



derriére laquelle les probabilistes reconnaitront la formule
M2=2/MdM+(M,M),

bien connue en calcul stochastique.
Posons, pour toute fonction f € &,

W =4 [ sPDETPUIETralon) d

Si (f;) est une suite d’éléments de £ qui converge dans L? vers f, alors les suites
(f7) et (g2(f;)) convergent dans L' vers f* et g2(f) respectivement, donc la
suite h(f;) converge dans L' vers une fonction, que nous noterons encore h(f),
qui réalise l'égalité
2 =h)+g:(f), (8)

ce qui permet d’étendre la formule (7) aux fonctions de L2.

Pour prouver que la propriété (3) est satisfaite, nous allons exprimer ’opé-
rateur R au moyen de la fonctionnelle h que nous venons d’introduire et utiliser
un argument de dualité. En utilisant I’égalité (8), on voit que

1
R(f,9) = 5 (h(f + 9) = h(f) — h(g))
pour tout couple (f,g) € L? x L2. En utilisant la définition et les propriétés de

la fonctionnelle h on voit que, si (f;) et (g;) sont deux suites d’éléments de &
qui convergent dans L? vers f et g respectivement, on a

R(f,9) =2 lim y (P(f;)VP(g;) + P(9;)VP(f;)) (2)Vpa(-y) dz

k—too Jgn+t
au sens de la convergence dans L'. Donc, pour toute fonction k € L,
JRDIGLEG:
=2, lim [ VPP + P VPU) (VPR & O

Pour tout j € N, on peut écrire
2
( [ yPEITPE) VPR dz)
+

< (/"+1yIVP(9j)(Z)|2dz) (/n+1y(P(fj)(z))2|VP(k)(z)|2 dz> . (10)
RY R™

On a )
[ oIVP@)EF d = 3lloslE
R+



et d’autre part on voit en utilisant le th. 2, p. 59 de [24] et une propriété classique
des fonctions maximales que

/Rm y(P(fi)(2)*|VP(k)(2)]” dz < CIIN(fIEC (1) < ClIS120(w)

ol p est la mesure dans R définie par p(dz) = y|VP(k)(2)|? dz et C(p) =
supg #(T'(B))/|B|, ou la borne supérieure porte sur les boules B de R", |B| est
la mesure de Lebesgue de B et T(B) est la “tente” au dessus de B. Comme
k € BMO, p est une mesure de Carleson et C(u) < C||k||2 ([15]). En utilisant
ces inégalités et I'inégalité (10), on obtient estimation

< Cllfjll2llgsllallEl

[ yPEITP@) VPRI ds

et évidemment aussi ’estimation obtenue & partir de la précédente en permutant
f; et g;. Ces estimations et I’égalité (9) montrent que

R(f,g)(ﬁ)k(f)dE‘ < Cllfll2llgll2 1%l

R~

ce qui prouve que R(f,g) € H' et que [|R(f,9)llm: < ClIfll2llgll2, en vertu
du théoréme de dualité (on sait qu’il suffit d’utiliser comme fonctions-tests des
fonctions bornées de BMO ([24], pp. 142-143)).

11 reste & prouver que lopérateur R vérifie la propriété de continuité (4).
Soit ((f;), (g;)) un couple de suites bornées de L? telles que f; — fet g; = g
lorsque j — +00, et soit ¢ une fonction test, i. e. un élément de l'espace D
des fonctions de classe C*™ & support compact définies dans R™. Nous avons &
montrer que 'intégrale

[ (R(55,9)(@) - RU7.9)@)(a) do

tend vers 0 quand j tend vers 'infini. Pour cela nous posons, pour tout ¢ >
0, tout z € R et tout entier j > 0, fi(z) = P(f)(z,t), g:(x) = P(9)(=x,t),
fii(@) = P(f;)(z,t) et gj+(x) = P(g;)(z,t). En utilisant la bilinéarité de R, sa
bornitude comme application de L? x L? dans L' et la bornitude dans L? des
suites (f;) et (g;), on voit facilement qu’il suffit de prouver que, pour tout ¢ > 0,
lintégrale

16)= [ (RUFj0.9:0)(@) = R(fis90(@)p(e) da

tend vers 0 quand j tend vers l'infini. Posons u = P(f;), v = P(gs), u; =
P(f;+), v; = P(gj) et w = P(p); comme les quatre fonctions f;, g¢, fi: €t gju
appartiennent & l’espace &, on a I(j) = 4(I1(j) + L(j) + 11 (§) + I3(5)), ou

R = [ vl =0 Vo () V() ds



L) = /R () (Vo — Vo) (2) V() dz

et ou I;(j) est obtenu a partir de I;(j) en permutant les lettres u et v (k =
1,2). En utilisant l'inégalité de Schwarz, l’égalité (5) et ’estimation ||r * s||2 <
[|7[l2]|s]|1, on obtient I'inégalité

1/2
. 1 2 2
[ (5)] < ﬁ”.‘]j”2 (/Rfly((uj —u)(2))*|Vw(z)| d2> ;

et par suite il suffit de montrer que l'intégrale du second membre de I'inégalité
précédente tend vers 0 quand j tend vers l'infini. Pour cela, on observe que

1/2
(IR1+1 y|Vw(z)[? dz) = %Hgo”z < +oo puisque ¢ € D. 1l suffit donc, en
vertu du théoréme de convergence dominée de prouver que, pour tout z € ]Rfrl,
uj(z) = u(z) quand j — 400, et qu’il existe un nombre C tel que |u;—ul(z) < C
pour tout z € ]Ri+l et tout entier j > 0. La convergence ponctuelle résulte

facilement du fait que f; — f lorsque j — +o00. Pour obtenir la bornitude, il
suffit de remarquer qu’on a, par simple application de I’inégalité de Schwarz,

Juj ()] = [P(fi) (@, y + )| < Cn)llfsll2ly +8) "> < C(n) sup I £illz ¢/

pour tout z € ]Rfrl, ainsi qu’une estimation de la méme forme pour |u(z)|.

Passons a U'intégrale I>(j). Un raisonnement identique au précédent montre
que Vv; = Vv quand j — +oo ponctuellement dans ]RTFI, et que |V(v; —
v)(2)| < C(y +t)~'="/2, ott C est un nombre indépendant de j et de z. Le
résultat voulu est donc encore une conséquence du théoréme de convergence
dominée, car on a

“+oo
[ o0 ) [Vl < OOl | G+ Ry < oo
T 0

Comme les intégrales I (j) et I5(j) se traitent de la méme maniére, ceci termine
la preuve de la propriété (4), et donc celle du théoréme 1.

La propriété de bornitude de notre opérateur R : L? x L2 — H' admet
I’extension suivante :

PROPOSITION 1. — Pour tout p > f—fl, lopérateur R se prolonge en un
opérateur borné de LP x LP dans H?/?.

Démonstration :

11 suffit de montrer qu’il existe un nombre C(n,p) tel que, pour tout couple
(f7g) € S X 87 ||R(f7g)||HP/2 S C(”;F)”f”p”!]”p POSOHS, pour tout 2 € R1+17
F(z) = yV(P(f)P(9))(2). En utilisant une extension naturelle du théoréme 6



de [13] ([6], proposition 2), on voit qu’il suffit de montrer que la norme dans
L?/? de la fonction &(F) définie dans R par

1/2
S(F)(§) = ( L. |F2<z)|yfi1)

est convenablement contrdlée. Mais on a évidemment G(F) < N(f)S(g), ou
S(g) est l'intégrale d’aire de Lusin-Calderdén associée & g. Par suite

IS(F)lp72 < AUIN NS @)l + [N @IS (Hllp) < Cns )l fllpllgllp »

d’ou le résultat.

3. — Relations avec la théorie des opérateurs pseudo-différentiels
bilinéaires

En utilisant de maniére répétée le théoréme de Fubini et ’expression bien
connue de la transformée de Fourier du noyau de Poisson, on montre facilement
que, si f et g sont de bonnes fonctions (par exemple, des éléments de S), alors

R(F0)@) = e [ € p(e ) F(e)atn) decn
pour tout z € R”, ol
e < e nlexal =1 =) "

(1€l + [nl + € +nl)?

pour tout (£,m) € R® x R™. Notre opérateur est donc formellement du type
étudié par R. R. Coifman et Y. Meyer dans [12], avec toutefois une restriction
importante : le “symbole bilinéaire” p ne posséde pas la régularité en dehors
de (0,0) qui permettrait d’utiliser les résultats de [12] et [11]. En particulier,
notre théoréme 1 ne semble pas étre une conséquence du théoréme V.1. de [11]
(qui donnerait le résultat voulu en ce qui concerne l'appartenance & H', car la
condition d’annulation p(¢,—£) = 0 est évidemment satisfaite), en raison de ce
défaut de régularité.

Toutefois, dans le cas particulier de la dimension 1, il est possible de contour-
ner cet obstacle grace a 'argument suivant, que nous remercions Yves Meyer
de nous avoir indiqué. Dans ce qui suit, il sera commode de considérer que les
notations LP, HP précédemment introduites concernent les espaces de fonctions
a valeurs complexes et définies dans R. Pour p > 1, on notera H? le sous-espace
de H? constitué des fonctions f dont 'intégrale de Poisson P(f) est holomorphe
dans le demi-plan R% . Enfin, pour toute fonction f € L?, on notera fy sa pro-
jection orthogonale sur H? (concrétement, on a f, = (f +4iH(f))/2, ou H est
la transformation de Hilbert), et on posera f_ = f — f,.

Nous commencons par remarquer que, si f et g € H2, alors P(f), P(g) et
P(f)P(g) sont harmoniques, donc Q(f,g) = G.(f,g) = 0, et par suite R(f,g) =



fg. Comme on sait que le produit de deux éléments de H? est un élément de
H!, donc de H!, on voit que R(H2 x H?) C H'. La méme inclusion subsiste
évidemment si on remplace H? par son orthogonal.

Soient maintenant f et g € L2. Pour montrer que R(f,g) € H?, il suffit
d’aprés la remarque précédente de montrer que R(fy,g_) et R(f_,g4) € H!
et, l'opérateur R étant symétrique, on peut se borner & prouver que h =
R(fy,9-) € H'. Pour cela, il suffit de prouver que hy et h_ € H' et, les
deux preuves étant similaires, il suffit de faire le travail pour h4. Dans ce but
nous associons a tout opérateur bilinéaire T' I’opérateur 7', défini par 1’égalité
T4 (u,v) = (T (uy,v-))+. Un calcul immeédiat permet d’obtenir le

LEMME 1. — Soit 7 le symbole bilinéaire de ’opérateur T. Le symbole T,
de Uopérateur T est alors donné par

T (&m) = éT(& (1 +sgn(§ + 7)) (1 + sgn(§) — sgn(n) — sgn(£)sgn(n)) -

Soit X le secteur de R? défini par les inégalités € > 0, p < 0 et £ +n > 0.
En utilisant le lemme 1 et 'égalité (11), on voit aussitot que le symbole py de
lopérateur R, est défini par

Soit ¢ € C§°(R) telle que ¢(z) = 1 pour tout z € [—1,0], et soit S l'opérateur
associé au symbole bilinéaire o défini par

a(&,n) = p+(&mo (g) :

Comme o est de classe C*° dans R2 \ {(0,0)} et vérifie la condition d’annulation
o(&,—€) = 0, on peut maintenant recourir & la théorie de Coifman-Meyer ([12])
pour conclure que S(L? x L?) C H!. Comme la transformation de Hilbert est
bornée dans L? et dans H!, on a donc aussi S;(L? x L?) C H'. D’autre part
les opérateurs Ry et Sy sont égaux, car leurs symboles bilinéaires sont tous
deux nuls hors de ¥ en vertu du lemme 1, et tous deux égaux a p dans %,
par construction. On a donc finalement hy = Ry (f,9) = S+(f,9) € H', et la
démonstration est terminée.

Notons également que notre théoréme 1 ne se déduit pas des résultats de R.
R. Coifman et L. Grafakos ([9], [17]), qui concernent d’autres types d’opérateurs
multilinéaires.

4. — Exemples d’applications

La principale utilité d’un procédé de renormalisation est de faciliter la preuve
de ’appartenance & H' de certaines quantités non linéaires ([8]). L’intérét pour



ces questions provient principalement de la théorie de la “compacité par compen-
sation” : voir [10] et [11]. Nous allons rappeler trois de ces résultats, et indiquer
ensuite le role que peut jouer notre théoréme 1, soit dans leur preuve directe,
soit dans I’étude des implications qui existent entre ces divers résultats.

Pour cela, il est utile de rappeler quelques notations. Nous désignons par
Ry,...,R, les transformations de Riesz. Pour tout p > 0, nous notons W'?
l’espace (de Sobolev) des fonctions de LP dont le gradient appartient aussi a
L?. Etant donné une application convenable v = (uy,...,u,) de R” dans R”,
le Jacobien de u sera noté J(u). Dans toute la suite, on désigne par C(n) un
nombre (variable) qui ne dépend que de n.

Le premier de ces résultats est le

THEOREME 3. — Pour tout couple (f,g) € L? x L?, et tout entier j €
{1,...,n}
fR;j(9) + gR;(f) € H'

et [[fR;(9) + 9B;(Hllar < C)lIfll2llgll2-

Des arguments de dualité montrent qu’un énoncé équivalent est le suivant :
si b désigne un élément de BMO (et aussi ’opérateur de multiplication qui lui
correspond), alors les n commutateurs [b, R;] sont bornés dans LP si 1 < p <
+00. Ces théorémes sont dus & R. R. Coifman, R. Rochberg et G. Weiss ([14]).

Le deuxiéme résultat est la forme suivante du “lemme du div-rot” ([10], [11]):
THEOREME 4. — Soient (Ey,...,E,) et (By,...,B,) deuzr champs de
€

)
vecteurs sur R" tels que E; € L? et B; L? pour tout j € {1,...,n}, et
vérifiant (au sens des distributions)

div(E) =0 et rot(B) =0.

Alors .
E-B=) E;B;eH'.

j=1
et |[E- Bllm < C(n)||E|l2]| Bl

Le troisiéme résultat est di aux mémes auteurs et concerne le jacobien :

THEOREME 5. — Pour toute fonction u € (WH)", J(u) € H'.

Observons que la version 2-dimensionnelle du résultat précédent admet ’ex-
tension suivante (conséquence facile du théoréme 4):

THEOREME 6. — Pour tout couple (ui,us) d’applications de R® dans R
dont les gradients appartiennent a L*(R"™), et tout couple (i,j) d’éléments de

10



{1,...,n}, le “jacobien partiel”

8u1 8u2

— oz; ox;

Ji,j (ul > u2) =| du; Ous
Oz dxj

appartient & H'(R™) et on a || J; j(u1, u2)|| g1 (mny < C(n)||Vurllp2®n)|Vuzl L2 my-

Nous pouvons maintenant donner quelques exemples montrant que notre
procédé de renormalisation remplit correctement sa mission.

4.1. — Preuve du théoréme 3 dans le casouin=1

Soit H la transformation de Hilbert sur R. Il s’agit de montrer que, pour
tout couple (f,g) € L? x L?, fH(g) + gH(f) € H'. Pour cela, nous appliquons
l’algorithme de renormalisation défini par le théoréme 1 & chacun des produits
fH(g) et gH(f), puis nous ajoutons membre 4 membre les égalités obtenues, ce
qui nous donne

fH(g) + gH(f) = R(f, H(9)) + R(g, H(f)) + G.(f, H(g)) + G (9, H()) -

Comme H est une isométrie de L2, le théoréme 1 montre que chacun des
termes R(f, H(g)) et R(g, H(f)) appartient & H', donc il suffit de vérifier que
G.(f,H(g9)) + G«(g,H(f)) € H'. Mais on voit facilement, en utilisant les équa-
tions de Cauchy-Riemann, que G« (f, H(g9)) + G« (g, H(f)) = 0, d’ou le résultat.

4.2. — Relations entre les théorémes 3, 4 et 5 dans le cas oun =2

Il a été observé que le théoréme 3 implique le théoréme 4, qui implique
lui-méme le théoréme 5. Ces implications (vraies en toute dimension) résultent
facilement d’arguments “algébriques”, dont le détail est donné dans [11]. La
possibilité de faire le chemin en sens inverse n’est pas aussi évidente et n’a pas,
A notre connaissance, été prouvée auparavant. Le but de ce paragraphe est de
montrer que ’on peut obtenir le théoréme 3 en partant du théoréme 5, ce qui
établit, en un certain sens, I’ “équivalence” de ces trois résultats. Nous procédons
de la maniére suivante :

Montrons que (par exemple) fR;1(g)+gR1(f) € H' pour tout couple (f,g) €
L? x L?. En utilisant le théoréme 1, on voit qu’il suffit d’établir le

LEMME 2. — Pour tout couple (f,g) € L?> x L2,

Gi(f,Ru(9) + Gi(g, Ru(f)) € H' .

Pour faciliter 'usage des propriétés des transformations de Riesz, nous poserons
(en convenant que Ry est l'identité) :

11



Nous avons par définition, pour de bonnes fonctions f et g ,
G (1. Ra(9)) + Gulg. Ra(9) = [ | upe(@) (VuaVor + TouVu) (2) .
R+

On pose x = (x1,2) et y = 9. En utilisant les équations de Cauchy-Riemann
généralisées, i. e.

du; _ Due Ov; _ 0w

Bz " Dz; ' Oz Ow, POW IR

et
ou; ov;
Z axj Z amj =0

on élimine toutes les dérivées partlelles par rapport & xg et on obtient I’égalité

auz 31}0 8’(}2 8u0
VuoVoy + VuoVuy = | §or Zo1 14| Jor Oo
8$2 8112 8z2 8zz

= J1,2(u2,v0) + J1,2(v2,u0) .

Revenant aux notations précédentes, il nous suffit donc de prouver que (par
exemple) la fonction k définie dans R? par

KO = [ | upn(o,) 1oz, ) € ~ .9) da dy

RY

appartient & H'. A fortiori, il suffit d’établir que cette intégrale est normalement
convergente dans H'. Mais on a

+oo
[, o)1, o) = 2 9) s dody = [ gl n) ol dy
0

+

et, grace au théoréme 5 (et a 'estimation de norme qui 'accompagne)
[171,2(uz,0) (5 )l < ClIVa2(u2(59) 2l Va2(wo (5 9))ll2

ot C' est une constante universelle et V9 = (Biml’ %). Par suite on a

[ sl atuz, o) = 2.9) s dz

1/2 1/2
<C (/]R3 y(Vuz)?(2) dz) (/RS y(Vuo)?(2) dz)

< ClR2(g)ll21lfllz < Cligll2ll f1l2
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en vertu de l'inégalité (5) et de la bornitude des transformations de Riesz dans
L2. On peut donc obtenir le théoréme 3 & partir du théoréme 5.

4.3. — Relations entre les théorémes 3, 4 et 6 dans le cas général

Nous allons montrer que, en toute dimension, le théoréme 6 implique le théo-
réme 3, établissant ainsi I’équivalence des trois résultats bilinéaires en général.
Comme on I’a vu dans le paragraphe précédent, il suffit de prouver ’analogue
du lemme 1 en toute dimension pour obtenir le théoréme 3. En utilisant des
notations analogues, et en utilisant le méme type d’arguments, on est amené &
estimer la norme dans H'(R") de I’application

(VuoVur + Voo Vuy ) (-, y)

pour tout nombre y > 0. En utilisant les équations de Cauchy-Riemann généra-
lisées, on voit facilement que

n

VuoVuy + VogVu, = Z (Jl,i(uz-,vo) + lei(vi,uo)) .

=2

Il nous suffit donc d’estimer la norme dans H!(R™) des applications Ji ; (u;,v0) (-, )
et Ji ;(vi,u0)(-,y), qui se traitent toutes de la méme maniére: d’apres le théo-
réme 6, on a

1,5 (wis v0) (5 )l mmy < C()[(V1,..onui) G |22 @) [(V1,..000) G W) | L2 R7) S

ce qui permet de reprendre les arguments de la démonstration du lemme 1.

4.4. — Jacobiens et classe Llog L : une extension d’un théoréme de
S. Miiller

Nous rappelons le résultat suivant de S. Mdller (J20], [21]), qui a été la
principale motivation des auteurs de [10] et [11] pour démontrer, notamment,
les théorémes 4 et 5 cités plus haut:

THEOREME 7 . — Soit Q un ouvert borné de R", et soit u € (WH™(Q))™.
Si J(u) > 0 dans Q, alors J(u) € Llog Li,c(Q).

Ce résultat a été étendu, et peut 1’étre encore, de plusieurs maniéres. Pour
cela, il faut introduire la définition précise suivante: Etant donné un ouvert 2
de R", on dira ici' qu’une application f : @ — R™ appartient a H} () si

f e LY () et si N(f) € LL (), ot f est définie dans R® par f(z) = f(z) si

"/ loc

z € Qet f(z) =0siz & Q. D’aprés les résultats de [5], on obtient une définition

1. La notation H},_ a déja fait quelques apparitions dans la littérature ([16]; [24], p. 134),
avec un sens différent.
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équivalente en remplacant NV (f) par sup;s |+ *ﬂ, ou ¢(z) =t "¢(z/t), 9 €S
et [. ¢(x)dz # 0 (ce qui permet de retrouver la définition implicitement utilisée

dans [11]), ou par |f| + > |Rz(f)|

Comme observé dans [10] et [11], une premiére extension du théoréme 7 est la
version locale suivante du théoréme 5 : avec les notations et sous les hypothéses
du théoréme 8, J(u) € H (). En effet, d’aprés un résultat classique de E. M.

Stein ([22]), les propriétés f € H (Q) et f € Llog Lioc(f2) sont équivalentes si
f(z) > 0 pour tout z € Q.

Nous avons étendu, de plusieurs maniéres et sous des formes diverses ([1],
[2], [5]), le résultat précédent de E. M. Stein, en remplacant I’hypothése de
positivité par une condition moins exigeante, qui permet en outre d’obtenir une
condition nécessaire et suffisante d’appartenance globale ou locale & la classe
Llog L. Cette condition met en jeu une fonctionnelle encore assez peu connue,
la, densité de Vintégrale d’aire?, dont nous allons rappeler la définition.

Etant donné f € M on pose, pour tout & € R®

DUAE = [ w2 APz, (12)

La mesure A|P(f)|(dz) est positive parce que |P(f)| est sous-harmonique, de
sorte qu’on définit bien ainsi une application de R™ dans Ry (J{+o0}; on peut
montrer ([2]) qu’elle est & valeurs presque partout finies si f appartient a (par
exemple) I’un des espaces LP, avec 1 < p < +oc. La fonction D(f) est la valeur
en 0 (d’une variante) de la densité de l’intégrale d’aire, introduite par R. F.
Gundy ([18], [19]) au début des années 80. Si f est seulement définie dans un
ouvert 2 de R", on pose D%(f) = D%(f), ot f est le prolongement de f défini
précédemment. Notons qu’il existe une autre expression de D?(f) comme valeur
principale d’intégrale singuliére ([7]).

Tl est clair d’aprés (12) que DO(f) = 0si f est a valeurs > 0, et par suite toute
condition de “petitesse” portant sur D?(f) est plus générale que la positivité de
f- Le résultat suivant étend donc le théoréme 7:

THEOREME 8 . — Soit Q un ouvert de R", et soit u € (WH"(Q))"™. les
propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) J(u) € Llog Lioe(9);

(ii) DY(J(u)) € Llog Lioc(2).

La démonstration consiste simplement & appliquer la version locale du théo-
réme 5 et le théoréme 3 de [2] (qui est une de nos généralisations du résultat de
E. M. Stein rappelé plus haut).

Dans le cas ot 2 = R", le théoréme 7 perd tout intérét car alors les hypo-
théses ne sont réalisées que si J(u) = 0, en raison du théoréme 5 et de propriétés
bien connues de ’espace H'. Il n’est donc pas inutile d’énoncer le

2.1l s’agit ici de l’intégrale d’aire “compléte”, i. e. 'opérateur g« de Littlewood-Paley.
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THEOREME 9 . — Pour toute fonction u € (WL (R™))", les propriétés
sutvantes sont équivalentes:

(i) J(u) € Llog L(R™);

(i) DO(J(u)) € Llog L(R™).

Ce résultat est une conséquence immédiate du théoréme 5 et du théoréme 2
de [2].

Une variante des théorémes 8 et 9 mettant en jeu la densité de ’intégrale
d’aire non-tangentielle peut aussi étre obtenue, au moyen des résultats de [1].
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