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Le but de cet article est, dans un premier temps, de donner deux inégalités du type Harnack
pour les combinaisons linéaires d'un nombre fini de sections propres d'un opérateur de Schro-
dinger (A + V) agissant sur les sections d’'un fibré dont la base est une variété riemannienne
compacte (M",g).

La premiere de ces inégalités précise et améliore des estimées obtenues précédemment par
P Li ([11]) et S. Gallot ([4], [5]) : on y démontre une majoration optimale du rapport || S|l « /| Sll2,
pour toute combinaison linéaire finie S de sections propres de ’opérateur de Schrédinger (cor-
respondant éventuellement a des valeurs propres différentes). Ce majorant est universel et se
calcule en fonction seulement d’'un majorant du diameétre, d'une borne sur les normes L3te
du potentiel et de la partie négative de la courbure de Ricci de la base, et de I'écart entre les va-
leurs propres considérées (lemme 1.5). Le fait que ce majorant ne dépende pas du nombre de
sections propres correspondant a des valeurs propres distinctes entrant dans la combinaison
linéaire permet de minorer chaque valeur propre de n'importe quel opérateur de Schrodinger
(agissant sur n'importe quel fibré) par une fonction de I'indice de cette valeur propre (corollaire
1.7), déterminée de maniére universelle (i.e. en fonction des seules informations géométriques
citées ci-dessus).

La seconde de ces inégalités consiste 8 minorer de maniere optimale le rapport ;ﬁ; ||§|| pour

toute combinaison linéaire finie S de sections propres de 'opérateur de Schrodinger (corres-
pondant éventuellement a des valeurs propres différentes). Ce minorant est universel et se cal-
cule en fonction d'un majorant du diametre et de la norme Lz*¢dela partie négative de la cour-
bure de Ricci de la base, d'un majorant des normes L2*€ (L2 en dimension 2 et 3) du potentiel
et de la courbure du fibré, et de I'écart entre les valeurs propres qui entrent en jeu (proposition
1.11 et corollaire 1.12). Cette inégalité avait été établie par M. Le Couturier et G. Robert ([10])
dans le cas de sections appartenant au noyau de 1'opérateur de Schrodinger et quand la base
est de dimension supérieure ou égale a 4. Des estimées du méme type ont été obtenues par
P. Petersen et C. Sprouse dans le cas ol le potentiel est nul ([13]). Lorsque ce minorant est non
nul, cette derniere inégalité de Harnack donne un critére qui assure la trivialisation (partielle
ou totale suivant le nombre de sections propres mises en jeu) du fibré considéré (corollaire
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1.12) et l'existence d’'un repére global qui, en tout point, est presque orthonormé (corollaire
1.12).

Dans la section 2, nous appliquons cette méthode pour montrer que, lorsque la norme
L2%¢ dela partie négative de la courbure de Ricci est suffisamment petite, les 1-formes diffé-
rentielles propres du laplacien de Hodge (correspondant a des petites valeurs propres) forment
un repere global qui, en tout point, est presque orthonormé et donnent par conséquent une tri-
vialisation du fibré tangent. De plus, la premiere inégalité de Harnack énoncée ci-dessus nous
permet de montrer que ces 1-formes propres ont une différentielle qui est petite en norme L.
Un principe, da a P. Ghanaat ([9]) permet d’en déduire que la variété de base peut-étre mu-
nie d'une structure de nilvariété. Nous montrons de plus I'existence, sur cette nilvariété, d'une
métrique invariante a gauche qui est presque isométrique a la métrique initiale.

Plus précisément, nous démontrons le résultat suivant, qui fournit une démonstration nou-
velle et compleéte (ainsi qu'une amélioration) d'un résultat publié récemment par P. Petersen et
C. Sprouse ([13]):

THEOREME 0.1 Pour tout entier n > 2 et tout réel p > n il existe une constante positive
E(p,n) > 0 telle que toute variété riemannienne compacte (M",g) vérifiant :

Diam(M)2. [Ric” [l 2 < E(p,n) (1 + Diam (M)?[Rllq/2) P,

Diam(M)%. A, < &(p.n)(1+Diam(M)?|Rllq/2) F®»,
(p+n)(q—2)‘

avec g = max(p4) et p = ~——

(oL A, est la n-ieme valeur propre du laplacien de Hodge agissant sur les 1-formes différentielles)
est difféomorphe a une nilvariété T\ G.

De plus, pour tout € 6]0,33%2 [, on peut munir\G d’'une forme de Maurer-Cartan x et de
sa métrique invariante a gauche associée gy, et trouver un difféomorphisme® : M — I\G qui
vérifie:

*
(1—365_’1r2><cpg“°< ! -
g (1—%@)

des que (M, g) vérifie:

Diam(M)2. |Ric”llp2 < €E(p,n)(1+ Diam(M)?||Rllqj2) FP™,
Diam(M)%. Ay < eE(p,n)(1+Diam(M)?||Rllq2) AP,

REMARQUE 0.2 Laborne sur la courbure sectionnelle de la variété (M,g) n’est pas superflue
comme le prouve un contre-exemple de M. Anderson (cf. [1]).

L'amélioration qu’apporte ce résultat réside d’abord dans le remplacement de I'hypothese de
minoration L* dela courbure de Ricci par une hypothése intégrale (L PIZ avec p>n). Cette amé-
lioration est non négligeable, en effet S. Gallot [5] (pour les problémes liés a la topologie des
variétés) et D. Yang [14] (pour les problémes de convergence de variétés au sens de Gromov-
Hausdorff) ont montré qu’il existe des suites de variétés qui peuvent étre munies d'une suite
de métriques de diametre borné et dont la partie négative de la courbure de Ricci est bornée
en norme LP/? (resp. dont le tenseur de courbure est borné en norme LP/?), qui n’admettent
aucune suite de métriques de diametre borné et de courbure de Ricci minorée (resp. et dont le



tenseur de courbure soit borné en norme L%). De plus, I'utilisation de la caractérisation des nil-
variétés donnée par P. Ghanaat [9] plutot que celle de M. Min-Oo et E. Ruh [12] (utilisée par Per-
tersen et Sprouse dans [13]), nous permet de conclure que la variété riemannienne considérée
est une nilvariété et que sa métrique est presque invariante a gauche, alors que [13] concluait
que la variété est une infra-nilvariété sans controle de la métrique. Enfin, la démonstration
proposée ne nécessite pas de faire appel a un argument sujet a controverse: le fait que le flot
de Hamilton permette, en partant d'une métrique de courbure bornée, d’obtenir une métrique
C!-proche de la métrique initiale, dont la courbure et la dérivée covariante de la courbure sont
bornées par une fonction universelle de la borne initiale.

Remerciements : Je tiens tout particulierement a remercier B. Colbois pour avoir porté mon at-
tention sur les résultats de P. Ghanaat et sur la possibilité de les utiliser en vue d’améliorer les
résultats de P. Petersen et C. Sprouse. Je remercie également S. Gallot pour ses conseils, ses
encouragements et ses remarques.

1. Estimées sur les sections propres et la multiplicité des valeurs propres d’'un
opérateur de Schrodinger

1.1. Notations et définitions

Dans toute la suite (M",g) est une variété riemannienne compacte sans bord de dimension
n,W — M un fibré vectoriel riemannien de dimension | sur M et E = ®k(W) le fibré des k-
tenseurs covariants de M a valeurs dans W . On note < .,. >y le produit scalaire sur W et < .,. >
son extension canonique a E donnée par :

<ST,T > (m)= Y < T(i,...ip),T (i, i) >w
i1yeig
ol {ei}lgignestune base orthonormée de (T,,M,gy,) et T (iy,...,ix) = T(e;,...,e;).

On note alors D la connexion riemannienne de E, obtenue par extension de la connexion de
W, et RE le tenseur de courbure associé (RE(X,Y)S = Di vS - D%, xS).

Le produit scalaire sur E et la mesure riemannienne de (M,g) permettent de définir un pro-
duit scalaire L? sur l'ensemble des sections C* de E par :

1
TIT)= — T, > d
(T1T°) Vol(M)/M< > 4l

(toutes les normes LP, notées ||.|| p» Seront relatives a la mesure de probabilité riemannienne

dvg
Vol(AM) SUr M).

Soit D* l'adjoint de l'opérateur D pour ce produit scalaire, et :
n
A=D"D=— Z D’T(ep,ex;-,...,")
k=1

le laplacien brut agissant sur k (wW).

Notons Sym (E) le fibré des endomorphismes symétriques de E. Un opérateur de Schriodinger
agissant sur les sections C* de E est alors un opérateur de la forme A+V , 0tV est un élément de



Sym(E). Cette famille d’opérateurs contient en particulier tous les laplaciens naturels agissant
sur des fibrés vectoriel sur M (dans ce cas V dépend linéairement du tenseur de courbure R de
E, cf. [2], chap.1). Par exemple, si E = T* M, I'opérateur de Schrodinger A g = A +Ric agissant
sur les 1-formes différentielles de M n’est autre, d’apres la formule de Béchner, que le laplacien
de Hodge.

Enfin, pour toute section V' du fibré des endomorphismes symétriques, on notera V (m)
sa plus petite valeur propre sur Ep,, et pour toute fonction f : M — R, on notera f~ (m) =
Max(0, — f(x)) sa partie négative.

1.2. Inégalités de Sobolev

Nous établissons nos estimées grace aux techniques, désormais classiques, d’itérations a
laDe Giorgi-Moser des inégalités de Sobolev. Pour cela nous aurons besoin des inégalités de
Sobolev quantitatives données par les deux lemmes suivants, dus a S. Gallot (cf. [5]) :

LEmMME 1.1 Pour tout entier n et pour tout couple de réels p > q > n il existe des constantes
C(p.qg,n) et C(p,q,n) (universelles et explicitement calculables) telles que, sur toute variété rie-
mannienne compacte (M",g) vérifiant :

Diam(M)?||Ricyll pj2 < C(p.q,n),
onait:

— toute fonction u de H? (M) vérifie:

lull 29 < C(p,q,n) Diam(M)lldully + llull.

q-2
— toute fonction u de HY9(M) vérifie:

sup u — inf u < C(p,q,n) Diam(M)lldull 4.

REMARQUE 1.2 On peut, dans la proposition précédente, prendre p = o et g = n. Dans ce
cas, la constante C ne dépendra que de n. On peut aussi prendre g = %, les constantes ne
dépendant alors plus que de n et d'un minorantde p — n.

Les résultats sur le contréle universel des sections propres des opérateurs de Schréodinger
sur toute une classe de variétés, énoncés dans la suite, nécessitent I'existence d'une inégalité
de Sobolev universelle sur cette classe de variété. En vue de 'application de ces estimées a la
démonstration du théoréeme 0.1 nous avons choisi de déduire I'existence d'une telle inégalité
de Sobolev universelle des hypotheses de courbure énoncées dans le lemme 1.1, mais cette
inégalité (et donc le contréle des sections propres d'un opérateur de Schrodinger) peut-étre
obtenue sous d’autres hypothéses (sur la courbure ou par exemple sur la constante isopéri-
métrique de Cheeger). A titre d’exemple nous citons le résultat suivant, qui découle aussi des
travaux de S. Gallot ([5]) :

LEMME 1.3 Pour tout entier n et pour tout couple de réels p > q > n il existe des constantes
C(p.g.,n), B(p,q,n) etC(p,q,n) (explicitement calculables) telles que, sur toute variété rieman-
nienne compacte (M",g) vérifiant:

eBPam DiamM 1 (Ric + (n - 1)) [l 2 < T(p.g,n),



on ait:

-toute fonction u de H'> (M) vérifie:

lull 24 < C( p,q,n) eBPam DRmM gy ),
x

-toute fonction u de HY9 (M) vérifie:

sup u —inf u < C(p,q,n)eB(p’q’") Diam(M)Ildullq.

1.3. Estimations sur les sections propres et minorations des valeurs propres

Commencons par une remarque classique sur le spectre des opérateurs de Schrédinger,
qui découle de considérations classiques sur les opérateurs elliptiques et de la positivité de la
formes quadratique S ~ IIDSII% associéea A :

REMARQUE 1.4 Soit V une section de Sym(E) alors, lorsque la variété riemannienne (M, g)
est compacte, les sous-espaces propres de 'opérateur A + V sont de dimension finie, ont une
somme directe (orthogonale) dense dans H'? et les valeurs propres associées forment une
suite divergente :

inf V<A <...<A;: <.,

de plus, siI'égalité A; = inf V alieu, alors toutes les sections propres associées a la premiére
valeur propre sont paralleles.

Dans la suite, on note (S;) une famille L?-orthonormale de sections propres de l'opérateur
de Schridinger (i.e. (A+V)S; = Ai.S). Si I désigne une sous-partie finie de N, on note alors
F; = Vect ({S;}ier) le sous-espace vectoriel de E engendré par cette famille. Le lemme suivant
donne une estimation du rapport entres les normes L et L?> des combinaisons linéaires de
sections propres de F en fonction du potentiel V, des valeurs propres {A;} jc; et d'une intégrale
de la courbure de Ricci (via les constantes qui interviennent dans les inégalités de Sobolev).

LEMME 1.5 Pour tout entier n = 2 et pour tout couple de réels p > q > n, il existe des
constantes (explicitement calculables) C(p,q,n) et a( p,q,n) telles que, sur toute variété rieman-
nienne compacte (M",g) vérifiant:

Diam(M)?||Ricyll pj2 < C(p.q,n),

toute combinaison linéaire de sections propres S € Fj de l'opérateur A\ + V vérifie, pour tout
KeR:

prq
1Sllee < (1 +a(p.q,n) ) (1 +A) 2P |[S]l2

1+A

oit A = Diam(M),[(I(V. = K)~ [l 2 + supjey [A; = K1).

[1S1l o0
[HIA

REMARQUE 1.6 Cette estimation est optimale dans la mesure ot le rapport tend vers 1

lorsque A tend vers 0.



1S
ser\ (o} ISz

Démonstration. — On pose, pour la suite, Ai(I) = , ol k est un réel plus

grand que 1 ou égal & +co.

Soient S un élément de F; et K un réel quelconque; posons f = +/|S|2 + €2 pour € > 0. La
fonction f est C* etl'inégalité de Cauchy-Schwarz implique:

|DSI?|SI?
d (\isiz+e2) 1P < Sy < IDSP.

On en déduit I'inégalité :

1 1 _
fAaf EA(f2)+|df|2<EA(|S|2)+|DS|2=< AS,S >
<(A+V -KId)S,S>+ (V. -K) IS

(A+V - KId)S|f+(V-K) f2

N IN

Or, f étant une fonction strictement positive, on obtient, par la formule de Green, que si
k > 1/2, alors:

k2
/Id(fk)lz = o 1/ <df,d(f2k*1)>=
y -

2k-1 - £2k
2k—1(/ [((A+V —K.Id)S| f /M(K—K) f )

On a donc, pour toutréel k > 1/2:

2k-1

N

1dCF2 < = \/n ‘||p/z||f||2k,,+||<A+v K.Id)Slaxll FI251,

En utilisant I'inégalité de Sobolev donnée par le lemme 1.1 (appliquée a la fonction
u=f ky, en faisant tendre € vers 0 et en utilisant I'inégalité de Holder, on obtient 'inégalité
suivante, valable pour tout k > 1/2 (ou C(p,q,n) est une constante universelle) :

I515ey < CBLRE Diam(M)(1 (V-K) 2 ISI3E, + (A +V KIS i SI3EY
z p- P2
+ISI,
p—

_Q
|

Or (A +V — K.Id) estune application linéaire de F; dans lui-méme, on a donc:

I(A+V —K.Id)S|2k A (DII(A+V = K.Id)S|».

<
< Azkp (D) sup |A; = KL[[Sl2.

p-2 iel
On en déduit donc I'inégalité (toujours pour k > 1/2):

C(ip,gnk
V2k -1

-2

1/k
ISl 2% zkg < <1+ A) Azkp (DISIl2
p-2



o1 A est définie dans I’énoncé du lemme 1.5.

Comme S a été choisi quelconque dans I'espace vectoriel F;, on obtient donc:

k
Cpank \"
Apg (I) L [ 1+ ——A Azgp (I)
Si on pose successivement k=47 dans cette inégalité, avec f = Z(( s:;; > let jeN, etqu'on

multiplie membre a membre les inégalités ainsi obtenues, en remarquant que A, (I) — A (I),
lorsque m tend vers +, et que le produit infini converge, on obtient :

00 ] B]
A0 <] 1+ EPaBT Az (D).

j=0 \/ZBj -1 -

2 p2
Enfin, comme% >2,onallS| 2p < IISIIO’Z.IISIIZ” , ce qui se traduit en termes des Ay (1)
2

p—

2
par A 2p (I) < AL (I) dotr:
p—2

P 1

[« p—Z'ﬁj

j
A0 <] 14 CPamB

0 V2B -1

Pour simplifier 'expression, remarquons que dés que a > 1,on a:

Log(1l+a.x) < Log(1+x)+ (a- 1)L

x+1
D’ol
P o= 1 i A
LogAs(I) <& ——— — | Log(1+A) +C(p,g,n) B’/ -——
gAx(D) < p_zgﬂj[ g(L+A) +C(pgmpl*——
On trouve donc:
Au(D) < € PANTER (14 A) 20D
rq
< [1 +a(p,q,n) <l—>] 14+ A)2-a),
car pour tout x € [0,1],ona e < e%.ax + 1. O

1> iSillo
1" «ill2

pas du nombre de sections propres S; qui entrent dans la combinaison linéaire. Ceci permet,
en utilisant une technique développée dans [11] par P. Li, de majorer le dimension de Fj, et
donc de majorer la multiplicité des valeurs propres et la fonction de comptage du spectre d'un
opérateur de Schrodinger :

On remarquera que le majorant du rapport donné par ce lemme ne dépend

COROLLAIRE 1.7 Pour tout entier n > 2, pour tout réel p > n et tout réel E]O,% - lp[ il

existe des constantes (explicitement calculables) T(p,x,n), et a( p,o,n) > 1 telles que, sur toute
variété riemannienne compacte (M",g) vérifiant :

Diam (M)?||Ricyll 2 < C(p,o,n),



on ait:

(i) La multiplicité mult(A) de toute valeur propre A de tout opérateur de Schrodinger
(A+V), agissant sur les sections de n'importe quel fibré E (de rang l) sur M, vérifie:

1

2+1
mult\) < l.<1+a(p,(x,n)\/Diam(M)2|| (K—A)*np/z)

(ii) La i°™¢ valeur propre A; du spectre de (A + V) vérifie:

A= A= IV = AD) [l + ! AN 12
P2 A R T Diam ()2 |\ b(p,aun) 1 '

olt A1 est la premiere valeur propre de (A + V). Parailleurs, ona:

1 1\ Tow 2 _
Ay — A > (1+—) —1| =W =D N o

a(p,a,n)2Diam(M)? l

le minorant étant une constante strictement positive lorsque Diam(M)?2|| (V.= A1) " |l pj2 estin-
férieur a une constante y(p,n) > 0.

REMARQUE 1.8 Dans ce qui précéde, on peut choisir « en fonction de p et n (par exemple

prendre « = % (% - lp)), auquel cas les constantes C, a et b ne dépendent plus que de n et d'un

minorant positifde (p — n).

Démonstration. — Pour toute partie finie I de N, nous notons toujours F; le sous-espace
vectoriel engendré parl'ensemble des sections propres S;, ot iel. Posons F(m) =), |S"(m) 2,
i

ol {S/"}estune base L2-orthonormée de Fj qui diagonalise la forme bilinéaire symétrique don-

née par (¢,s) —< t(m),s(m) >. Remarquons d'une part que, cette somme étant la trace de la

forme bilinéaire relativement au produit scalaire L2 onaaussi F(m) = Z |S;(m) |2 pour toute
i

autre base L%-orthonormée de F;. D’autre part, sous cette forme, F(m) estla somme d’au plus
| termes non nuls, on a donc:

1
Dim(F)=——— | F(x) <. SM12 < 1A (I)2.
im(H) Vol(M)/M (0 < Lsup ISP, (D

Le lemme 1.5 permet d’en déduire que, pour toute constante K et toutréel p > g > n, eten
choisissant a(p,q,n) > 1:
pq

dim(F) < L.+ a(p,q.n)?. (1 +Diam(M)\/ll(Z— K)~llpj2 +sup [A; - KI) 7q,
iel

ou:

2+-24
dim(F) <1 <1+ a(p,q,n) Diam(M)\/II(K— K)~ |l pj2 +sup[A; — K|) P q.

iel

La partie (i) du corollaire se déduit de ces deux inégalités, ot 'on choisit I = {i/A;=A},

K = Aetg = 7 +’; ~ - La partie (ii) du corollaire s'en déduit également en choisissant
I={j/Aj<A},K=Aretg= ﬁ, et en remarquant qu’alors dim(F) = i. |

REMARQUE 1.9 Les estimées universelles sur le spectre (sections propres et valeurs propres)
d’opérateurs de Schrodinger données par le lemme 1.5 et son corollaire 1.7 sont valables sur la



classe des variétés riemanniennes compactes satisfaisant une certaine inégalité sur la norme
LP/? de la partie négative de leur courbure de Ricci. En fait la méthode permet d’établir ces es-
timées sur toute classe de variété riemannienne compacte ou est donnée une majoration uni-

verselle des constantes de Sobolev correspondant a I'injection de H'? (M) dans L%. Ces pro-
priétés resteront donc valables sous d’autres hypotheses de courbure (voir a ce titre le lemme
1.2). En particulier, si p=co et g=n un controle universel de 'injection de H? dans L2 est
possible (cf. [3]), et le corollaire 1.7 redonne alors les résultats classiques sur la minoration du
spectre d’'un opérateur de Schrodinger et sur le fait que, si Diam(M )2l (V.—A1) 7 |l estpetit, on
ne peut avoir plus de [ petites valeurs propres (arbitrairement proches de A;) pour I'opérateur
A+ V (cf. [4] et [8]).

En considérant le cas particulier du laplacien de Hodge vu (via les formules de Weitzenb6ck)
comme un opérateur de Schrodinger agissant sur les k-formes différentielles et en majorant,
via le corollaire 1.7, la multiplicité de la valeur propre nulle, on retrouve la majoration des
nombres de Betti b;(M) donnée par S. Gallot dans [5]. Lauteur a montré que les termes inter-
venant dans cette majoration (qui correspondent  notre terme en Diam (M)?|| (V. — A)~ || p/2)
et’hypothese sur la courbure ne peuvent étre affaiblis. Cela prouve I'optimalité des hypotheses
de notre lemme.

1.4. Inégalité de Harnack

Nous allons donner une inégalité de Harnack vérifiée par les combinaisons linéaires de
sections propres des opérateurs de Schrodinger. La méthode utilisée généralise celle de M. Le
Couturier et G. Robert (cf. [10]), qui établissent de telle inégalités pour les sections harmo-
niques de tels opérateurs. La démonstration est encore une variante de la technique d’itération
ala De Giorgi-Moser.

Commencons par établir le lemme suivant:

LEMME 1.10 Pour toute section SdeE, ona:

1 _

A (|DS|2) +|D?®S12 < < D*RES,DS > +Ric™ |DS|*+ < DAS,DS > +nlRE|.1DS|?,

oit | RE || est la norme de U'application linéaire induite parR" :

gE . [ NTaM - N’ Ej
’ unv ~ RE(uw)
ot RE(u A v)(T,S) =< RE(u,v)T,S >.

Démonstration. — On déduit de la formule classique < AT, T >= %AI T|% + |DT|?, va-
lable pour tout tenseur de E, que:

1 _ . _
A (|DS|2) +|D?S|2 =< (AD — DA)S,DS > + < DAS,DS > .

Or, si DS, RES et D3 S sont considérés (respectivement) comme des 1, 2 et 3-tenseurs a valeurs



dans E, etsi < .,. > désigne le produit scalaire dans E, on a:

< (AD - DA)S,DS >

Y < D*S(i,j,j) - D*S(j, j,1),DS(i) >

iJ

> < D*S(Gi,j,j) = D*S(j,i, j) + D*S( i, j) = D*S(j, j,),DS(i) >
iJ

et:

D3S(i, j, j) — D*S(j,i,j) S RM (i, j, j,k)DS(k) + RE (i, j)(DS( j))

S D3S(j,i,j) - > D3S(j,j,0) S>> D(RES)(j,i,j) = D*RES(i)
Jj Jj J

On obtient donc:

< (AD - DA)S,DS > =-> Ric(i,k) < DS(i),DS(k) > + < D*RES,DS >
ik
+30;; < RE(4, )(DS(j)),DS(i) >,

dont on déduit aisément le résultat annoncé. O

Les inégalités de Sobolev données en 1.2 nous permettent alors d’obtenir :

ProPosITION 1.11 Pour tout entier n 2> 2 et pour tout réel p > n, il existe des constantes (ex-
plicitement calculables) C(p,n) < 1 et A(p,n) telles que, sur toute variété riemannienne com-
pacte (M, g) vérifiant I'hypothése de courbure:

Diam(M)?||IRic” |l o2 < T(p,n),

toute section S de E vérifie:

. . —_ 1-1
inf|$| (Dlam(M)nDsnz)T( . o ISl g2 )
— < A(p,n) 1+ Diam (M)~ (||R” || + ——) )
supls) S P 151l T
N _ _ 2(p—n)
oitq =max(p4) etT = Datn(g—a)

Démonstration. — Posons u = +/|DS|? + €2. En procédant comme dans la démonstration
dulemme 1.5, on montre:

1
uru < 5A|DS|2 + |D?S|?

Donc, d’apres le lemme précédent :

K2 1
/|d<uk>|2 < /(—A|DS|2+|DZS|2>u2<’“”
M M 2

2k — 1
k? _
< (/ Ric‘u2k+/ < DAS,DS > u?*k=1
2k -1 \Jy "

+/ < D*RPS,DS > u2k-D +n/ ||RE||u2k)
M M

10



Par ailleurs, en utilisant le théoreme de la divergence, on montre que pour tout k > 1

/ < DAS,DS > 21 = / |AS2 2 kD) 2(k—1)/ Y <AS,DS() > duli).u**?
M M .
< /|ZS|2u2<k1>+z(k—1)/ IAS||du|u? kD
M M
_]_ J—
< —/ |du|2u2<k—1>+(zk—1)/ A8y kD
M M

En faisant de méme, et en remarquant que, par antisymétrie de RE, ona:
1
Z <RPS@,j),D?S3,j) >= 5 IRES|?,
i, j

on trouve :

/ < D*RES, DS > 12k < / ldul2?*V + 2k - 1)/ IRES|2u2k-D
M

En remarquant que fM ldu|?u2k=1 = # fM ld(u¥) |2, en posant k = qsz et en appliquant
I'inégalité de Holder, nous obtenons I'inégalité suivante, valable pour tout g > 4:

—2 — —
ldw'T )l < 12 (\/(anc I pj2 + nIREllp2) lull %2 o) * (IBSIZ 5+ IRFSI o)l 4)
P-

En choisissant p > n, r = p; , en se servant de l’1negahte de Hoélder, puis de la premiére

inégalité de Sobolev du lemme 1.1 (appliquée a la fonction u 4= ), nous obtenons (pour tout
q=4):

‘7

+y
el ,

0/ 2)

.
P2z 5
ray - S el
4-2
< lull 2
+C’ D M) [(IRic™ [l 52 + IRE] [l + (12812, + IRES|2 ) [ulld™*
(p,n). Diam(M) [(IRic™ |l p2 p/2)up(q g t( a/2 a2 lallq
pP-2
< 2(p-1(q-2)
OuY = Tg—aypralr-

Comme la constante € n’'intervient dans cette inégalité que dans la définition de la fonction
u, on peut (quitte a faire tendre € vers 0) remplacer u = /| DS|? + €2 par u = |DS|. De plus, si

on pose g = max(p4),onay = r(Z g et p(q 2) = g = p, nous en déduisons donc:
IDSIIy >
1+y
DS,
Tp2
I DSl pg-2 +C"(p,n) Dlam(M)\/(llRlc I ps2 + IRE | p2) IDSI%, o) + IIZSII s IIRESIIq/z
p-2 p-2

11



. . 1+y . L L
La croissance de la fonction x — o X ) permet, dans cette derniére inégalité, de rem-
X asx
; . S|—inf|S
placer || DS|| p4-2) par |[[DS||p, puis par le mmorant( sup S| —inf| S|

m) fourni par la seconde in-

p
égalité du lemme 1.1; nous en déduisons:

(Diam(M)||DSll2)* >
(sup | S|—inf |S)1TY
c”’ (pn) [Hsnw\/(nm-np/2+\|REHp/2>HSH%Q Diam(M)2+(|RES|IZ ,+I[ASIIZ5) Diam<M>4J.

Nous achevons la preuve en remarquant que Diam (M )2 IRic™ || pr2 < 1parhypothese,que
IRESIZ,, < IRFIZ 2. ISI%, que IRF | 2 (Diam(M))* < 1+ [|RP||Z ), (Diam(M))* et que

sup |S|—inf[S| _ ; _ inf|S]
ST L= Suplsr- 0

Nous donnons maintenant un corollaire important de ce résultat :

Comme précédemment, (S;) jcn est une famille L?-orthonormale (ordonnée dans le sens des
valeurs propres A ; croissantes) de sections propres de l'opérateur de Schrédinger A + V , agissant
sur les sections d’'un fibré euclidien E. Pour tout entier k, nous posons Hy = Vect{S;,1 < i < k}
et pour tout point m de M nous notons Hi.(m) = Vect{S;(m),1 < i < k}. On sait alors qu'on a
toujours les relations suivantes pour les dimensions de ces espaces :

Dim(H) = k
Dim (Hi(m)) < inf(1,k)

outl est la dimension du fibré E.

Le corollaire suivant nous donne une condition suffisante, en termes de courbure de la
variété (M,g), pour que les dimensions des espaces Hy et Hi(m) associés aux petites valeurs
propres soient égales :

CoROLLAIRE 1.12 Pour tout entier n > 2, pour tout réel p > n, il existe des constantes (ex-
plicitement calculables) C(p,n) et a( p,n) telles que, pour tout réeln € [0,1[, pour toute variété
riemannienne compacte (M",g) vérifiant :

Diam (M)%.|[Ric” |l pj2 < C(p.n),

pour tout fibré euclidien E — M et tout opérateur de Schrédinger A + V sur les sections de ce
fibré dont les k premieres valeurs propres vérifient:

. _ . ~ -B
Diam (M)?|| (V. = A) ™ llpj2 < n.a(p,n) [1+Diam(M)2(IV llgj2 + IR®llgj2) + 3P ] 7 <1

(oit g = max(p4), B = %; b(p,n) = f((;’f:ll; +1letAp = Diam (M)? SEE |A;]), alors
l\

toute combinaison linéaire S des k premieres sections propres vérifie l'inégalité :
inf| S|
sup|S|

< nﬁ+2

‘ N

En particulier, on a Dim(Hy(m)) = Dim(Hy) = k, pour tout point m de M, et la famille
1
2n B2

7(1—:75_3)2)'

(Si)1gigk est presque-orthonormaleen tout pointde M (i.e.| < S;,Sj > —6;j| <

12



REMARQUE 1.13 Ce corollaire est une généralisation du théoreme d’annulation de M. Le
Couturier et G. Robert [7] (dans leur résultat, la condition g > max(p,4) a été omise, mais
elle semble nécessaire). Il permet d’obtenir I'existence d'une trivialisation d'un fibré, non plus
seulement par des sections harmoniques relativement & un opérateur de Schrodinger, mais
aussi par des sections propres associées a de petites valeurs propres de cet opérateur. On peut
espérer qu'une telle généralisation des théoremes d’annulation a la Béchner permettra de gé-
néraliser certains des théoremes de classification des variétés réalisant certaines hypothéses
de pincement de la courbure et des valeurs spectrales d'un opérateur de Schrodinger. Un tel
exemple de généralisation est donné dans la seconde partie de cet article.

Démonstration. — La premiere inégalité découle directement de la proposition précéden-

te, puisqu’'on a d'une part, si S = > «;S;:
i<k

2 _ (K _ 1 _ 2
IDSII; = ((A+V)(S)IS) (V(S)IS)<V01(M)/M(M V)ISI
< W =27 IS,
et d’autre part:

IASlg2 < 1@ +V)Slga+ 1VIg2llSlle,

<
< Agll(A+V)Slz + 1V ig2llSlle,

< (Aq/z.sup [A;] + ||V||q/2) 1Sl oo
i<k

Or lelemme 1.5 donne:
Agr2 < a (pn)(1+ VA2V em,

ou b (p,n) = % et ol A = Diam(M)? (II(Z = Ap) " Mlp2 + 1Ak = )\1|> est, par hypothese,

majoré par 1 + 2A. D’out:
4V (pn) a”(p,n)

b (p,n)+1 a'(p,n)
Diam(a)? T <

b (pn)+1
—(1+A
= Diam(M)z( k )

Agy2-sup [A;] <
ce qui donne:

Diam(M)?[ASllg/2 < (@ (p)(1+ A7 ") + Diam M2V llg12) 1S

En appliquant la proposition 1.11, on en déduit:

inf|S|
sup |S|

Diam (M) || DSl
1Slleo

||an,,/2))”

.
) <1+Diam(M)2(||RE||q/2+ I3

< A(p,n) (

, . _ . b(p, 1-1
< A'(p,n) Diam(M)T[(V. — )~ I1/3 (1 + Diam (M) (IR g2 + IV llgj2) + AL P™)
La seconde hypothese de corollaire 1.12 implique alors I'existence d’'une constante a( p,n)

telle que:
inf|S|

sup|S| -

1
l‘énm.
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Pour finir la démonstration, posons f; j = |S; + S;j|. On a alors, d’apres ce qui précede,
1
Iinffi,j/supfi,j — 1| < nf2.Deplus || fi,jllg =2(1+6;;).0n en déduit:

1
4(1+6;1)nk2
| fE;-20+68i))] < ——L—.
(1—nFz)?

En faisant de méme avec la fonction |S; — S| et en prenant la différence des deux pincements
obtenus, on obtient:
1
2n B+2
| < 81,8 > —6;jl < —.
(1 - nF2)2

2. Application

2.1. Un théoréme de structure des variétés riemanniennes compactes de courbure de Ricci
presque positive

Dans cette seconde partie, nous allons appliquer ce qui précede pour démontrer le théo-
reme 0.1 cité en introduction. Pour cela nous utiliserons un résultat da a P. Ghanaat [9] qui
caractérise les nilvariétés:

Soit M" une variété différentielle compacte de dimension n; supposons qu’elle admette une
trivialisation « : TM — R" de son fibré tangent dual T* M. On peut alors munir M de la
métrique gx = Zi ®; ® &;. On a alors le théoreme suivant

THEOREME 2.1 (Ghanaat[9]). Pour tout entier n > 2, il existe des constantes 6 (n) et C(n)
telles que toute variété différentiable compacte M" possédant une trivialisationx : TM — R"
qui vérifie Diam (M) |do|l« < O (oit M est munie de la métrique gy) est difféomorphe a une
nilvarietéT\ G.

On peut de plus trouver un difféomorphisme® : M — I\ G et une forme de Maurer-Cartan &g
surT\G tels que:

lx = ®*xgllo < C(n) Diam (M) [ld oo,

oit la norme L™ est donnée par la métrique gy.

Avant de commencer la preuve du théoréeme 0.1, nous allons d’abord établir les deux lemmes
suivants, qui interviennent dans cette preuve :

LEMME 2.2 Pour tout entier n 2> 2 et tout réel p > n, il existe des constantes positives C( p,n)
et a(p,n) (les méme que celle du lemme 1.5, oir 'on remplace q par (%)) telles que, sur toute
variété riemannienne compacte (M",g) vériﬁantDiam(M)2 IRic™ |l pj2 < C(p,n), toute combi-
naison linéaire « des i premieres formes propres du laplacien de Hodge (agissant sur les k-formes
différentielles) vérifie :

< RPN '
| 0o l1+a(pn)—— | (1+ p=1 || x|| o,
lotlloo < (p )1+A ( ) llexll2
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Diam(M)\/A; + [IRic™ [l 2 sik =1,
avec A= . —
Diam(M)\A; + k(n = k) IRl p2 sik >2,

ot R(x) désigne la plus petite valeur propre de l'opérateur de courbure de (M,g), vu comme
endomorphisme symétrique de \>(TyM).

Démonstration. — Le laplacien de Hodge (agissant sur les k-formes) s’écrit, en vertu des
formules de Bochner et de Weitzenbdck, comme l'opérateur de Schrédinger A + #, ol
R = Riclorsque k=1, etou Xy > k(n— k)E(x).Id/\z oM lorsque k > 2 (cf. [7]). A cet opérateur
de Schrodinger, on applique le lemme 1.5, ce qui achéve la preuve. U

LEMME 2.3 Pour tout entier n > 2 et tout réel p > n, il existe une constante positive Z( p,n)
telle que, pour toutn € [0,1[ et sur toute variété riemannienne compacte (M",g) telle que la

n'®™e yaleur propre A, de son laplacien de Hodge (agissant sur les 1-formes différentielles) véri-

fie:

_(rtn)(g-2)
Diam(M)? (IRic || pj2 +An) < n.E(p,n) [1 + Diam(M)*|Rllqj2| 7"
(oir g = max(4,p)), on ait: toute combinaison linéaire non triviale x de 1-formes propres cor-

respondant aux n premieres valeurs propres (y compris les valeurs propres nulles) du laplacien
de Hodge est une 1-forme partout non nulle, vérifiant de plus :

inf(|x]) __pn__
> 1-— npq+n(qf4) .
sup(|«l)

De plus, tout systeme L? -orthonormé { «;} 1<ign de 1-formes propres correspondant aux n pre-
mieres valeurs propres vérifie:

p—n
2’7 pg+n(qg—4)
| < x> =6l <

p—n
(1 -n pg+n(q—4) )2
en tout point de M.

Démonstration. — Par la formule de Bochner, le laplacien de Hodge (opérant sur les
1-formes) se lit comme I'opérateur de Schrodinger (A+V), ouV =Ric.

La variété (M",g) vérifie la premiere hypothése du corollaire 1.12, quitte a prendre E( p,n) in-
férieure a C(p,n), puisque Diam(M)z.H@’ l p2 < E(p,n). Par ailleurs puisque, dans le cas
présent, le potentiel V' est 'endomorphisme symétrique associé a la forme quadratique Ric,
I'hypothése du lemme 2.3 donne:

Diam(M)*|(V. — An) Il p2 Diam (M)*(|Ric” [l p2 + Ap)

<

- . 2 : -B
< 2Pn&(pn) [2+Diam(M)*(IRllq/2 + | Ric llq/2) |
ot g = UL,

af(

pé") ), oul a( p,n) estla constante définie au corollaire

Si on choisit Z( p,n) inférieur a min(1, 5

1.12, on en déduit:

Diam M2[[(V. ~ An) | pj2 < na(pmn) [1+Diam (M) ([Rllgsz + [V llqj2) + 5™ |
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(car par hypotheése,ona A, < 1).

Ceci montre que le laplacien de Hodge vérifie la deuxieme hypotheése du corollaire 1.12. Le
corollaire 1.12 permet d’en déduire que toute combinaison linéaire (a coeflicients constants
non tous nuls) « des n premieres sections propres vérifie :

inf (|al)

p—n
- —— <K npq+n(r4—4) <1
sup(|«l)

et, qu’en tout point de M et pour tout systéme L2-orthonormé {c;} 1<ign de 1-formes propres
correspondant aux n premiéres valeurs propres, on a:

p-n

2,7 pg+n(g—4)

| < a0 > =641 < 5= .
(1- n pq+n(q—4) )2

O

LEMME 2.4 Soit (M",g) une variété riemannienne compacte dont le fibré tangent est muni
d'une trivialisation x : TM — R" (i.e. les 1-formes «;(x) forment une base de T;* M en tout
point x de M). On peut alors munir M d'une nouvelle métrique g4 = ) _; X; ® ;. Le rapport
entre les métriques g et g est borné par :

inf|w|? sup |w|?

N X X ’

Tk lwli3

ot w parcourt l'espace (privé de 0) des combinaisons linéaires (a coefficients constants non tous
nuls) des formes oy, - + - ,&p.

Démonstration. — On munit R” de son produit scalaire canonique (noté < -,- >) et on
considere 'application:

I (TM,g) - (R", <-->)
' u ~ (&i(w)igign

ainsi que son application adjointe :

* { (R, <+ >) = (TM,g)
(Wiigign — 2oiVi- &

ol a? désigne le vecteur dual de «; (pour la dualité associée a la métrique g). Remarquons
n

que, | L(w)|?> = gy(u,u) et que g(L} (v),LE (1)) = |w|?>(x) siv = (v1,...,vp) et w = 3. vix;.
i=1
< L(u),L(u) > . g(L*(v),L*(v))

Comme les bornes inférieure et supérieure de e coincident
g(u,u) < v >

(car ||IL*|| = |IL| et || (L*)_1 | = IL71]| en normes d’applications linéaires), on en déduit que

2
L e u,u || o

les bornes supérieure et inférieure de g (1) etde 5 coincident (car ||w||% =< v,v > par
g(u,u) llwll5

définition de w). |

Fin de la preuve du théoréme 0.1: Soit {«;}1gign un systeme L?-orthonormé de 1-formes
propres correspondant aux n premieres valeurs propres 0 < A; < ... < A, du laplacien de
Hodge. Si les hypotheses du théoreme 0.1 sont vérifiées (en choisissant E(p,n) < %E( pn)),
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celle dulemme 2.3 I'est aussi si ’'on y remplace n par €. On applique le lemme 2.3 pour obtenir
que:

o I T™M — R
' u — (cp(uw),...,xn(u))
donne une trivialisation du fibré T M (puisque les «;(x) forment une base de T; x* M pour tout

n
x). De plus, en vertu du lemme 2.3 et du lemme 2.4, la métrique g« = Y «; ® «; vérifie:
i=1

1

1 \2
=

En appliquant le lemme 2.2 ala 2-forme d¥, ou ¥ est n'importe quelle combinaison linéaire (a
coeflicients constants) de {3, ...,x5;}, nous obtenons:

2
(1—€B_i2> 8K 8x < 8 1)

p(p+n)

Diam(M)2|d¥%, < a (pn) (1 + Diam(M)\A, +2(n - 2) R ||,,/2> P Diam(M)2 ) d¥2

p(p+n)
< d'(pn) <1+\/1+Diam(M)2||E’||p/2) P77 Diam(M)2A,.[¥|2
(1+ Diam (MR || o) 550
1 lam n /2 p—n 2
< ea (pn)E(pn) : P 14
P ) Diam (M2 (Rl 0)P 2
€
< 5(n)?vII3

64(1 +12nC(n))2(1 +8(n))?

5(n)?
64a” (p,n)(1+12nC(n))2(1+ &(n))?

(déesque &(p,n) < ,ou 6(n) et C(n) sontles constantes

du théoréme 2.1, car B(p,n) > g((ng; ,puisque g — 2 > Ep).
D’apres 'inégalité (1), on a:
) 1 )
Diamg, (M) d¥lgyes < ———— Diamg(M)[|d¥ge
(1-eP2)3
J€d(n)

11l 0 @

= (1+12nC(n))(1+6(n))
ou [|d¥] g, désigne la norme L® de d¥ et Diamga (M) le diametre de M, mesurés par la mé-
trique gy. En remplagant ¥ par les «;, ce qui donne |[¥]g2 = 1, on montre que les hypotheéses
du théoreme 2.1 sont vérifiées.

Nous en déduisons I'existence d’une nilvariété I'| G, d’'une forme de Maurer-Cartan g sur cette
nilvariété et d'un difféomorphisme ® : M — I'\G tels que:

-1

CI)*
‘ﬁ <\/E’

8u

ol gy, est la métrique invariante a gauche sur G associée a la forme de Maurer-Cartan et a un
choix de métrique euclidienne sur T, G (cette métrique passe au quotient sur I'\ G). En effet, par
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le théoréme 2.1 et par lelemme 2, on a:

* 0 * i i i
IIE P oy ® ¢ (XO—E & ® o |lo, gy
i i

ST o — &l gy - N lo gy + 10% llco g - 197 0t — ol co g,
i

< C(n) Diamg, (M) Y lldodleo,g, (116711eo,gg + 19% Xflleo g5, )

1

€
< Ve

1
@2+

i
su X || 0o
12 24n) ip o leo g6

1
donc (comme €2 < %), en vertu des inégalités (1) et dulemme 2.3 :

Vesup; lallog  VEllally,
1% 8oy — 8uxllo g < 8 g 8 Ve
4(1 — eh*2) 2(1 — eF+2)

Or, d’apres I'inégalité (1), on en déduit que:

*
(1- \/E)(l_eg_}rz)Z < D" gy (w,u1) < 1+ /€

gwu) (e
ce qui donne, puisque ﬁ < % :
%
(1 —Seﬁz) L 2B () L
g(u,u) <1 _35W)

REMARQUE 2.5 On a vu que toute variété de courbure de Ricci presque positive admet une
minoration non triviale de sa n+1-éme valeur propre. Notre résultat classifie le genre différen-
tiel (et donne approximativementles métriques) des variétés de courbure de Ricci presque po-
sitive admettant n petites valeurs propres. Il semble a peu pres évident que si la variété (M,g)
de courbure de Ricci presque positive est orientable et admet n-1 petites valeurs propres, alors
I'opérateur de Hodge appliqué au produit extérieur des n-1 premieres 1-formes propres donne,
par dualité, une 1-forme de petit quotient de Rayleigh. On est donc alors en fait dans le cas ou
les n premieres valeurs propres sont petites, et la conclusion de notre théoréeme est toujours
vérifiée (dans le cas non-orientable, c’est la revétement orientable a deux feuillets qui est une
nilvariété, et la variété elle-méme n’est plus qu'une infra-nilvariété). Pour chercher a renfor-
cer ce résultat, on pourrait chercher a montrer que si seulement k valeurs propres sont petites
(1 < k < n—2)alors M est'espace total d'un fibré principal dont la fibre-type est un groupe
nilpotent. On pourrait aussi chercher a classifier les nilvariétés difféomorphes a nos variété M
en fonction du nombre de valeurs propres nulles admises par (M,g).
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