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Introduction

On considére I’équation des ondes sur une variété riemannienne compacte,
et on note E(t,z,y) le noyau de la solution fondamentale. Il est alors inté-
ressant d’étudier la distribution S(¢t) = [ E(t,z,x)dz. En utilisant les valeurs
propres A, du laplacien et le calcul fonctionnel, on établit I'égalité :

S(t) = Zw

Comme on sait de plus que F est un opérateur intégral de Fourier, on arrive
a lier les singularités de S aux longueurs des géodésiques périodiques de la
variété ([1]). Plus précisément, on montre I'inclusion suivante :

supp. sing.(S) C L,

avec
L={ L, |~ géod. pér. },

ou L, représente la longueur de la géodésique y. Une telle formule permet
donc d’étudier les relations entre la géométrie de la variété et la distribution
des valeurs propres du laplacien.

Classification math. : 35A08, 35L05, 35P20.

Mots-clés : équation des ondes, paramétrix d’Hadamard, potentiel de Dirac, formule de
trace.




En étudiant ’équation de Schrodinger, ou de la chaleur et en suivant sen-
siblement la méme démarche, on arrive au méme genre de formule, qu’on
appelle ici formule de trace semi-classique. On renvoie a |2|, [3], [1], [4] pour
des exemples de formule de trace ou de leur utilisation (la liste n’est pas ex-
haustive). Le terme formule de trace semi-classique qu’on emploie ici, peut
se trouver dans la littérature sous d’autres noms: formule de Poisson, de
Gutzwiller .... On a gardé 'adjectif semi-classique pour insister sur la filia-
tion entre la formule qu’on établit ici et celles qu’on trouve sous ce nom
dans la littérature mathématique et physique. De plus, on sait que 1’étude
du comportement de la solution fondamentale de ’équation des ondes aux
grandes énergies donne les mémes renseignements que la limite semi-classique
proprement dite.

On aimerait étendre ce type de formule aux cas ou la variété présente des
singularités coniques, par exemple, le cas d’un billard polygonal. On s’attend
alors a ce que I'existence des singularités (ou du coin) fasse apparaitre dans la
formule de trace la contribution d’orbites diffractives passant par le point sin-
gulier. On va ici étudier un cas plus simple, mais dans lequel de telles orbites
diffractives apparaissent. On se place dans le cadre des pseudo-laplaciens (cf.
[5]) sur une variété M, riemannienne, compacte, de dimension 3. Ce cadre
est en effet moins singulier que le cadre général d’une singularité conique, car
on a un opérateur de référence: le laplacien riemannien standard.

Soit p € M, le laplacien défini sur C°(M\{p}) n’est pas un opérateur
essentiellement autoadjoint. En utilisant une décomposition en coordonnées
polaires, et la théorie des extensions autoadjointes de Von Neumann dans les
cas a points et cercles limites (cf. [6] pp. 146 et suivantes), on montre que
si M est de dimension 2 ou 3, il existe un cercle d’extensions autoadjointes.
Celles-ci sont caractérisées par leur domaine, et paramétrées par § € R U
{oo}; on note Ag I'extension correspondante. Ay est le laplacien riemannien
standard (cf. [4]), avec la convention de signe telle que ses valeurs propres
soient positives, c’est-a-dire qu’on a:
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dans le cas euclidien. Le domaine de Ag est caractérisé par:
dom(Ag) = {f € H*(M\{p}),f vérifie CPen p}.

La condition C? signifie qu’au voisinage de p, on a:

(C")  3AEeR| f(z) = A(% +6) +o(1),



ou Zp désigne la distance riemannienne entre x et p (cf. [5], [7]). On trouvera
dans [8] une étude trés compléte de ces opérateurs appelés aussi potentiels
de Dirac ou interactions ponctuelles.

On s’intéresse ici a I’équation des ondes relative a Ag, c’est a dire:

< e in(vVAgt 1
On cherche & écrire le noyau de Smir#, pour en déduire une formule de
s

trace. On espére notamment voir apparaitre les contributions des géodésiques
“brisées” en p. On va tout d’abord écrire un développement en diffractions
multiples, c’est-a-dire une expression du type:

Eﬂ:Eoo—i—iKn,

n=1

ol Ej (resp. Ey) désigne la solution fondamentale de 1’équation des ondes
relative aux extensions Ag (resp. Ay) (voir la section 1 pour les notations) et
K, est un opérateur qui prend en compte n diffractions. On peut espérer un
tel résultat du fait de la propagation a vitesse 1. La deuxiéme partie du travail
consiste & montrer qu’on peut prendre la trace (au sens des distributions) de
ces opérateurs et a localiser leurs singularités. On obtient alors le résultat
attendu:
supp sing(Tr(Eg)) C supp sing(Tr(Ex)) U A,

A= LJ Ema

n>1

L, ={L|3n>1, 3y ...7, lacet géod. joignant p a p, L = ZL%}.

On appelle géodésique brisée en p le fait de suivre un lacet géodésique qui
revient en p (éventuellement en faisant un angle), puis d’en suivre un second
et ainsi de suite. Les éléments de L, correspondent donc aux longueurs des
géodésiques brisées formées de n lacets géodésiques.

Pour calculer de plus le premier terme du développement de Tr(Ej3) au
voisinage de chaque singularité, on fera deux hypothéses supplémentaires:
une concernant la géométrie de M (p n’est pas conjugué a lui méme, voir
partie 2.1.1), et I'autre concernant le nombre de maniéres d’écrire L = ) L.,
voir partie 2.1.4. Dans le cas du tore, on peut mener des calculs explicites du
début a la fin et on obtient le développement total de la trace.

avec



Remarque : il y a deux étapes bien distinctes dans 1’établissement du
résultat annoncé. Dans un premier temps on peut mener des calculs formels
qui aboutissent, mais dans un deuxiéme temps il faut justifier ces calculs. Une
telle justification, indispensable, est parfois fastidieuse et apporte peu a la
compréhension générale. On a donc préféré rejeter les calculs les plus lourds
en appendice, pour qu’ils ne nuisent pas trop a la lisibilité de la démarche.

REMERCIEMENTS': je tiens a remercier Yves Colin de Verdiére qui m’a
incité a travailler sur ce probléme. Il a toujours été disponible pour discuter
de ce travail (entre autres).
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1 Développement en diffractions multiples

Dans tout ce papier, M désignera une variété riemannienne, compacte de
dimension 3, et # un nombre réel fixé. A désignera le laplacien riemannien
pris au sens des distributions, avec la convention de signe donnée dans !’in-
troduction, Ay, sera I'extension autoadjointe a I’espace de Sobolev H? et Ag
celle correspondant a la condition C¥, cf. [5], [7].



Principe

Le principe du développement en diffractions multiples est de partir de
Veo(t,x), solution de I’équation des ondes relative & A, pour la donnée ini-
tiale u,(voir ci-dessous systéme 1) . Si u est a support loin de p, la solution
libre est nulle en p jusqu’a un temps ty, elle coincide donc avec la solution
perturbée. Quand elle n’est plus nulle en p, la condition C? n’est alors plus
vérifiée. Il faut donc rajouter une fonction v, (¢,x) pour forcer la condition C#
en p. La fonction v; doit aussi vérifier I’équation des ondes en dehors de p et
étre nulle tant que la solution libre convient. Il est donc naturel de chercher
cette fonction sous la forme d’une solution de ’équation des ondes inhomo-
geéne dont le second membre est de la forme a;(t)d,—,. Le fait de vérifier la
condition C# va déterminer a,(¢) en fonction des valeurs de la solution libre
en p. Plus précisément, a; sera solution d’une équation de Volterra dont le
second membre est vy (,p). Pour établir ’équation de Volterra, on utilisera
la paramétrix d’Hadamard (cf. prop 1) qui n’est valable que pour des temps
petits. Cette restriction nous ameénera a écrire v; comme la somme de deux
fonctions w; et 1 telles que vy +w; vérifie C# en p, pour tout temps. 11 suffira
alors de montrer qu’on peut faire jouer a r; le role de la solution libre pour
itérer le processus et faire ainsi apparaitre ce qu’on appelle le développement
en diffractions multiples.

On va tout d’abord introduire quelques notations: on notera Ez(t,x,y) =
%dy, de sorte que Es(t,z,y) est le noyau distribution de 'opérateur Eg
caractérisé par:

)

2
(% +A) Bgu =0, dans D'(R x M\{p})

lim Egu(t,") = 0,

Vu, Egu vérifie ¢ 0 (1)
1. aEgU, .
o ot
Vt, Egu(t,) vérifie C® en p.

U,

\

On notera de la méme maniére E,, solution fondamentale de I’équation
des ondes relative & A, c’est-a-dire que dans le systéme précédent la derniére
condition est remplacée par:

Vt, Eyu(t,) est H?,

ot H? est I’espace de Sobolev. Cette derniére condition peut étre remplacée
par:
Eu(t,”) est continue en p.
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On notera ¢, une base orthonormée de fonctions propres de A, et A,
les valeurs propres associées.

On notera aussi Ty la distance riemannienne entre x et y, et R; le rayon
d’injectivité de M.

On choisit 7 < R;/2, et on prend deux fonctions x et p de C*°(R") telles
que x +p=1, et x(s) vaut 1 si s <r et 0sis>2r.

On veut maintenant suivre la construction expliquée ci-dessus. On se don-
ne une condition initiale u dans C§°(M\{p}), on note vs(t,x) = (Esu) (t,x),
et Voo (t,2) = (Fxou) (t,z). Pour des temps inférieurs a ¢y = dist(p,supp(u)),
On a vg = Uy car, grace a la propagation & vitesse 1, vy (¢,p) = 0. On va
rajouter v; & v pour forcer la condition C# tout en continuant & vérifier
I’équation des ondes en dehors de p. Pour cela, on cherche v; solution du
systéme suivant :

(52
(@ + A) vy = ay(t)0,=p dans D'(R x M)
{ limw(t,-) =0, (2)

t—0
8’1)1
lim— = 0.
\ tl—I>% ot 0

ou a; est a déterminer. On peut alors écrire (cf. [9]):

v1(t,x) = /000 Eo(s,z,p)ai(t — s)ds.

On va tout de suite séparer ce qui se passe pour les s petits, et ce qui se passe
pour les s grands. On note donc:

wn(tx) = / () Ew(s,zp)ar(t — 5)ds, 3)

ri(t,x) = /000 p(8)Eoo(s,2,p)a1(t — s)ds. (4)

Remarque : on va chercher a exprimer le noyau de Eg en fonction d’ex-
pressions plus ou moins compliquées de E., on va donc oublier 'indice co. A
partir de maintenant: E désigne la solution fondamentale de 1’équation des
ondes non perturbée.



1.1 Un opérateur auxiliaire

On va chercher dans cette partie & déterminer a; en fonction de vy (¢,x).
En fait on n’a besoin que des valeurs de vy, en p. On va noter ro(t) =
Voo (t,p)H (t), oit H est la fonction de Heaviside. Comme v, (£,p) est C*°(RT™* x
M) et est nulle pour ¢ < ty (ty =dist(supp u,p) du fait de la propagation
a vitesse 1), ro est C*. Pour relier a; a ry il faut avoir le développement
de wy(t,z) au voisinage de p. Dans la définition de w; (cf. 3), le noyau de
I’équation des ondes n’intervient que pour des temps petits. On peut donc
utiliser la paramétrix d’Hadamard. Celle-ci nous est donnée par la proposition
suivante déduite de [10] pp. 254-257. Avant de I’énoncer, on va rappeler
quelques notations. On note ©(z,y) la fonction telle que:

/M $)doy(s) = [ 60 exp . (m)Oe.expy(m))am.

pour toutes les fonctions ¢ & support dans la boule de centre = et de rayon
R;. On a noté exp, I'application exponentielle en x (qui est un difféeomor-
phisme sur le support de ¢), dv, la mesure riemannienne, et dm la mesure
de Lebesgue euclidienne dans Iespace tangent en x & M (noté T, M) cf. [4].

Proposition 1 Pourzy <t <r < R;, R; rayon d’injectivité de M
N
E(t,.’L‘,y) = UO(xay)é(WQ - t2) + Z Uk(.’L',y) (@2 - t2)]i_1 + RN(t,.’E,y),
k=1

Ry est CN([0;r[{zy < r}), et les u; sont C*° sur Ty < R;. De plus on a:

1
— —O(1,y)
Uo o (m,y) )

D=

Remarque : si N est une variété riemannienne et ¥ : N — R une
submersion on note §(F(z)) la distribution F*¢ (cf. [11] p. 40). Si on note Sy
I’hypersurface F~1(0) et dyg la mesure riemannienne induite par N sur S,
on a:

vec ) [ s = [ e

Si on consideére le feuilletage par les hypersurfaces F(z) = a, on a aussi la
décomposition suivante de la mesure riemannienne |dz|:

[ f@iasi= | [ [ i) - a)] da.



On a donc, dans le cas qui nous intéresse: si f est C*°(M) a support dans
la boule de centre x et de rayon r;:

| @i -t = i), )

avec :

ftx) = . foexp,(tw)O(z, exp,(tw))dw.
we

L’expression de la paramétrix d’Hadamard est 'ingrédient principal du
développement en diffractions multiples. On peut donc traiter le cas de la
dimension 2 en prenant la paramétrix correspondante et en suivant la méme
démarche.

On appellera E,(t,,y) = E(t,z,y) — uo(z,y)d(Ty? — t2), d’aprés la propo-
sition E,(t,p,p) est bien définie et continue sur [0,r].

On peut maintenant décrire le comportement de w; au voisinage de p.

Lemme 1 Au voisinage de x = p, on a le développement suivant :

a(l —7p) + /OOO x(8)Er(s,p,p)ai(t — s)ds.

w1 (tax) = Up (-’E,p) 2@

Preuve : ¢’est une conséquence directe de ’expression du noyau de 1’équa-
tion des ondes aux temps petits. U

Il ne reste plus qu’a écrire la condition C# pour wy + ry pour obtenir la
proposition suivante:

Théoréme 1 Etant donnée ry € C®°(Rx M), nulle au voisinage de t = —oo,
il existe zg distribution sur R telle que si on pose:

a1 = z5 * 7o(-,p),

alors wy définie par
wi(t,z) = / X(8)E(s,z,p)ai(t — s)ds,
0

est telle que w(t,x) + ro(t,z) vérifie C° en p. De plus, zs est unique si on
mmpose la condition suivante :
(7‘0:0 Vt<t0):>(a1:O Vt<t0).

La distribution zg est alors nulle pour les temps négatifs, C* en dehors de 0.
Au voisinage de 0, on a le développement suivant :

25(t) = 4w H (1) + Rs(0),

avec Rg continue, et H la fonction de Heaviside.
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Preuve : on écrit ce que veut dire la condition C”. On a, au voisinage
de p:

1 1
t) — —al(t
o) = i)

b [ X o= s + o) +o00),

wi (t,x) + ro(t,x)) =

car O(z,p) = 1+ o(xp?) (cf. [4] pp. 99-100). Pour vérifier la condition C#,
on doit donc avoir :

L,

ﬂ%al () = o) + /000 X(s)E;(s,p,p)ar(t — s)ds + ro(t,p) = 0.

Cette équation se réécrit sous la forme:

ay(t) — Bay (t) — 4w /000 X(8)E,(s,p,p)ay(t — s)ds = dmry(t,p).

I1 suffit de résoudre avec § comme second membre, car on aura le résultat
pour un second membre quelconque par convolution. On résout par approxi-
mations successives (le fait que le processus converge est un résultat classique
de la théorie des équations de type Volterra cf. [12]|). La condition supplé-
mentaire sert a fixer la constante d’intégration. On trouve donc

25(t) = 4w exp(Bt)H (t) + Rp(t),

avec Rﬂ continu, ce qui donne le méme début de développement que celui
donné dans la proposition. O

Dans l'optique du développement en diffractions multiples, on va vouloir
faire jouer a ry le role de ry. Pour cela, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2 Sia; est C°(R) nulle pour t < ty alors r1(t,x) définie par:

nita) = [ po)B(sap)arlt - s,
0
est C¥(R x M) et est nulle pour t < to+r.

Preuve : la nullité est obtenue en regardant les supports respectifs de p
et a;. Pour la régularité, on peut par exemple décomposer r; suivant les ¢, :

i) = 3 ([ o022V 0 s)ds ) outon (o)
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Les dérivations par rapport a ¢ porteront uniquement sur a;, et en intégrant
par partie, il est clair que:

VK compact en t, Vk, Vd, JA € R

telle que

‘/ sm 8) OFay(t — s)ds| < A\, 7%

Par ailleurs, on a |¢,(p)| < A(l + An) car H? s’injecte continiment dans
C°. On voit donc qu’uniformément localement en ¢ les coefficients décroissent
plus vite que toutes les puissances négatives de A, ce qui donne le résultat
annonceé. ]

1.2 Deéveloppement en diffractions multiples

Tout ce qui a été montré dans la partie précédente nous permet de
construire les objets suivants:

Proposition 2 Etant donnée u € C°(M\{p}), on peut construire, pour tout
n, les objets suivants par récurrence :

an(t) = (Zﬁ * 1 (.,p)) (1),
z%ﬂwm::/M@E@@m%a—@w,

- =/M@E@aM%@—@%,
VUp = Wy + T,

avec comme condition initiale: To = Uy, et 2g est donné par le théoreme 1.

Preuve : la seule chose a vérifier est que 7,(s,p) peut prendre la place de
ro dans le théoréme 1. D’aprés le lemme 2, r,, est C*, et est nulle au voisinage
de —o0. O

De plus la propagation & vitesse 1 nous permet d’affirmer le corollaire
suivant :

Corollaire 1 Pour tout n, v, est nulle au moins jusqu’a ty + (n — 1)r, et
Tn Jusqu’a to + nr.
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On peut maintenant énoncer le théoréme principal :

Théoréme 2 (Développement en diffractions multiples) Avec les no-
tations de la proposition précédente, on a:

v(t,7) = voo(,2) + Y vn(t,).

n>1

Preuve : il faut montrer que la somme de droite vérifie les propriétés qui
caractérisent vg. Il y a donc trois choses a examiner :

e I’équation des ondes en dehors de p:
C’est clair car tous les termes de la somme la vérifient.

e La condition C?:
On réécrit la somme comme:

vs(t,7) = Voo (t,2) + wi(t,7) + Y (wa(t2) + s (t2)) -

n>2

Par construction, w; et les w, sont tels que v, + w; ainsi que w, + 7r,_1
vérifient C8 en p.

e La condition initiale:

La propagation a vitesse 1 ainsi que la condition de support mise sur u nous
ont permis de montrer que, pour t < ty, tous les termes sauf v, sont nuls.
De plus, vy vérifie la bonne condition initiale par construction. O

Remarque : d’aprés le corollaire 1, localement en temps, la somme est
toujours finie.

Dans la suite, on appellera K,, I'opérateur qui permet de passer de u a
vp,. Intuitivement, il correspond a n diffractions au sens oul v, a besoin des
valeurs de tous les r;, © < n pour se construire.

Remarque : d’apreés la construction, K,, va dépendre du choix de la fonc-
tion de troncature p. Ce choix n’influence bien sir pas vg, mais seulement
la maniére de 1’écrire comme une somme. Les résultats des parties suivantes
dépendront de p chaque fois qu’on traitera K, individuellement, cette dépen-
dance disparaitra en sommant sur n.

1.3 Ecriture des noyaux

Il suffit en fait d’examiner la maniére dont sont définis les a,, 7, v,. On
peut noter U(t) = E(t,p,p), ol on a noté E(t,p,p) = i*E avec i 1’application
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qui a ¢ associe (¢,p,p). Comme 3 est fixé, on va oublier I'indice 5. On note donc
simplement z la fonction zg. D’aprés la partie précédente, on a I’expression :

an = 2% pU * 2 % pU... x 2 x 1.

On note z, la distribution sur R définie par récurrence:

{272 6)

fn41 :Z*pU*zn

Cette distribution auxiliaire nous est utile puisqu’on a la proposition sui-
vante :

Proposition 3

Kn(tax,y) = / E(Slamap)zn(t — 51 — SQ)E(SQ,pay)dsldSZ-

5120, 8220

Preuve : on écrit K,u pour u dans C°(M\{p}) et on identifie ainsi le
noyau. U

Jusqu’ici, on n’a construit des solutions que pour des conditions initiales

C>(M\{p}), si on peut prolonger & L? la construction, on aura bien construit

Popérateur % (on sait qu’il est continu par le calcul fonctionnel). Cette

vérification est faite dans I'appendice A.

2 Singularités de la trace

Dans tout ce qui suit, la trace est entendue au sens des distributions. Les
égalités sont donc aussi au sens des distributions.

Avant de commencer a parler de la trace des opérateurs K, il faut montrer
que cette derniére existe. On reporte cette démonstration un peu lourde a
I’appendice B. Le but est maintenant de localiser les singularités de la trace
de K,. Pour cela on va d’abord exprimer cette trace sous une forme plus
simple a étudier. De fagon formelle, on peut écrire:

Tr(K,)(t) = /M Ko (ta,2)ds

= / Zn(t — 51 — 82) |:/ E(SQapax)E(Slaxap)dx d51d82.
$1,52>0 M
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On voit alors apparaitre le noyau de Si“(\/*/%‘”“) o Si“(\/‘/%‘””) pris entre p et

o] o o]
p. Grace au calcul fonctionnel on peut réécrire cette distribution :

1
5 [V(s1 —s9) — V(s1 + 89)],

(%) (p.p)-

Remarque :on a V'(t) = —U(t), ou U est définie au début de la partie 1.3.

ou on a noté V(s) =

On va un peu continuer ce calcul formel que 'on justifiera, par régulari-
sation a la fin de cette section.

Sp(t) =Tr(K,)(t) = %/ » Zn(t—81—52) [V (s1—52)—V (s1+52)] dsidss.

On fait le changement de variable r = s1 + s9, § = §1 — s3:

1

Su(0) = 5 / L at=n V) -~ Vldds

_ %/rzozn(t—r) [/OTV(s)ds—rV(r) dr.

Il faut remarquer que V est paire. On fait une intégration par parties, en
posant Z,(t) = ffoo zn(r)dr, de sorte que Z,(0) est toujours nul. On obtient

finalement : .

Sut) = 5 / 2= Ui

On veut maintenant justifier cet enchainement de calculs. Pour cela on
va régulariser.

On va noter P, le projecteur sur les m premiers ¢;. Le noyau de P, K, P,
est alors:

S [l s — sy REA (ﬁﬁ) ds1dsod (2)04(0) 6, (1), ),

iyj<m

que ’on peut réécrire
/ 2n(t — 51— 52) B (51,%,0) En (52,0,4 ) ds1dsa,
§1,52

avec E,, = P,FEP,,. Comme P,,K,P,, est de rang fini, c’est un opérateur
a trace. Comme son noyau est C* on obtient sa trace en faisant x = y et
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en intégrant sur M (ici, tous les calculs sont faits au sens des distributions
en t, il faut donc penser qu’on a utilisé une fonction test avant de faire ces
calculs). On a donc:

Tr(P, K, Py) = /

51,82

Zn(t— 81— S9) (/M Em(t,:r,p)Em(t,p,y)dvg(:r)) dsids,.

Mais maintenant tous les calculs présentés dans le début de cette section sont
légitimes, et on trouve donc:

Tr(Py K, P,) = % / Zo(t — 5)sUnn (5)ds, (7)

s>0

ou

sin(s1vAi) | .
Um(s) = Em(sap,p) = Z TZQSZ(])Z

On veut maintenant faire tendre m vers ’'infini. Il faut tout d’abord s’as-
surer que P, K, P, tend vers K, dans les opérateurs a trace. C’est ce qu’im-
plique la proposition suivante :

i<m

Proposition 4 Dans un espace de Hilbert H, on considére (Apy)m une ap-
prozimation de identité, et T un opérateur a trace alors:

AnTA;, — T dans les opérateurs a trace.

Preuve : on appelle ici approximation de I'identité une suite A,, telle que:
Ve € H, Apx — z (fortement).

D’apres le théoréme de Banach-Steinhaus, cela implique 'existence d’une
constante M telle que:

Vm,z ||Amz|| < M||z||.

T est a trace, donc s’écrit

Tm = Z an<$n:'>yna

avec Y |an| < 0o et ||z,|| = ||ynlle = 1. T = AT AL, s’écrit alors:

Ty = Z an<Am$na'>Amyn-

14



On peut donc écrire:

T, = R,+ S, avec

R, = Z an<Am$n - xna'>Amynaet

Sm = Zan<xn">(Amyn_yn)'

On va montrer que cette somme converge vers 0 dans 7 :

| Bz, < Z ||| Am@n — zn[[|ynll,
qui tend vers 0 par convergence dominée. Le terme S, se traite de la méme
maniére, ce qui conclut la proposition. O

On applique cette proposition pour 4,, = P, (P, est autoadjoint).
On veut maintenant passer a la limite dans 1’égalité 7 pour obtenir la
proposition suivante.

Proposition 5 La trace de K,, est donnée par la formule :

1

Tr(K)(0) = 5 / U2 = )i, (8)

avec U(s) = E(s,p,p), et Z,(s) = f_soo zp(7)dr.
Preuve : le passage a la limite dans est un peu plus délicat qu’il n’y parait,
et cela a cause de la borne de I'intégrale. Pour le faire proprement, on découpe

encore une fois avec les fonctions x et p. On réécrit donc I’égalité (7) en deux
morceaux. Pour le terme loin de 0: on choisit une fonction test f et on note

f6) = [ Zutt = ) 1(s)ds Q
On s’intéresse donc a la convergence de:
n = [ sp(5)Bu(sip0) F(5)ds.
§>0

On peut dans cette intégrale faire autant d’intégrations par parties que 1’on
veut de sorte qu’on obtient :

%=ﬂ%#meW®ﬁWw&
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ou
ECR(s, - ) = — / SIEn]F D sy, - )dss.
0

En examinant cette opération sur le développement en fonctions propres, on
voit que pour tout n, on peut trouver un k£ de sorte que

E(fk)(s, ) = E(*k)(s, -,-) dans H™(M x M).

m

On choisit le n suffisant pour que le passage a la limite se passe bien, et on
fait ensuite les intégrations par parties dans ’autre sens.

Pour le terme avec x on est obligé de faire plus attention. Ce sera ’objet
d’un calcul ultérieur. Pour 'instant on note abusivement :

/ y sX(8)E(s,p,p) Zn(t — s)ds,

sa limite. O

Finalement, on se rend compte que pour analyser les singularités de
Tr(K,) on a besoin de connaitre les singularités d’une part de U(t), et d’autre
part de Z,.

2.1 Singularités des différents opérateurs

On va commencer par pU, qui sert a construire tous les autres opérateurs.

2.1.1 Singularités de pU

Il faut pour cela examiner E(¢,z,y). On sait déja (cf. [9]) que E(t,z,y) est
un opérateur intégral de Fourier (OIF) associé a:

ATUA™,

oll
®i(yn/Inl) = (@.£/¢)
A= (t,T,l',f,y, - 7)) ;
&l =Inl =er

d est le flot géodésique. Dans ce qui suit, on va se placer au voisinage d’une
géodésique . La contribution de v & E peut s’écrire: IT + [, I° étant un
OIF associé a A® et localisé au voisinage de ~. Lorsque x et y ne sont pas
conjugués le long de 7y, on peut écrire:

IF = / exp[—ieb(d,(xy) — t)]ac(t,z,y,0)do,
0
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d, représente la distance comptée le long de ~.
On ne va plus maintenant s’intéresser qu’a la partie principale de I°.
Grace a la paramétrix d’Hadamard, on peut écrire:

[F(tz,y) = /0 " expl—ic0(d, (zy) - t)]% 12 ((Z?/J)) |

car ainsi, en faisant la somme I* + I~ on retrouvera bien:
uo(w,9)d(Ty” — ).

On utilise les propriétés de transport du symbole principal pour calculer la
partie scalaire. On trouve qu’au dessus du point (¢,7(t),y) le symbole principal
est 5—|detD exp, (¢7(0)) =2 (quand t est petit, on retrouve bien u). Il reste &
calculer la phase. Elle ne peut changer qu’au passage d’un point conjugué. On
utilise ici le résultat de [13]: pour un OIF associé 4 A, le symbole principal
est multiplié par ™" au passage d’un point conjugué d’indice n.

Remarque : les OIF I¢ sont complexes conjugués I'un de I'autre.

Apreés un point conjugué d’indice n, on a donc I’expression :

E(tzy) = %Zi(é;’)) [2" /0 " expl(—if(d, (zy) — t)d0

tin /0 " explif(d, (xy) — £)d0)

Si n est pair on trouve donc:

[N
<
=)
&8
<
~

E(txy) = (1)
Si n est impair, on trouve alors:

Bltiny) = (=1)°F gol L (d o) — 1),

avec -
T=-2 Im(/ exp(16s)db).
0

La distribution 7" est classique (cf. [14]):
1
T(s) = —2v.p.(-).

S
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On a noté v.p.(%) la valeur principale de % (cf. [14]). Pour passer a U, il faut
faire x = p = y, cela va faire apparaitre les lacets géodésiques qui joignent
p & p. Pour pouvoir utiliser les expressions données ci-dessus, il faut faire
I’hypothése suivante :

(H1) p n'est pas conjugué de lui-méme le long d’aucun lacet géodésique.

On va noter I' ’ensemble des lacets qui joignent p a p. On aura aussi
besoin des notations suivantes:

— L, est la longueur de v,

— 1ty est la somme des indices des points conjugués le long de 7,
. 1
= |detD exp,(L,¥(0))| 2.

Remarque : p., est I'indice de Morse du lacet v pour le probléme du plus
court chemin a extrémités fixées. (cf. [13])

Proposition 6
WF(pU) Cc{(Ly,A) | v€T}

De plus, sous U’hypothése (H1), on a:

el
avec :
w1 g : .
F.(t)=(-1)z Eﬁé(t —L,) St by est pair,
py—1 1 9 1 . . .
F,(t) = (-1) 47r2L_: D (t — Lv) St j1y est impair,

Preuve : la premiére partie résulte d’'un calcul classique de Wave-Front
(car U = i % E, cf. 1.3), quant a la deuxiéme, elle découle du calcul précé-
dent. ]

2.1.2 Singularités de z,

On peut grace a un calcul de Wawve-Front localiser les singularités:
WF(z) Cc {(L,\) | L= }:Lﬁ

Notations:
— [¥]n = (71, .- ,Y) en tenant compte de l'ordre,
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o L[V]n = Z?:l L’w
— Hiyle = Diet Moy

Pour calculer maintenant la singularité principale, il suffit dans ’expres-
sion de z, de remplacer tous les pU par la singularité principale en L.,. Il
nous faut donc calculer les distributions qui s’écrivent :

2x B xzxF, ... F, *z,

ou les F’, sont donnés dans la proposition 6. Pour les +; qui donnent une masse
de Dirac (p,, pair), la convolution ne pose pas de probléme. Il faut travailler
un peu plus pour les autres. On multiplie d’abord par une fonction g qui
tronque la distribution. Plus précisément on remplace F.,,(s) par F.,(s)g(s —
L,,) ou g est C§° et identiquement 1 au voisinage de 0. Ceci ne change pas la
singularité.

1
On pose Ty(s) = g(s)v.p.(=) et T,(s) = To(s—L). Pour avoir la singularité
s

principale de z, on est amené a faire des convolutions de 77, avec Tp,. Le
résultat nous est donné par le lemme suivant :

Lemme 3 Pour toutes les valeurs de Ly et Ly, on a:

TL1 * TL2 (t) = —71'26 (t — (L1 + L2)) .

Preuve : on va noter F la transformée de Fourier (normalisée comme dans
[14]), et f la fonction telle que: F(f) = g, c’est a dire:

/exp(ixo)f(a:)d:c = g(o).
Avec cette définition, on a:
F =17,
Faxb = Fa x Fb,
Fab = %}'a x Fb,
1
FH(o) = iv.p.(;) + md(0),

on renvoie a [14] pour ces résultats.
On note F' = f x H de sorte que F' est la primitive de f s’annulant en
—00. On va écrire de deux maniéres F[27m exp(—iL,x)F exp(—iLox)F].
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D’une part on a:
F2mexp(—iL1z) F exp(—iLox) F| = Flexp(—iL,z) F| % Flexp(—iLox) F]
=m28(-—L1—Ly) Ty, * Ty, +2inTy, 41,
et d’autre part, on peut écrire:
F[2mexp(—iLiz)F exp(—iLex)F] = F [2mexp[—i(Ly + Lo)z]F?)
=F[H x4n fF] (- — (L1 + L))

FH % 4n f F|(0) = 4in F|f F] (G)U.p.(%) + 4m2F[FF)(0)6(0).

On vérifie a aide d’une intégration par partie que F[fF](0) = $¢(0)* =
%. Il suffit alors d’identifier parties réelles et imaginaires pour avoir le résul-
tat. (|
On peut maintenant énoncer la proposition relative aux singularités de z,.

Proposition 7
WF(z,) C{(LA) | L= Ly},
1

de plus, au voisinage d’un point L = > 7 L., la contribution apportée par
[V]n est:

Elyln

4—”(—1_1 2 Ay, (P — L)% S Uy, est pair,

n!
1 (—1)‘%3 apy, (t — L)"In|t — L| st ppy, est impair

n!

Preuve : on calcule d’abord la convolution Fj, ;= F, * F,, ... F, , on
va noter k le nombre de ~; dont I'indice est impair, il y a alors deux formules
suivant la parité de k.

Si k est pair F,,)(t) = Cp6(t—L) et si k est impair, Fj,,)(¢) = Cv.p.(;27),
ou C, et C; sont des constantes a déterminer.

Pk 1 kg

C, = (1) Wﬂlmn(—l)

- (1)

Byl 1
2

W“Mna

"['y]g_k 1 [

G = (_1)




On fait ensuite n + 1 convolutions avec z, ce qui revient, du point de vue
de la singularité principale, & intégrer n + 1 fois et & multiplier par (47)"*!.
Ce qui donne le résultat annoncé pour la singularité principale. U

2.1.3 Singularité de 5,

On va utiliser la formule donnée dans la proposition 5. On a deux types
de contribution :

— celle apportée par [ sp(s)U(s)Z,(t — s)ds,
— celle apportée par [ sx(s)U(s)Z,(t — s)ds.
. . . , . e, , . +1
La premiére contribution n’a des singularités qu’aux points L = > """ L.
En un tel point L, la contribution apportée par [],.1 (on rappelle que Pordre
est important) est:
(sF.

i () * Hx zx Fy sk z%---x F, % 2.

F.

"mi1(8) ne change pas la singularité

Le fait de remplacer sF,, . (s) par L
principale. On doit donc calculer:

Tn+1

L, F

v ¥ Hxz2x E xz2%---x F 2.

Tn+1

Ce calcul est le méme que celui fait dans la partie précédente, exceptée la
derniére convolution qui est par H et non par z. Ce qui change le résultat
d’un facteur 47. La singularité principale est donc finalement :

L, Fhln1 ) )
() (= LB S et pain
L, Pilpgr ™t . . .
7T(7Z++11)u (=1) Oylnsr (t=Ligjy)" T In [t =Ly, 0| 81 gy, est impair

Remarque : 'ordre de la singularité est le nombre de lacets géodésiques
suivis.

Il reste la singularité apportée par la borne de I'intégrale. On rappelle que
[ sx(s)U(8)Z,(t — s)ds a été définie comme:

lim [ sx($)Un(s)Z,(t — s)ds.

moo

On calcule directement cette limite grace au lemme suivant :

Lemme 4 .

Lil{.rg/erx(s)Um(s)Zn(t —s)ds = EZn(t).
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Preuve : on calcule d’abord la singularité principale de Uy, (t) au voisinage
de 0. On part de la définition de E,, :

Eo(tay) = / E(t2,2) Po(2)|d2].

On se place au voisinage de x = p, et de t > 0 petit. On remplace alors dans
I'égalité précédente E(t,x,y) par le premier terme de la paramétrix d’Hada-
mard (les autres donneront des contributions plus réguliéres). En utilisant la
formule 5, on trouve donc (en écrivant abusivement que E,, est égal & son
premier terme) :

t
Baton) = 5 [ unlp) (b))
we

On évalue en y = p, comme E,,(t,p,p) = U, (t) doit étre impaire on trouve:

t

Un() =5 [ woptl) (it O lhorp)
wes?

Maintenant, pour toute fonction f € Cj° a support prés de 0, on veut la
limite de:

/ 5 x(5)Unn (5) Zo(t — 5) f (£)dsilt.

(on a utilisé la notation intégrale pour I’évaluation d’une distribution).
[ sx U2t = 97 @)dsdt = [ sox(5)Un(5)f(5)ds,
ou la définition de f est la méme qu’au 9, on a donc:

[ 5xOUn6)7(6) = o uess F6)0p.50) Ps0:0) 505 o

= [y Pn(0.y)9(y)dvy(y),

o(0) = Y (7)),

Il faut maintenant faire tendre m vers I'infini, mais comme P,,(p,y) tend vers
d(y = p) on trouve:



Comme f(0) = J Zn(t) f(t)dt, ceci achéve la preuve du lemme. O

On a donc montré que [ s:x(s)U(s)Z,(t — s)ds a ses singularités aux
points L qui s’écrivent Y., L. et que la contribution principale est :

71 m n . .
(n+1)! (=17 apy, (t = Ly )T si fify], est pair,

1

P[’Y]n71 n A . .
T+ 1) (=1)"2 apy, (t — Lyy,,)" ' Lnjt — Ly, | si gy, est impair

Par rapport & ’expression donnée pour z,, on intégre une fois et on divise
par 4.

Remarque : I'ordre de la singularité est le nombre de lacets géodésiques
suivis plus 1.
Finalement, pour revenir & S,,, on a montré que ses singularités étaient
., . . 9, . . n . n+1
localisées aux points L qui s’écrivent soit Y ., L., soit > ", L,,. Et on peut
résumer cette partie dans la proposition suivante :

Proposition 8 Un élément ||, apporte une contribution a la singularité en
Ly, dans S, mais aussi dans S, Cetle contribution est:

( 1 “hln _ .
2(n+1)! (=17 apy, (t = LG S8t ], est pair,
dans Sy, 4 1 “ln !
e m(_l) > apy,(t— L[W]n)nHLn‘t — Ly, |
\ 81 iy, est impair
( L n “[’Y]n . )
2;! (=172 ap, (¢ — Ly, )t St U], est pair,
dans Sp_1§ Lo, P
" 27:,”! (_1) 2 Ay, (t - L[v]n)”thﬁ — L[’Y]n|
\ 80 lfy], est impair

2.1.4 Singularité de la trace totale

Tout ce qui a été fait dans les parties précédentes va nous permettre
d’établir le théoréme principal concernant les singularités de S(¢). Concernant
la localisation de ces singularités, on a montré qu’elles se trouvaient aux
points L qui peuvent s’écrire 2?21 L,;. On s’apercoit aussi que 'hypotheése
(H1) ne sert pas pour établir ce fait. On n’a besoin de cette hypothése que
pour calculer la contribution dominante. On va noter:

A:ULna

n>1
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et pour L € A on posera:
n(L) =inf{n | L € L, },

de sorte que L intervient la premiere fois comme singularité de Syz)—;. De
plus, d’aprés la proposition 8 les contributions venant des S,,, pour n > n(L)
sont forcément plus réguliéres. On va rajouter une hypothése qui permettra
de calculer la singularité de L dans S,z :

(Hz) : pour L € A, il y a une seule maniére d’écrire L = Y"P L
(modulo ’ordre des facteurs).

On pourrait utiliser ’hypothése H5: (Hs) : les Ly, sont indépendants sur
Z. qui est toutefois un peu plus forte.

On a alors le théoréme suivant :

Yi

Théoréme 3
supp.sing(Ss(t)) C supp.sing(Se(t)) U A.

De plus sous les hypothéses (H1) (cf. 2.1.1) et (Hs), au voisinage d’un point
L de A, la singularité principale de Sg — S est:

L Flivly) " ] '
%(_1) > ap, (t— L)t St pfy), est pair,

M n_l . . .
ara (—1) E Uy, (t = L)"Ln|t — L|  si piyy), est impair,

ot on a noté n = n(L) et [y]n le n-uplet tel que L = Ly,

Preuve : il reste & sommer les contributions données dans la proposition 8.
Dans cette proposition, I’ordre est important. D’aprés 'hypothése (Hz) il n'y
a qu’une seule maniére d’écrire L = L), si on tient pas compte de 'ordre. I
y a donc n! contributions a considérer. On remarque dans la proposition 8,
le terme qui nous intéresse dépend de 7,. On a n choix pour le dernier lacet,
et il y a (n — 1)! contributions une fois le dernier lacet fixé. Il suffit ensuite
de faire la somme. U

Remarque : les hypothéses (#H1) et H}, sont vraies “génériquement”. Lever
I'’hypothése (H;) revient a décrire la singularité de E(t,p,p) lorsque p est
son propre conjugué. On peut le faire au prix d’une complication certaine
des calculs. En revanche, lever ’hypothése (#53) semble assez difficile : sur le
tore cela correspondrait a étre capable de dénombrer les polygones dont les
sommets sont sur un réseau, dont le nombre de faces et le périmétre sont
fixés.
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3 Cas du tore de dimension 3

Dans ce cas, tout se calcule plus ou moins facilement, car la paramétrix
d’Hadamard est exacte pour tout temps, et © = 1. On peut calculer les
noyaux des K, explicitement et prendre la trace. Le cadre est celui d’'un tore
T quotient de R? euclidien par un réseau I'. On note |ab| la distance. Le point
diffractant sera placé en 0. L’ensemble des longueurs des géodésiques qui
joignent p a p s’identifie a I'\{0}. La premiére chose a faire est de transporter
le probléme dans R®. Quelques notations simplifiant les expressions :

— (), désignera un n-uplet (y1...7,) € I'™ tel que Vi <n —1 ;11 # v

(Pordre est important),

= Dy, (@,y) = |2 =l + [yl + 377 v = l;

- Py, (zy) =& — yllyl T 1ier — %l
On va donc relever p en 0, et considérer que tous les points v € I' diffractent
avec la méme constante. On cherche alors dans un premier temps des opéra-
teurs K(,), qui consistent a faire n diffractions successives aux points y; qui
doivent donc étre différents.

On a alors la proposition suivante:

Proposition 9

1
K(’)’)n (t7x7y) = )‘]ID(AX)n (m,y)<t exp(ﬂ(‘D(’)’)n ('7/‘7y) _t))

Ar(n—1
(t— Dy, (z,9)7"
Py, (z,y)

On établit cette proposition en suivant exactement la méme démarche
que le cas général. L’équation de Volterra est ici une équation différentielle
ordinaire puisque la paramétrix d’Hadamard est exacte.

Pour revenir au tore il faut d’une part périodiser les K(,),, et d’autre part
faire la somme sur tous les n-uplets possibles. Il reste alors & intégrer pour
trouver la trace. En utilisant la périodicité pour regrouper des termes, on se
raméne A calculer les intégrales suivantes (sur R?):

X

n—1

Inu(t) = cn(u) Asﬂ|z_un|+|m|+2"—1 Jus| <t exp(B(|z — un| + 2| + Z il — 1))

(t = |2 — un| — |o| = 3 Jwi))}
|dzz],
| — unl|z|

X
ol u € I'" et les n — 1 premiers u; ne sont pas nuls. De plus on a ¢,(u) =

[47m(n — 1) uq||ug| - . - |uy_1]] . Les u; sont formés a partir des points diffrac-
tants, et apparaissent du fait de la périodisation. Quand u,, est nul, 'intégrale
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se calcule directement par un passage en polaire, s’il ne ’est pas un change-
ment de variable utilisant les ellipsoides de foyer 0 et u,, permet de calculer
I'intégrale. Ces deux calculs différents donnent des singularités différentes
(cf. 8).

On arrive finalement & écrire la trace sous la forme suivante :

Proposition 10
supp sing S = {0} UA,

et plus précisément :

S =D > [Au0)Fur(t = L) + Bu(0)Fu(t — L)),

LeA n>1 g€on(L)

avec
An={L [ L=3"|nl},
A= UnZl An,
on(L) = {nombre de maniéres d’écrire L =" |vi|},
o(L) = Uy o(L),
Ap(o) = Z(TT7 1)~ o correspond a Uécriture L =37 |vil,
B (o) = 5(IT} [u)) ™ o
F.(x) = H(x)/ e P dz.
0
Remarques :

— Dans o, (L), on a levé la dégénérescence liée a 'ordre des facteurs, mais
pour décrire o (L), il faudrait étre capable de dénombrer les polygones &
sommets sur un réseau et de les regrouper en fonction de leur périmétre.

— La formule générale est compatible avec ce cas particulier car on a:
Fo_1(z) ~ 2% quand 2 — 0.

Conclusion

Pour arriver a cette formule de traces, on aurait sans doute pu opérer
de maniére différente. Comme les opérateurs considérés ont une différence
a trace (de rang 1!), on pourrait sans doute se placer dans un contexte de
scattering, et chercher une formule de type Krein — Milmann. On aurait
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pu aussi partir de I'expression des noyaux de la chaleur ou de Schrédinger
donnée dans [15]. Toutefois, on a trouvé que l'approche “développement en
diffractions multiples” était assez naturelle, et permettait de bien voir I’'in-
fluence du point singulier. Cette idée, consistant a chercher le propagateur
d’une équation des ondes perturbée comme une série dont le premier terme
est une “solution libre”, est relativement classique. Elle a par exemple été uti-
lisée dans le contexte des formules de trace dans la série d’articles [16]. C’est
I’absence de cet opérateur de référence qui rend moins immédiat le passage
a une singularité conique. On n’a traité ici que le cas d’un seul point diffrac-
tant, I’étude se généralise a plusieurs potentiels dirac en des points distincts.
Suivant I'extension autoadjointe choisie, il faudra écrire I’analogue du théo-
réeme 1 pour un systéme d’équations de Volterra. Pour étendre les résultats
a la dimension 2, on peut suivre la méme démarche car la paramétrix d’Ha-
damard est connue (mais elle fait intervenir des puissances demi-entiéres qui
compliquent encore le travail).
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Appendice A : prolongement & L2

On fait dans cette partie des estimations de norme. Comme souvent,
différentes manipulations ne sont autorisées que pour des fonctions C3°, mais
I’estimation finale permet de prolonger a I’espace choisi.

La premiére estimation concerne la valeur d’une solution de I’équation des
ondes en un point de la variété. On va travailler avec ’exponentielle plutot
que le sinus pour pouvoir utiliser la propriété de groupe.

Lemme 5

Yoy € L*(M), [exp(itvVA)vol(p) est H;,'(R)

loc

Preuve : grace a la propriété de groupe de ’exponentielle, il suffit de le
montrer sur un intervalle I fixé. On sait de plus (cf. [1] pp. 247-248, ou [10]
pp. 251-252) que exp(ity/A) est un O.LF. associé a la variété A* (cf. 2.1.1).
On va choisir I un intervalle en temps sur lequel on peut prendre la fonction
phase:

on peut donc écrire la partie principale:
exp(itv/A) ] = f(t — 77) / exp(ift — 710)a(w,y)9(6)0d0,
ou f est un fonction de troncature qui vaut 1 au voisinage de 0 et g une

fonction qui vaut 0 au jusqu’a # = 1 et 1 au voisinage de +oc.
Pour vy on veut donc étudier (sur I):

A() = [ £(¢ = p) expilt - puI8)ap)a(6)9v(y)dody.
On passe en coordonnées polaires autour de p et on pose
wo(r) = / a(p,r)ve(rw)ridw,
SZ

de sorte que:
At) = /exp(i[t —r]0) f(t — r)g(0)0w,(r)dodr.

Pour avoir A(t) sur I il suffit d’avoir wy(r) sur I, et on peut choisir I et f de
sorte que I ne s’approche ni de 0 ni du rayon d’injectivité en p. La formule
donnant A(t) en fonction de wy est un opérateur pseudo différentiel d’ordre 1
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qui envoie donc L2, (R,) dans H~'(R,). Notamment il envoie L?(I) dans

~“comp

H~'(I). Comme I ne s’approche pas de 0 on a:
Vo, |lwoilla < Mlluoll2.

Cette estimation achéve la démonstration du lemme.
Ce qui nous intéresse vraiment est :

sin(v/At) ,
VN

Par rapport a ’estimation du lemme précédent, il faut donc prendre la partie
imaginaire et intégrer par rapport a ¢t. On a donc:

a(t) = H(t) (p)-

Yy, a € L%OC’JF(Rt).
O

On doit maintenant examiner ce qui se passe quand on convole avec z,.
Comme on fait agir un opérateur pseudodifférentiel d’ordre n + 1, on a im-
médiatement le lemme:

Lemme 6
VaELloc+ zn*aEHloc+

Il reste & examiner le régularité de v(t,x) = [ E(s,z,p)a(t — s)ds lorsque
a est dans Hy,, ,.

Proposition 11
Ya € Hlloc7+, t— /E(s,x,p)a(t — s)ds,
est continue & valeurs dans L*>(M), et

supl| [ E(s,.p)a(t — s)dsl> < Millal/s-
te

Preuve : le principe est de faire une intégration par parties. On va la faire
sur le développement en fonctions propres.

Z s1n\/73 \/(_)()

On obtient donc:

sm\/is (t—s)d a—)—)\—/ cos\/75 (t—s)d
n J0

¢
An
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On peut donc écrire (modulo la partie suivant ¢y, i.e. la constante)

Z[a _vn ¢n( )an( )

n>1
avec
Un (%) :/ cos(v/ Ans)d' (t — s)d
0
¢n(p) 2 —2\
Comme ( )n est £2 (car §(x — p) est H~?) il faut montrer que vy, (t) est

n
continue en ¢ borné par rapport a n.

va(t) = /Ocos\/is (t—s)d

= /t cos(v/An(t — s))d'(s)ds

—0oQ

= cos(\/)\_nt)/_ cos(y/ Ans)d (s)ds

t

—sin(yv/Ant) sin(y/As)d (s)ds

La derniére expression rend claire les propriétés que ’on cherchait. Toutes
ces estimations permettent de prolonger K, a L*(M). O

Remarque : en examinant le cas du tore, on voit qu’on ne peut pas obtenir
plus de régularité en z (il y a |17| en facteur, cf. prop 9). Pour la régularité
en t, il faut examiner non seulement la régularité des v, (ces fonctions sont
H') mais aussi la croissance par rapport a n; si on dérive v,, on fait sortir
un /), en facteur qui empéche de conclure sur le caractére L? en z.
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Appendice B: K, est a trace

Le but de cette partie est de montrer que les noyaux K, représentent
des opérateurs a trace au sens des distributions. C’est-a-dire que pour toute
fonction test ¢ de C§°(R), 'opérateur définie par

/R K () (1)t

est dans Z;, ensemble des opérateurs & trace. On part de ’expression :

Ko(tay) = / E(s1.0.0)2n(t — 1 — ) E(s9.py)ds1d55.

51,520

Les difficultés proviennent de deux types de singularités: la premiére, ha-
bituelle dans le contexte des formules de trace, vient des singularités de E,
et se traite classiquement par des considérations de Wave-Front, cf. [1, 3.
La deuxiéme vient des bords de I'intégrale et on va la traiter en utilisant la
paramétrix d’Hadamard.

Soit 1(t), C* a support compact, on cherche a estimer:

/Kn(t)w(t)dt = / E(Slaxap)én * ¢(31 + SQ)E(SQapay)dSIdSZ-
51,5220

On appelle ¥ = Z, x1. On utilise la paramétrix d’Hadamard qui nous dit
que:

XD E(te.p) = [uo(@.p)(t = 20%) + 3 uilwp) (2 = 2%)2 + Ra(t,2)] x(0),

et on a la méme expression pour x(t)E(t,p,y). L’intégrale se découpe en
termes de 16 différentes sortes qu’on examine séparément :

CCuy(z,y) = /X(sl)uo(x,p)é(sf —Tp%)U(s1 + 52)0(55 — ZP*)uo(p,y) X (52)ds1dsy,

CC’Oi(:r,y) = /X(Sl)uo(fﬂ,pw(b’% - ﬁQ)\I’(Sl + 52)(83 - @Q)ZUi(pay)X(Sl)dsldSQa
CCZO(xay) = ld €n éChangeant 51,52, (xap)’(pay)a
CCor(z,y) = /X(SI)UO("I“ap)(S(S% — zp*)U(s1 + $2) R(s2,p,y) x(52)ds1dss,

RR,o(z,y) = id en échangeant s1,s2, (z,p),(p,y),
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CCir(ﬂ?,y) = /X(Sl)ui(l‘ap)(‘g% - @2)1‘1’(81 + 82)R(52,p,y)X(52)d81d82,

CCM(Z‘ay) = id en éChangeant 51,52, (xap)a(pay)a

CCij(z,y) = /X(81)Uz’($,p) (5% - w2)i‘1’(81 + 82)(83 - WQ)in(pay)X(Sz)dﬁdS%
RR(2,y) = /p(sl)R(sl,x,p)\If(sl + s2) R(s2,p,y) p(s1)ds1dsa,

CRy(z,y) = /X(SOUO(I,p)(S(Sf — p°) U (s1 + 52)p(52) E(s2,p,y)ds1dss,

RCy(z,y) = id en échangeant s1,s2, (2,p),(p,y),

CRi(zy) = /X(Sl)ui(ﬂf,P)(S% —zp°), U(s1 + 52)p(52) E(s2,p,y)ds1dss,

RCi(z,y) = id en échangeant s1,s2, (z,p),(p,y),

CRr(xay) = /X(Sl)R(sl,ﬂﬁap)‘l’(Sl + SZ)p(SZ)E(827pay)d81dS2:

RCT(-’E,:U) = id en éChangeant 51,52, (‘r:p)v(pvy)a

RR(z,y) = / p(51)E (51,0.0) ¥ (51 + 52)p(52) B (52,p,y) dsds.

On peut calculer tous ces termes de maniére & mettre en évidence le fait
qu’ils représentent des opérateurs a trace. On rappelle que pour N suffisam-
ment grand, un noyau CV est a trace.

) ¥ (zp + p)
Zp-yp
avec U(s) € C*°. On va montrer qu’'un tel noyau est a trace: en effet, on peut

écrire :

CCoo(z,y) = uo(,p uo(p,y) X (ZP)x (D),

W(ri+ 1) = ZTZiaz'(TQ) + 1 en(ri,ra),

avec les a;, et ey C*, on fait le méme développement pour ey, mais par
rapport a 7o et on trouve que W(ry + ry) s’écrit :

U(ry +1g) = Z riai(ry) + ribi(r1) + YV rd e (r1,72).
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Mais alors si on remplace r; par Tp et ry par yp, on est de la forme "rang
fini + C™ ", donc a trace.

COn() = X@) ™22 [ (e -+ 52) (52 + ) olp)x(s2)d

Trp 7

qui apres réduction se met sous la forme:

__\ U

CCoi(7,y) = x(7Dp)

xp
avec (& un coefficient prés)
Gj(ryre) = / U(s+ry)s’ds € c™.
T2

On décompose chaque G; comme ci-dessus, et on conclut de méme. Les
termes RR;, se traitent de méme par symétrie.

/ U(TP + 52)X(59) R(s0,y)dss = “O%’p) Gor(TP,y).

U (2,
CCyr = x(7P) °;_p)

Gor(r1,y) est C* par rapport a la premiére variable, et C" par rapport a
la deuxiéme (par convergence dominée). On décompose suivant la premiére
jusqu’a ce que le reste soit C™ de x,y quand on fait r; = Tp, ce qui montre le
caractére "a trace". Le terme symétrique RR,q se traite de la méme facon.

Les termes CCj;, CC,,, CC,;, et CCj; ne présentent pas de difficultés
nouvelles, et se traitent donc en utilisant les mémes méthodes.

Pour les termes ot la troncature en x intervient, il nous faut de plus un
argument de Wave Front pour affirmer que:

/\11(81 + s9)p(s1)E(s1,p,y)ds; € C°(R x M),

ce qui, combiné avec les techniques précédentes, permet de traiter les cas
RCy, RC;, et RC, de méme que les symétriques CRy, CR;, CR,.

Le dernier terme RR est directement C*® car son Wave-Front est vide.
Tout ceci nous permet d’affirmer la proposition suivante:

Proposition 12 Pour tout n, lopérateur représenté par K,(t,z,y) est a
trace au sens des distributions.
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