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Résumé Soient E un fibré vectoriel holomorphe au dessus d’une variété g-complete
X et M une sous-variété réelle de dimension 2p —1 (p > ¢) de E. Nous montrons que
le probleme du bord pour M est résoluble si et seulement si M est maximalement
complexe. Dans le cas ou X = P, (C)\P,,—, (C) nous retrouvons le théoréme de Harvey
et Lawson [16]. Comme conséquence nous obtenons une généralisation du théoréme
de Hartogs-Bochner pour les applications CR-méromorphes & valeurs dans une variété
g-convexe et une généralisation au cas CR-méromorphe du théoréme d’extension de
Chazal [5].

Abstract Let E be a holomorphic vector bundle over a g-complete manifold X
and M be a real submanifold of dimension 2p — 1 (p > q) of E. We prove that M
has a solution to the boundary problem in X if and only if M is maximally complex.
In the case X = P,(C)\P,—4(C), this is a result of Harvey and Lawson [16]. As
a consequence, we obtain a generalization of the Hartogs-Bochner theorem for CR-
meromorphic maps taking their values in g-convex manifolds and a generalization to

the CR-meromorphic case of a theorem of Chazal [5].
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1 Variétés g-convexes

Nous rappelons ici les définitions de variétés g-convexes et g-completes,
et nous citons quelques résultats tirés du livre de G.M. Henkin et J. Leiterer
[18] qui nous seront utiles.

Soit X une variété réelle C*° de dimension m, et soit ¢ € C*(X,R). Si z
est un point critique de ¢ (i.e. dp(z) = 0), on dit que = est un point critique
non dégénéré de ¢ si pour tout systeme de coordonnées C* z4,...,z,, dans
un voisinage de ,

0?¢
det < (a:)) # 0.
0z ;0xy, 1< jk<m

Sinon, x est appelé un point critique dégénéré de .
Nous avons les résultats suivants (voir [18] pages 241 et 242):

Proposition 1 Dans la situation précédente,

(i) les points critiques non dégénérés de ¢ sont isolés;

(i) si on suppose de plus que @ est sans point critique dégénéré, si K C X
est compact, et si p € C*(XR) a des dérivées des premier et second
ordres suffisamment petites, uniformément sur K, alors ¢ + 1 n’a pas
de point critique dégénéré sur K,

(111) si on suppose de plus que X est une sous-variété C® de R"™, alors, pour
presque toute forme R-linéaire L sur R*, o+ L|x est sans point critique
dégénéreé sur X.

Soit X une variété analytique complexe de dimension n. Une fonction
o € C*(X,R) est dite fortement q-convere en x € X (q > 1), si id'd"¢(x)
a au moins (n — ¢ + 1) valeurs propres strictement positives (convention
d’Andreotti-Grauert [2]). Si ¢ = 1, on dit aussi que ¢ est strictement pluri-
sousharmonique (st. psh) en z.

Une fonction ¢ € C°(X,R) est une ezhaustion si pour tout ¢ € R, les
ouverts {¢ < ¢} sont relativement compacts dans X.

La variété X est dite g-conveze s’il existe un compact K C X (appelé
compact exceptionnel), et une exhaustion ¢ € C°(X,R) tels que ¢ est forte-
ment g-convexe en tout point de X\ K. Si K = (), X est dite g-compléte. Les
variétés de Stein sont donc exactement les variétés 1-completes.

Un exemple simple d’espace ¢-complet est I’espace projectif complexe de
dimension n privé d'un (n — ¢)-plan, que nous notons P,(C)\P,_,(C). Si
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[20 © ... z,) sont des coordonnées homogenes sur P,(C), et si P, ,(C) =
{[#] € P,(C); 2, = ... =z, = 0}, alors on voit facilement qu’une exhaustion
¢ strictement g-convexe de P, (C)\P,_,(C) est donnée par

D kg 2]
-1
Z?:O ‘Z]|2

Signalons aussi que d’aprés un résultat de Greene et Wu [12], si X est sans
composante irréductible compacte, alors elle est n-compléte.

p(lz]) =

Proposition 2 Soit ¢ € C*°(X,R) une ezhaustion fortement q-convezxe hors
de K = {¢ < 1}. Alors il eviste une suite décroissante de compacts (K)o
tels que MgenKr = K, et une suite (¢r),cy de fonctions C™ ezhaustives,
fortement g-convexes hors de K, et sans point critique dégénéré.

Si K =0, il existe une exhaustion @y € C*(X,R) fortement q-conveze
sur X et sans point critique dégénéré.

Preuve. On peut supposer que X est une sous-variété C'*° de R™, m > 0, et on
fixe une suite (Uj),, d’ouverts de X tels que K C Uy CC X, U; CC Ujiy
pour tout j > 0, et U;»U; = X. Soit, pour tout j > 0, x; € C*(X,R)
a support compact dans Uj+1\Uj_2, telle que 0 < x; < 1, et x; = 1 sur
U;\U,_1 (on considere que U_; et U_, sont vides). _

Nous allons construire, par récurrence sur j, des fonctions ¢j sans point
critique dégénéré sur Uj, fortement g-convexes hors de compacts Ky vérifiant
les hypotheses de la proposition, et nous poserons ¢y = lim;_,q, ¢7..

D’apres la proposition 1 (iii), il existe des formes linéaires LY sur R™ telles
que ¢) == ¢+ Xo L2|  est sans point critique dégénéré sur Uy, et (si LY est
de norme assez petite) ) est fortement g-convexe sur le complémentaire de
Ki == {¢y <1+1/k}. On peut faire en sorte que Ngen Ky = K.

Supposons maintenant que 3, est construite pour tout k, et pour tout
J < jo—1ou jo > 1. D’apres la proposition 1, (ii) et (iii), il existe des formes
linéaires L;° sur R™ telles que

o |
PE = ek T X L x

jos €6 (pi‘) est fortement g-convexe sur
{¢) > 1+ 1/k}. Ceci acheve la preuve dans le cas g-convexe ('exhaustivité
des @y, est garantie si les L7 sont de norme assez petite).

est sans point critique dégénéré sur U,



Si X est g-compléte, on ne fait la construction que pour £ = 0, en posant
KO = @

Soit n € N*. Nous notons zi,...,2, les coordonnées dans C", ||z]|*> =
> i lzil? et A" = {z € C*; sup;<;<, 2| < 1}. Si K C C* est un compact,
on notera

K ={z€C";VP € C[Xi,.X,]|P(2)| < sup |P(w)[}

weK

l’enveloppe polynomialement convere de K. Nous aurons besoin du lemme
bien connu suivant.

Lemme 1 Soit K un compact polynomialement convere de C". Alors il
existe des fonctions @ € C®(C* R) telles que pour tout k,

oyl

(i) ¢r est une erhaustion st. psh de C* sans point critique dégénéré;

(i) les complémentaires dans C" des ensembles Vi, := {z € C"; pi(z) > 1}
forment une base de voisinage de K.

Preuve. Le compact K étant polynomialement convexe, il admet une base de
voisinages par des polyedres polynomiaux de la forme

Uy={z€C;|Puz) <1,...,|Pui(z)| <1}

avec ny > n, Pry(z) = Mz, ..., Phi(2) = Az et A; > 0 pour chaque
i € {1,...,n}. 1l suffit donc de montrer le lemme pour de tels polyedres
polynomialement convexes. L’application

\Ill : Ul — A’”,‘I’(zl,...,zn) = (Pl,l(Z), e 7Pnl,l(z))

est par construction injective et propre. La fonction y; € C°(C™,R) définie
par x;(z) = Sup; <<y, |2;|* est plurisousharmonique. Soit (pm)men une suite
régularisante de fonctions sur C™, et soit ¢y, := pm * xu € C°(C" ,R). Les
fonctions 9y, sont plurisousharmoniques et, comme elles convergent, vers y;
uniformément sur tout compact de C™, il existe deux suites (ay) et (gx)
de réels strictement positifs (tendant chacune vers 0) telles que, en posant
ok = (Yun/(1 + &x) + ai ||2]|?) o ¥y, les ensembles Vj, vérifient (ii) (ot m
est assez grand, dépendant de [). La condition (i) s’obtient alors grace a la
proposition 1.



2 Probleme du bord

Soient X une variété complexe de dimension n et [I'] un courant recti-
fiable de dimension 2p — 1 de X (on notera I" le support de [I']). On appel-
lera p-chaine holomorphe toute combinaison linéaire localement finie & coef-
ficients entiers de sous-ensembles analytiques de dimension pure p de X\I.
Elle définit un courant d’intégration fermé de bidimension (p,p) de X\I'. On
appelle volume de la p-chaine holomorphe [T'] = > n;[T;], Pexpression

Vol [T] =) " |n;[Vol V;

ou Vol V; (ou encore Hy,(V;)) est le volume de Hausdorff 2p-dimensionnel
de I'ensemble analytique Vj; Vol [T'] est aussi la masse du courant [T7]. On
notera 7' le support de la p-chaine holomorphe [T] (i.e. T = Ugjm,20,V;). Si
une p-chaine holomorphe est de volume localement fini dans X, elle définira
un courant d’intégration dans X, non fermé en général. La recherche de
conditions nécessaires et suffisantes pour que [I'] soit le bord au sens des
courants d’une p-chaine holomorphe de X'\I' de masse localement finie dans
X est appelée le probleme du bord.

Par exemple, soient X = C, [S;] (resp. [S2]) le courant d’intégration sur
le cercle Sy (resp. Sp) orienté positivement, de centre 1'origine et de rayon 1
(resp. de rayon 2), [A] le courant d’intégration sur le disque unité A de C et
[C(1,2)] le courant d’intégration sur la couronne C(1,2) ={z € C; 1 < |2| <
2}. Comme les sous-ensembles analytiques A et C(1,2) de C\(S; U Sy) sont
de volume localement fini dans C, les courants d’intégration [A] et [C(1,2)]
définis dans C\(S; U S) admettent une extension simple & C. Les courants
d’intégration [S] et [Se] — [S1] admettent des solutions au probléme du bord
qui sont des courants d’intégration sur des sous-ensembles analytiques car
[S1] = d[A] et [Se] — [S1] = d[C(1,2)]. Le courant d’intégration [S] + [Si]
n’admet pas de telle solution au probléme du bord. Par contre, on a [Ss] +
[S1] = [Se] — [S1] + 2[S:1] = d[C(1,2)] 4+ 2d[A] = d([C(1,2)] + 2[A]) et donc
[Sa] + [S1] admet une solution au probléme du bord qui est une 1-chaine
holomorphe.

Pour qu’un courant rectifiable [['] admette une solution au probléeme du
bord, il faut nécessairement que [I'] soit la somme de deux courants de bi-
dimension (p,p — 1) et (p — 1,p), (un tel courant sera dit mazimalement
compleze) et qu’il soit fermé. En effet, supposons que [I'] = d[A] ou [A] est
une p-chaine holomorphe de X\I" et de masse localement finie dans X. Alors



nécessairement

d[T] = d(d[A]) = 0.

De plus, comme [A] est un courant de bidimension (p,p),
[[] = d[A] = (0 + 0)[A] = 9[A] + O[A]

est maximalement complexe.

Dans le cas ou X = P,(C)\P,—,(C) et [I'] est un courant maximalement
complexe et d’intégration sur une variété réelle orientée fermée de classe C!
et de dimension 2p — 1 (p > ¢ + 1), R. Harvey et B. Lawson [15, 16] ont
prouvé que le probléme du bord est toujours résoluble pour [I']. Dans [6],
ce résultat est étendu au cas ou X = C"\K ou K est un compact polyno-
mialement convexe. Ces deux résultats sont les seuls cas connus ou la seule
complexité maximale de [['] permet de résoudre le probléme du bord. Par
exemple, dans les variétés projectives ou kiahlériennes, le probleme du bord
n’est pas toujours résoluble pour les variétés maximalement complexes (voir
[9, 7, 26]). Un des points importants dans la démonstration du théoreme de
Harvey-Lawson est la résolution du @ pour le courant [I']. Ceci explique la
restriction sur la dimension de [I'] dans le cas ot X = P,(C)\P,_,(C). En
effet, X est alors g-complete, et le théoréme d’Andreotti-Grauert montre que
la dimension imposée sur [I'] est précisemment celle nécessaire pour pouvoir
résoudre le 0.

Dans ce paragraphe, nous donnons une réponse affirmative a la question
naturelle (posée par Jean-Pierre Demailly) de savoir si le théoreme de Harvey-
Lawson est encore valide dans les variétés g-convexes.

Le point de vue que nous allons adopter est celui de T.C. Dinh [7]. En
particulier, comme on le verra lors de la démonstration, on ne pourra pas se
restreindre au cas ou [['] est un courant d’intégration sur une variété I' de
classe C' mais on va étre amené & considérer le cas ol [['] est un courant
rectifiable dont le support I' est de classe Ay, 1 (i.e. T' est Hop_;-rectifiable
et en presque tout point, son cone tangent géométrique est un espace linéaire
de dimension réelle 2p — 1, voir [7]). Nous rappelons le théoréme de tranchage
des courants: soient X,Y deux variétés réelles lisses, Y de dimension p < m,
f X — Y une application C* et [' un courant plat de dimension m de
X (en particulier les courants rectifiables sont plats). Alors pour ,-presque
tout y € Y, la tranche [I',f,y] est un courant plat de dimension m —p de X



de support inclus dans I'N f~!(y) vérifiant :

| emrsalme = (@) A v)

ou VU est une (m — p)-forme a support compact de X, ® une fonction a
support compact et €2 est la forme volume de Y (voir [10]).

Soit [['] un courant rectifiable dont le support I' est de classe Ay, 1 de
Cr*t™. Alors, pour presque tous les m-plans affines C* C C**™ et pour
presque tous les points z € C?, la tranche [[',7,,2z] (ou 7, est la projection
orthogonale sur C') est un courant rectifiable dont le support est de classe
Ay (voir [7] Lemme 1.4).

Proposition 3 ([7, 26]) Soit [I'] un courant rectifiable mazimalement com-
pleze, fermé, de dimension 2p—1 (p > 2) de AP~ x C™, dont le support est
de classe Ay, 1 et est inclus dans AP~ x Am. Soit W un ouvert non vide de
APL Supposons que pour tout v € W, la tranche [[,m,v] de [T par la fibre
de la projection m : AP7! x C™ — AP™! qu-dessus de v est bien définie et
est un 1-courant rectifiable fermé dont le support est de classe Ay. Alors, les
propositions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout v € W, il existe une 1-chaine holomorphe [S,] de masse finie
de (AP~! x Am\T telle que d[S,] = [[,7,v].

2. Il existe une p-chaine holomorphe [T] de (AP~' x A™)\T', de volume
2p-dimensionnel localement fini dans AP~ x A™ et telle que d[T] = [I].

Dans le cas ol il existe un ouvert U de AP~ tel que I'N(U x C™) = ) alors
la condition 1. est toujours vérifiée et [I'] admet une solution au probléeme du
bord dans AP~! x C™.,

Notre résultat principal est le théoreme suivant :

Théoreme 1 Soient E un fibré holomorphe au dessus d’une variété X q-
convere, T : E — X la projection sur la base et ¢ : X — R ['exhaustion
associée a X. Soit ¢ € R tel que {¢ < ¢} contient le compact exceptionnel
de . Notons U louvert 7= ({¢ > c}). Soit [[] un courant rectifiable mazi-
malement complexe, fermé, de dimension 2p —1 (p > q+ 1) de U dont le
support I' est un compact de classe Ay, 1 de E. Alors il existe une unique p-
chaine holomorphe [T| de U\T', de volume localement fini dans U, de support
relativement compact dans E et telle que [T'] = d[T] dans U.



En fait, si F est une fibration localement triviale (mais non nécessairement
vectorielle) telle que les fibres soient r-complétes, le théoréme 1 est encore
valide pour p > q + r.

Soit, X une variété g-convexe, en prenant Y le fibré trivial X x {0}, nous
obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 1 Soient X une variété q-conveze et ¢ : X — R [’ezhaustion
associée. Soit ¢ € R tel que {¢ < ¢} contient le compact exceptionnel de .
Notons U louvert {z € X ;¢(z) > c}. Soit [I'] un courant rectifiable maxi-
malement complexe, fermé, de dimension 2p —1 (p > q+ 1) de U dont le
support I' est un compact de classe Agp_1 de X. Alors il existe une unique p-
chaine holomorphe [T| de U\T', de volume localement fini dans U, de support
relativement compact dans X et telle que [I'] = d[T] dans U.

D’apres le lemme 1, en utilisant I'unicité de la solution au probleme du
bord, ce résultat généralise le théoreme de Chirka [6] dans C*"\ K (ou K est
polynomialement convexe) au cas des variétés g-convexes.

Dans le cas ou X est g-complet (i.e. K = ()) nous obtenons ’énoncé
suivant qui généralise le théoreme de Harvey-Lawson dans P,(C)\P,_,(C).

Corollaire 2 Soient X une variété q-compléte et [I'] un courant rectifiable
mazimalement complexe, fermé, de dimension 2p — 1 (p > g+ 1) de X et
dont le support est un compact de classe Agp_1. Alors il existe une unique
p-chaine holomorphe [T| de X\I', de volume fini, de support compact et telle
que [I'] = d[T] dans X.

3 Démonstration du théoréme 1

Dans un premier temps, montrons ’unicité de la solution du probleme du
bord si elle existe:
Proposition 4 Il y a unicité de la solution au probléme du bord pour [T].
De plus si T' est inclus dans un ouvert de la forme m*({p < t}) alors le
support de la solution au probléme du bord pour I' l’est aussi.
Preuve. Soient [A;] et [Ay] deux solutions au probléeme du bord pour [I']. Alors
le courant [A] = [A;] — [A2] est une p-chaine holomorphe fermée d’apres [17]
et 'écrit donc [A] = 3% n;[A;] ot n; € Z et les [A;] sont les courants
d’intégration sur des sous-ensembles analytiques de U, relativement com-
pacts dans E. Montrons par absurde que [A] = 0. Supposons qu’il existe
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i€ {l,...,k} tel que n; # 0. Par définition, [A;] et [Ay] sont des solutions a
support relativement compact dans E et donc [A] est aussi a support rela-
tivement compact dans E. En particulier, pour tout =z € w(U), 7 (z) N 4;
est un sous-ensemble analytique relativement compact dans I’espace vecto-
riel 771(z) et est donc de dimension 0. Par conséquent, 7(A;) est un sous-
ensemble analytique de 7(U) de dimension p. Soient

r =sup{t € R; n(4;) C {¢ < t}},

z € A;N{p =r}, et V, un voisinage de z biholomorphe & un ouvert de C"
(ot n = dim X) (on identifiera pas la suite V, et ce voisinage) et soit C?~4*!
un (n—¢g+1)-plan de U passant par x et dans la direction des valeurs propres
strictement positives de ¢ (i.e. tel que la restriction de ¢ & CI9%! soit st.
psh au voisinage de z dans C!~?*!). Quitte & bouger légérement C—9+!,
7(A;) N C9F! est un sous-ensemble analytique S de dimension supérieure
ou égale a 2. Par construction, la restriction de ¢ a S est st. psh et admet un
maximum local au voisinage de x ce qui donne la contradiction recherchée
et prouve l'unicité. Le deuxiéme point se montre exactement de la méme
maniere. U

D’apres la proposition 2 et I'unicité de la solution au probleme du bord,
on peut supposer sans perte de généralité que ’exhaustion ¢ : X — R est
positive, sans point critique dégénéré et que ¢ est fortement g-convexe sur
I'ensemble {¢ > c}. Si Y est un ouvert de X tel que le théoréme 1 est valide
dans 7 1(Y"), nous dirons que le probléme du bord est toujours résoluble
au dessus de Y. Nous allons montrer le théoreme 1 en nous inspirant de la
méthode classique des bosses. Pour cela, nous avons la proposition suivante :

A =]
[42) =L = 0p)
(T = 1)
<> w
V. ‘\ / ; !
N\\,‘,\ Y
I
RS !!v' , P =t —e2))
‘ > Ty
S [A3]



Proposition 5 Soit ¢ : X — R une erhaustion sans point critique dégé-
néré et fortement g-convexe sur l’ensemble {¢ > c}. Supposons qu’il existe
t € R tel que le probleme du bord soit toujours résoluble au-dessus de I’ouvert
Uy = {¢ < t}. Alors pour tout z € {¢p = t}, il existe un voisinage V, de z dans
X tel que le probléeme du bord soit toujours résoluble au-dessus de Uy U V.

Dans la suite, 21, ...z, désigneront les coordonnées dans C"*. Pour tous
réels r, s tels que r > s > 0, nous notons

B(0,r) ={z € C"; ||z]| < r}, C(s,r)=B(0,r)\B(0,s).

Si U est un ouvert de C*, et ¢ € C?(X,R), nous notons pour tous j et k
compris entre 1 et n,

_ O _ Py 0%
SD] o 8Zj’ QDJk; o 8Zj82k’ onk a 8Zja§k‘
Pour le lemme suivant, nous utilisons une idée issue du livre de R.C. Gun-

ning et H. Rossi [13] (la démonstration du cas ol ¢ n’est pas singuliere a
l'origine se trouve dans [18]).

Lemme 2 Soit U un voisinage de 0 dans C*, et soit p € C*(UR), fortement
g-conveze sur U, telle que ©(0) = 0. Alors, il existe deuz réels r > s > 0,
une application holomorphe f : U — C? (en fait, les composantes de f sont
des polynémes de degré un ou deuz), et un voisinage connexe V de 0 dans
C1 tels que,

(1) les sous-ensembles analytiques Y, := {f = a} N B(0,r) sont de dimen-

sion (n — q) pour tout o € V;

(i1) Yo N {p =0} = {0} (en particulier, f(0) =0);

(iii) pour tout « € V, Yo N{p > 0} NC(s,r) # 0;

(iv) Y, C {p > 0} pour tout o dans un ouvert W non vide de V.

Preuve. Soit E un sous-espace vectoriel de dimension (n—g¢+1) de C* tel que
@|pnu soit st. psh en 0. Si7 > 0 est assez petit, tel que B(0,r) CC U, ¢pnp(o,)
est st. psh. Nous pouvons supposer que £ ={z € U; 21 = ... = 2,1 = 0}.

On effectue un développement de Taylor de 1) = ¢|gpny & 'ordre 2, en 0.
Pour tout z € ENU,

¢(Z)=2Re( > w0z + > gojk(y)zjzk) + Y 0z

q<j<n q<j,k<n q<j,k<n
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avec y sur le segment [0,z]. Comme 1 est st. psh, il existe une constante
M > 0 telle que

Z ext)aar > M |a||* pour tous t € B(0,r), a € C".
q<g;k<n

En outre, par continuité des fonctions ¢jx, ¢ < 7,k < n, si r est assez petit,
on a

v() 2 2Re( Y 0iO0z+ Y @ul0)zz) + Izl

q<j<n q<j,k<n
Nous posons f(z) = (fi(z),--.,fq(2)), avec
Jo(2) = 2 20<j<n 03 (0)25 + X< k<n Pk (0) 252k

Le polynome f, n’est jamais nul, sauf si 0 est un minimum local isolé de
1. Mais dans ce cas, tout polynéme holomorphe en les variables z,,...,z,,
de degré 1 et nul en 0, convient. Si V' est un voisinage connexe de 0 € C?
suffisamment petit, le point (i) est vérifié (i.e. les Y, sont tous non vides).
Par ailleurs, si f(z) = 0, alors ¢(z) > M/2||z|?, donc on a (ii). En outre, si
s =r/2, pour tout z € YyNC(s,r), ¢(z) > Mr?/8. En prenant V assez petit,
autour de 0, on a directement (iii) par continuité de ¢. Enfin, si € > 0 est tel
que v. := (0,0,...,0,¢) appartient a V', alors pour tout z € Y,_, ¢(z) > 2e,
d’ou V,, C {¢ > 0} si « est proche de v,, ce qui donne (iv) et termine la
démonstration du lemme. O

Preuve de la proposition 5. Soit z € {1 = t}, et soit U, un voisinage de z
biholomorphe & un ouvert de C” tel que z s’envoie sur 'origine (on supposera
que U, est inclus dans un ouvert de trivialisation du fibré E). Par la suite,
nous identifierons U, a cet ouvert. Soient r,s les réels donnés par le lemme 1
appliqué a U, et 1»—1(z). Soit x, une fonction plateau positive, valant 1 dans
B(0,3) et dont le support est inclus dans B(0,s). Soit A, > 0 tel que {ﬁv =) —
A2 Xz soit encore fortement g-convexe et sans point critique dégénéré. Posons
V., = B(0,s) N {1 < t} et montrons que le probleme du bord est toujours
résoluble au-dessus de U; U V,. Soit [I'] un courant rectifiable maximalement
complexe, fermé, de dimension 2p — 1 (p > ¢+ 1) de 7' ({U; UV,) N U
dont le support I' est un fermé de classe Ay, ; relativement compact dans
YU, UV,).

Lemme 3 1] existe ¢ > 0 tel que le probléme du bord pour [I'] admet une
solution [As]| au-dessus de louvert V, N {y >t — e}.
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Preuve. Nous rappelons que V et W sont les ouverts définis dans le lemme
2. Soit Y = {(y,z) € V x 7 1(B(0,r)); y = fom(x)} et [[';] Pimage directe
de [I'] par I'application injective ¥ : 7 1(B(0,r)) — V x 7 1(B(0,r)) définie
par ¥(z) = (f o w(z),x). L’application ¥ étant un biholomorphisme entre
7 H(B(0,r)) et Y, le courant [I';] est encore un courant rectifiable, maxima-
lement complexe, fermé et dont le support I'y est de classe Ag,_;. Or, pour
tout y € W, T'y N ({y} x 771 (B(0,r))) = 0 et donc, d’apres la proposition 3,
[T'4] admet une solution au probléeme du bord dans V' x 7~'(B(0,r)) qui est
incluse dans Y d’apres le principe du maximum. Par conséquent, en proje-
tant cette solution sur 7—!(B(0,r)), on montre que [I'] admet lui aussi une
solution au probléme du bord dans 7=(B(0,7)) N 7~*(f~*(V)) qui contient
Vouvert 771(V, N {1 > t — &}) pour ¢ assez petit. D’apres la proposition 4,
la solution ainsi trouvée pour [I'] est bien au-dessus de V, N {y >t — ¢} ce
qui termine la preuve du lemme. [l

Soit €9 un réel vérifiant 0 < €5 < ¢ et tel que €5 soit une valeur réguliere
au sens du théoreme de Sard pour . Alors la restriction de [Ay] & 'ouvert
71 (V, N {4 > t — &3}) est une p-chaine holomorphe de 7= *(V, N {¢ >
t —e9})\I' admettant une extension simple & 7=*(V,) dont le bord [['y] est un
courant rectifiable fermé, maximalement complexe, de dimension 2p — 1 dont
le support est de classe Ay, et est égal & [[] dans ouvert 7 1(V, N {¢ >
t—e9}). Le courant [['3] = [['] — [['y] est un courant rectifiable maximalement
complexe, fermé, de dimension 2p — 1 dont le support est de classe Ay,_; et
est inclus dans 7' ({¢) <t — &3}), donc relativement compact dans 7=(U;).
D’apres ’hypothese faite sur U;, [['3s] admet une solution au probléme du
bord au-dessus de U; que 'on notera [Ajz]. Le courant [A] = [Ag] + [A3] est
alors la p-chaine holomorphe solution au probléme du bord pour [['] ce qui
termine la preuve de la proposition 5. O

Fin de la preuve du théoréme 1. Soit F' I’ensemble des s € R tels que le
probleme du bord soit toujours résoluble au-dessus de la variété g-convexe
Y = {¢ < s}. D’apres la proposition 4, F' est un intervalle de la forme [c,t]
ou t > c. Pour montrer le théoréme 1, il faut montrer que F' = [c, + oo[. Pour
cela, procédons par I'absurde et supposons que ¢ < 4o0co. Pour tout point
z € {¢ = t}, associons 'ouvert V, défini dans la proposition 5 pour ¥ = ¢.
L’ensemble {¢ = t} étant compact, nous pouvons extraire un recouvrement
fini de {¢ =t} par des ouverts V,,,...,V,, (ol 2z1,...,2x € {¢ =t}). D’apres
la proposition 5 appliquée a 1) = ¢, le probléme du bord est toujours résoluble
au dessus de {¢ < t} UV,, (nous noterons @, la déformation de ¢ ainsi
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obtenue). En appliquant a nouveau la proposition 5 pour ¢y = @, (nous
noterons V,, (resp. 3,,) Pouvert (resp. la déformation de (,,) ainsi obtenu),
on obtient que le probléme du bord est résoluble au dessus de I'ouvert {¢ <
YUV, U‘~/z2. En itérant le méme processus, on montre que le probléme du bord
est résoluble au dessus d’un ouvert de la forme L = {¢ < t}UV,, Uk, TN/Z].. Or,
en remarquant que dans la proposition 5, la taille de I’ouvert V, ne dépend
que de ¢ et de son développement de Taylor a ’ordre 2, on montre que si
les ouverts V, sont choisis assez petits au départ, les ouverts V, construits
apres les déformations successives de ¢ peuvent étre choisis aussi proches que
I’on veut des ouverts V,. On en déduit que ’ouvert L contient un voisinage
ouvert de {¢ <t} ce qui montre que F' est ouvert et donne la contradiction
recherchée. O

4 Théoreme de Hartogs-Bochner

Une des applications classique du probleme du bord consiste a montrer
le théoreme de Hartogs-Bochner en appliquant la résolution du probleme
du bord pour le graphe de la fonction CR considérée. Plus généralement, la
résolution du probleme du bord permet d’obtenir le théoreme de Hartogs-
Bochner pour les fonctions CR-méromorphes (voir [15, 25]). Nous rappelons
qu’un sous-ensemble ', fermé et de mesure de Hausdorff k-dimensionnelle lo-
calement finie d’une variété métrique X est dit variété a singularité négligea-
ble de classe C' et de dimension k s'il existe un sous-ensemble 7 C T' de
mesure de Hausdorff k-dimensionnelle nulle tel que I'\7 soit une sous-variété
de classe C!, fermée et de dimension k de X\7.

Définition 1 Soient M une sous-variété réelle mazimalement complexe de
dimension m d’un ouvert W de C* (n > 2) et Y une variété compleze. On
appellera application CR-méromorphe définie sur M et a valeurs dans'Y la
donnée d’une application CR f définie et de classe C' sur un ouvert dense U
de M, a valeurs localement bornées dans Y (i.e. pour tout compact K C M,
il existe un compact L C'Y tel que f(KNU) C L) et dont l’adhérence du
graphe dans W x Y est une variété a singularités négligeables de classe C*,
de dimension m, fermée et marimalement complezxe.

On remarquera que dans le cas ou m est pair, M est analytique et f est
méromorphe au sens habituel d’apres [20].
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Contrairement aux applications CR classiques, les applications CR-méro-
morphes peuvent avoir des points d’indétermination comme le montre I’exem-
ple suivant : soit f : C* — P;(C) définie par f(z1,22) = [21 : 22). La restriction
de f sur la sphere S de centre le point (—1;0) et de rayon 1 n’est pas une
application CR sur S mais est une application CR-méromorphe ayant un
point d’indétermination a ’origine.

Par la méme méthode que pour le théoréme 1, nous obtenons le résultat
d’extension méromorphe suivant :

Théoreme 2 Soient m,n,p,q,r des entiers naturels tels que p > 1, g > 1 et
m > p+ q. Soient X une variété complexe de dimension m + r, p-convere
et Y une variété complexe g-compléte et de dimension n. Soit ¢ ’exhaustion
associée o X et c € R tel que {¢ < ¢} contienne le compact exceptionnel de
@. Notons K = {p < c}. Soit M une sous-variété de classe C', conneze,
de dimension 2m — 1, orientée, fermée, mazimalement compleze de X\K
et relativement compacte dans X. Supposons que M est le bord au sens des
courants d’un sous-ensemble analytique A de X\(K U M) qui est relative-
ment compact dans X. Alors les applications CR-méromorphes f : M —'Y
admettent une extension méromorphe a A.

Preuve. Nous notons 1 I’exhaustion fortement g-convexe sur Y et nous la
choisissons strictement positive. Nous ne pouvons pas appliquer directement
le théoreme 1, car X x Y n’est pas (p + g — 1)-convexe. Cependant, si e > 0,
I'exhaustion ¢+t de X xY est fortement (p+¢—1)-convexe hors de K x Y.

Soit I'y I’adhérence du graphe de f dans X x Y. La sous-variété M
étant orientée et de dimension 2m — 1, [['s] 'est aussi et définit un courant
d’intégration [I's], maximalement complexe, fermé et de dimension 2m — 1
de (X\K) x Y. Pour étendre méromorphiquement f, nous allons résoudre le
probleme du bord pour [I'f]. Par unicité du probleme du bord (voir propo-
sition 4), il suffit de montrer que pour tout ¢’ > ¢, le probléeme du bord est
résoluble pour la restriction de [I'f] & 'ouvert {¢ > ¢} x Y.

Soit ¢ > ¢, et choisissons € > 0 et un réel d, ¢ > d > ¢, tels que
Lin({e >} xY) cc I'in{p+ey > d}. Ceci est possible car (par définition
de f), il existe un compact Lo de Y tel que f(UN{p > '}) C {p > '} x Ly
(ot U est 'ouvert dense de M sur lequel f est de classe C).

En procédant comme pour le théoreme 1, on montre qu’il existe une
m-chaine holomorphe [T] de masse localement finie dans V' = {¢ > ¢'} x
Y, solution au probleme du bord pour [I'f] dans V. La variété M étant
connexe, I'; 'est aussi. D’apres la proposition 4.7 de [15], [T'] est le courant
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d’intégration sur un sous-ensemble analytique irréductible de V\I'y. Soit = :
V — {¢ > ('} la projection sur le premier membre du produit. Sa restriction
a T est propre, et on a:

d(m[T]) = 7 (d[T]) = m([Lf]lv) = [M]lx(v) = (d[A]) ]x(v)

et donc 7, ([T"]) = [A]|x(v) par unicité du probleme du bord pour [M]. On en
déduit alors que mp : T" — A est un revétement a un feuillet de A et donc
que 7! définit une application méromorphe & valeurs dans Y qui coincide
avec f sur M. O

Dans le cas X = C*", Y = C et K est polynomialement convexe, nous
retrouvons le résultat de Lupacciolu [22].

Dans le cas on K = () (i.e. X est p-complete) et 7 = 0, on obtient le
théoreme d’extension de Hartogs-Bochner suivant :

Corollaire 3 Soit X (resp. Y ) une variété complexe p-compléte (resp. q-
compléte) et de dimension m > p + q (resp. de dimension n). Soit Q un
domaine de X & bord 02 conneze et de classe C*. Alors les applications
CR-méromorphes f : 000 — Y admettent une extension méromorphe a Q.

Danslecas p=1et ¢ =1, X et Y sont de Stein et nous retrouvons le
résultat de Hartogs-Bochner classique.

Dans le cas ou Y est de Stein, et X est une variété (m — 1)-compléte nous
retrouvons un résultat de A. Andreotti et D. Hill [3].

De la méme maniere que précédemment, en considérant le graphe d’une
section CR d’un fibré holomorphe et en appliquant le théoréme 1, nous re-
trouvons le résultat de C. Laurent-Thiébaut et J. Leiterer [21] suivant :
Corollaire 4 Soient E un fibré vectoriel holomorphe au-dessus d’une variété
X (m — 1)-conveze (ot m = dim¢ X ), ¢ l'ezhaustion associée ¢ X et c € R
tel que le compact {p < ¢} contienne le compact exceptionnel de . Soit Q un
domaine de { > ¢} a bord OQ connexe et de classe C*. Alors les sections CR
a valeurs dans E, de classe C' et définies sur 02 admettent une extension
holomorphe a Q.

Dans le cas ou1 X est une variété de Stein de dimension m et Y une variété
complexe quelconque de dimension n = m —1, F. Chazal [5] a montré que les
applications méromorphes dans un voisinage connexe d’un domaine 2 C X
et a valeurs dans Y admettent une extension méromorphe a 2. Si 02 est de
classe C?, on en déduit que le théoréme de Hartogs-Bochner est valide pour
les applications CR lisses f : 02 — Y. En effet, d’apres [19], 09 est alors
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une variété CR globalement minimale de X. Par conséquent, les applications
CR sur 0f) admettent une extension holomorphe a un voisinage & un coté
de 0N et on est alors ramené au résultat de F. Chazal (voir [24, 25]). Si on
suppose de plus que m = 2 (et donc que Y est une surface de Riemann), ce
dernier résultat a été montré dans le cas lisse dans [9, 24] et dans [25] pour
le cas général des applications CR-méromorphes. La démonstration de [25],
consiste a se ramener au cas ol f évite un point de Y et donc au cas ou f est
a valeurs dans une surface de Riemann ouverte. Cette méme démonstration
s’applique ici dans toute sa généralité et permet de retrouver le résultat de
F. Chazal, et méme d’étendre le théoreme de Hartogs-Bochner au cas des
applications CR-méromorphes.

Théoreme 3 Soient X une variété de Stein et M une sous-variété orientée,
conneze, de dimension 2m — 1 (m > 2), mazimalement compleze, compacte,
de classe C' de X, et bord (au sens des courants) d’un sous-ensemble ana-
lytique A de volume 2m-dimensionnel fini de X\M. Soit Y une variété com-
pleze de dimension inférieure ou égale a (m — 1). Alors les applications CR-
méromorphes f : M —'Y de classe C* admettent une extension méromorphe

aA.

Preuve. On plonge la variété X dans un espace numérique C*. On peut
supposer que Y est connexe, car la variété M étant connexe, ’adhérence
de I'image de f dans Y est incluse dans une composante connexe de Y.
Si Y n’est pas compacte, ou si dimY < p — 1, le théoréeme 2 nous donne
immédiatement le résultat recherché puisque Y est alors p-complete d’apres
[23]. Dans le cas ou Y est compact et de dimension p— 1, il suffit d’appliquer
la démonstration de [25] en remplacant juste l'utilisation du théoréme de
Chirka par notre théoreme 1. Pour plus de clarté, nous donnons I'idée de la
démonstration :

Dans un premier temps, supposons que f est une application CR de classe
C' définie sur M. Nous rappelons (voir [7]) que si v est une courbe C' a
singularités négligeables, alors 7\7y est un sous-ensemble analytique de di-
mension pure 1 et de volume fini de C"\~y (ou 7 est 1’enveloppe polynomiale-
ment convexe de 7). D’apres le théoreme de Sard, pour presque tout ¢ € Y,
Y. = f~!(c) est une réunion finie de courbes de classe C* de M. Soient a
et b deux points réguliers de f. Le sous-ensemble analytique S, = 7,\7, de
C™\, est de dimension pure 1. La restriction de f a M\, est une applica-
tion CR-méromorphe & valeurs dans Y\{a} qui n’est pas compacte. D’apres
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le théoréme 2, f admet une extension méromorphe a A\¥,. En faisant de
méme pour le point b, on montre que f admet une extension méromorphe
sur A\(7, N 7). Or 7, et v, étant disjoints et S, et S, étant des sous-
ensembles analytiques de dimension 1, 74, N7, est un ensemble fini de points.
La démonstration du théoreme s’obtient alors par application de la proposi-
tion ci-apres pour Z = 5, N7,.

Dans le cas ou f est une fonction CR-méromorphe, le méme raisonnement
est encore valide a la différence que v, N 7, peut ne pas étre vide et par
conséquent, on obtient une extension méromorphe de f dans A\ (7, N7,) qui
cette fois est un sous-ensemble analytique de A non nécessairement isolé. La
encore, la proposition ci-apres permet de conclure. O

Proposition 6 Soient A, M, Y et f comme dans I’énoncé du théoréme 3,
7 C A un sous-ensemble analytique de codimension au moins 1. Supposons
que f admet une extension méromorphe F sur A\Z. Alors f admet une
extension méromorphe a A.

Preuve. Soient I'f 'adhérence du graphe de f dans M xY et 7 : C* xY — Y
la projection canonique sur le deuxieme membre du produit. Dans le cas ou
7(l'f) # Y ou que dimY < m — 1, la proposition est une conséquence
du théoreme 2. Par la suite, nous supposerons donc que m(I'f) = Y et que
dimY = m—1. Soit w une (1,1)-forme kdhlérienne sur C* et y une 1-forme sur
C" telle que w = dvy. Par définition de F, il existe un sous-ensemble analytique
H de A\Z tel que F soit une application holomorphe sur A\(ZUH). Comme
7n(I'y) =Y, il existe un sous-ensemble analytique G de A\(Z U H) tel que f
soit de rang maximal sur A\(Z U G U H). Soit T I'adhérence du graphe de
F dans (A\Z) x Y et T son adhérence dans A x Y. Il faut montrer que T
est un sous-ensemble analytique de A x Y. Pour cela, d’apres le théoreme de
Bishop, il suffit de montrer que 7" est de volume de Hausdorff de dimension
2p fini dans (A\Z) x Y. Comme F est méromorphe au voisinage de G et H
dans A\Z, il suffit de montrer que la restriction (que I’on notera S) de T" a
(A\(ZUGUH)) x Y est de volume de Hausdorff de dimension 2p fini. Soit
¥ une (1,1)-forme associée a une métrique hermitienne sur Y.

VAL n k
Vol(S):/%:Z% Wk ATTR =
s - o v Js
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(Y etant de dimension n — 1, U™ = ()
k1
!

n—1
C 1
= E /w/\wk/\\Il"_k_lz7'/w/\\11"_1

(car F' est de rang maximal sur A\(Z U G U H)). D’apres le théoreme de

Fubini on a:
/w/\\Ilnlz/ (/ w) gl
S yey {F=y}

D’apres le théoréme de Sard, pour presque tout y € Y, v, = {2z € M; (2,y) €
[';} est une courbe C' A singularités négligeables. Or, d’apres [7], 'ensemble
Ay \7y est un sous-ensemble analytique de volume 2-dimensionnel fini de
C™\y, et contient ’ensemble analytique {F = y} défini sur A\(ZU G U H).
Donc, d’apres le théoreme de Stokes, on a pour presque tout y € Y,

o=
{F=y} {F=y} Yy
Finalement, on obtient

(n—1)!'Vol(S) = / (/ w) LA
yey \J{F=y}
:/ /7/\\11"‘1=/7/\\If"‘1<+oo
yeY Jyy Ty

ce qui termine la preuve de la proposition. [l
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