Variations d’entropies
et déformations de structures conformes plates
sur les variétés hyperboliques compactes
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Abstract. We study the link between variations of entropy on a com-
pact hyperbolic manifold M and infinitesimal flat conformal deformations
of M. We remark that the entropy of the Liouville measure increases in
the direction of these deformations. We then explain a new construction of
infinitesimal flat conformal deformations by bending along totally geodesic
hypersurfaces of M which allows us to extend a theorem of L. Flaminio.

1. Introduction

Soit M une variété compacte de dimension n. Etant donnée une métrique
riemannienne g sur M, on note Sy M le fibré unitaire tangent de M et &, le flot
géodésique sur SgM. Iy a deux mesures privilégiées sur Sy M invariantes par
g : la mesure de Bowen-Margulis, qui est la mesure d’entropie maximale et
qui donne 'entropie topologique hyop(g) de (M, g), et la mesure de Liouville,
qui vient de la structure de contact sur S¢M et qui donne I’entropie métrique
hriouy (g) de (M, g).

En réponse a une conjecture de M. Gromov [5], G. Besson, G. Courtois
et S. Gallot [2] ont démontré que si (M,g) est une variété riemannienne
de courbure sectionnelle négative constante, alors le minimum de 1’entropie
topologique sur ’espace des métriques sur M de méme volume que g ne peut
étre atteint que par des métriques isométriques a g. D’autre part, on sait
que l'entropie topologique et ’entropie métrique coincident sur une variété
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localement symétrique de courbure négative. A. Katok [8] a conjecturé que
cette propriété caractérisait les métriques localement symétriques parmi les
métriques de courbure sectionnelle négative.

Notons M l'espace des métriques riemanniennes sur M. On considére
les fonctions

hiop : g € M = hiop(g),
hriouy : gE€E M — hLiouv(g)-

Si ’on se restreint a ’espace des métriques de courbure sectionnelle négative
sur M, ces fonctions sont C* et les métriques localement symétriques en
sont des points critiques. L. Flaminio [4] a montré le résultat suivant, qui
répond partiellement & la conjecture de A. Katok.

THEOREME 1.1 ([4]). — Soit g une métrique de courbure sectionnelle
négative constante sur une variété compacte M, et soit g, une courbe de
meétriques de volume constant telle que gg = g. Alors si g; n’est pas tangente
a Dorbite de g sous le groupe des difféomorphismes de M, les fonctions

t— htop (gt) - hLiouv (gt)a

t— htop (gt)

sont strictement convexes en t = 0. En particulier, le long du chemin g,
et pour des t petits, 1’égalité hiop(9¢) = hriouv(g:) implique g, = g et on a
hiop(gt) > hiop(g) pourt # 0.

Par contre, les métriques localement symétriques ne sont pas des extrema
locaux de l’entropie métrique, comme le prouve un autre théoréme de L.
Flaminio :

THEOREME 1.2 ([4]). — Il existe une variété hyperbolique (M, g) de di-
mension 3 pour laquelle la différentielle seconde de hiioyy : M — RT en g
n’est pas de signe constant.

La démonstration de ces théorémes repose sur le calcul explicite des
dérivées secondes des fonctions ¢ + hyop(gs) et ¢ — hriouv(g:) en fonction
du 2-tenseur symétrique h = %hzo. Ces calculs montrent que sur une
variété hyperbolique compacte M de dimension n, l'existence de tenseurs
symétriques dans la direction desquels la dérivée seconde de 1’entropie
métrique est positive (il y a toujours une infinité de directions suivant
lesquelles elle est négative) équivaut au fait que le laplacien brut de M agis-
sant sur I’espace I'(S2M) des 2-tenseurs symétriques admette des valeurs
propres appartenant a l'intervalle [n, 2n].



L. Flaminio conclut la démonstration du théoréme 1.2 en prouvant, par
des arguments de théorie des représentations, qu’il existe un réseau cocom-
pact I' de SO(3,1) tel que ce laplacien brut sur I'\SO(3,1)/S0(3) ait du
spectre dans ]3,6[. On peut penser qu’une étude précise du support de la
mesure de Plancherel pour les représentations de SO(n,1) permettrait de
généraliser cette démonstration en dimension quelconque. Nous proposons
ici une approche différente, plus géométrique, du probléme des variations
de P’entropie métrique qui conduit & une preuve du théoréme 1.2 en toute
dimension. Elle consiste & exhiber des exemples explicites de variétés hy-
perboliques compactes M de dimension n > 3 sur lesquelles n est valeur
propre du laplacien brut. Nous obtenons en plus des renseignements sur la
dimension du sous-espace propre correspondant. Les théorémes 3.6, 3.11 et
la section 4 montrent par exemple que

THEOREME 1.3. — Pour tous entiers n et m, n > 3, il existe une variété
hyperbolique compacte de dimension n pour laquelle la différentielle seconde
de I’entropie métrique est définie positive sur un sous-espace de dimension
m de T(S2M).

Comme I’a montré J. Lafontaine [12], si h est un tenseur propre du lapla-
cien brut sur M associé a la valeur propre n, h est une déformation infinitési-
male de la structure conforme plate de M. Les structures conformes plates
sont un appauvrissement naturel des structures hyperboliques et contraire-
ment & ces derniéres (théoréme de Mostow) elles peuvent parfois étre défor-
mées. A certains égards, c’est suivant ces déformations que ’on s’éloigne le
moins de la structure hyperbolique. Nous verrons en effet que c’est dans les
directions des déformations conformes plates infinitésimales, si elles existent,
que sont minimisées les variations des fonctions ¢ + hiop(g9¢) — hriouv(g:) et

t— htop (gt) .

(M, g) désignera dorénavant une variété hyperbolique compacte de di-
mension n > 3. Par commodité, nous supposerons sans le mentionner que
M est orientable. Dans un premier temps, nous rappellerons les résultats
de L. Flaminio et de J. Lafontaine qui permettent de voir que les défor-
mations conformes plates infinitésimales de g sont tangentes & des chemins
de métriques le long desquels ’entropie métrique augmente. Nous nous in-
téresserons ensuite aux déformations infinitésimales provenant de la présence
éventuelle d’une hypersurface totalement géodésique dans M. Ces déforma-
tions, appelées pliages, ont été étudiées dans des cadres différents par de
nombreux auteurs (voir, par exemple, Johnson et Millson [7], Kourouniotis
[11]). Nous donnerons une construction nouvelle de ces déformations qui a
I’avantage de s’étendre facilement au cas ott M contient plusieurs hypersur-
faces qui s’intersectent. Cette construction nous permettra de retrouver ou
d’établir des minorations de la dimension de I’espace des déformations con-



formes plates infinitésimales pour différentes configurations d’hypersurfaces
dans M. Pour finir, nous exposerons quelques exemples de variétés hyper-
boliques compactes qui admettent de telles déformations.

I1 faut remarquer que J. Lafontaine [12] a lui aussi décrit une déformation
infinitésimale liée & une hypersurface totalement géodésique. Mais, comme
il nous I’a expliqué, il n’est pas encore prouvé que ce tenseur propre est
non-nul.

Remerciements.  Je remercie vivement Gérard Besson et Jacques La-
fontaine pour les nombreuses discussions que nous avons eues au sujet de ce
travail et pour l'intérét qu’ils y ont porté.

2. Entropie et déformations conformes plates

Soit donc (M, g) une variété hyperbolique compacte de dimension n > 3,
V la connexion de Levi-Civita de g, § la divergence, V* et ¢* leurs ad-
joints. Si T € T'(S2M) est un 2-tenseur symétrique sur M, on définit un
champ de formes quadratiques T sur le fibré en sphére S;M = {X €
TM tq g(X,X) =1} par TV(X) = T(X, X).

Considérons un chemin de métriques g, t €] — €, €[, de volume constant,
tel que gg = g et notons h le 2-tenseur symétrique %h:o. Les dérivées
secondes en g des fonctions hygp, hriouy, hiop — hriouv le long du chemin g;

sont données par la proposition suivante, due & L. Flaminio :

PROPOSITION 2.1 ([4]). — En notant k le tenseur k(h) = —ih +
iV*Vh + 3(trgh)g — 36*6h, on a
n—1
hiop(9) = Cov (K, ——h"),
1

ﬁiouv(g) = — Cov (kvakv - n%

hz;lop(g) - ﬁiouv(g) = Cov (kv,kv)a

ot Cov désigne la covariance du flot géodésique &g sur S¢M par rapport a la
mesure d’entropie maximale (ici la mesure de Liouville car g est localement
symétrique) (cf. [4]).

hY),

Soit dV lopérateur sur les 2-tenseurs symétriques donné par
dVT(X,Y,Z) = VxT(Y,Z) — VyT(X,Z),¥X,Y,Z € T(TM); et soit d¥*
son adjoint. Comme M est hyperbolique, on a (cf. [1]) :

(@V*d¥ +dVdV)T = V*VT —nT, VT € T(S2M).



Le membre de gauche est positif et par conséquent, le spectre de V*V est
inclus dans [n, +o0c[. En utilisant cet argument, L. Flaminio montre que sous
les hypothéses du théoréme 1.1,

1
hiop(9) > 4 Croy Cov (B, RY),

(n—2)
htop( ) IIIJiouv(g) > T Cov (hv’hv)'
D’aprés un théoréme de Guillemin et Kazhdan [6], Cov (hY,hY) = 0 implique
que la courbe g; est tangente & 'orbite de g sous le groupe des difféomor-
phismes de M. On a donc hy,,(g) > 0 et h{,,(9)—h{;,,,(g9) > 0. Le théoréme
1.1 est démontré.

Notons Teich(g) C I'(S2M) I’espace des 2-tenseurs symétriques de trace
et de divergence nulles. Teich(g) est 'orthogonal dans I'(S?M) de I’espace
Imé*+C>®(M) g et est appele espace des déformations conformes essentielles
de g ([12]). Soit h = 6t Jt|,_o appartenant & Teich(g) un tenseur propre du
laplacien brut V*V associé & la valeur propre A > n. k(h) = $(A—2)h et donc
h i w(9) = —1:(A = 2)(A = 2n) Cov (hV,h"). Le spectre du laplacien brut
est discret : il existe une infinité de valeurs propre de V*V supérieures a 2n et
donc un sous-espace de dimension infinie de Teich(g) dans la direction duquel
I’entropie métrique décroit localement. Par conséquent, si nous trouvons
une variété hyperbolique (M, g) et un 2-tenseur symétrique h appartenant a
Teich(g) tel que V*Vh = Ah avec A € [n, 2n[, et comme dans ce cas la dérivée
seconde en ¢ = 0 de l'entropie métrique le long du chemin (g + th);e)_c [ est
strictement positive, le théoréme 1.2 sera prouvé (en toute dimension).

Supposons qu’il existe h € Teich(g) tel que V*Vh = nh. Un calcul
immeédiat montre que si g¢ est une courbe de métriques tangente en ¢t =0 a
un tel tenseur, alors

1
h{;,op( ) = ZC'rQL—l Cov (hvahv)a
" " (n_2)2 VoLV
htop( ) Liouv(g) = T Cov (h h )a

le long de g;. Ainsi, parmi les chemins analytiques de métriques de vol-
ume égal a celui de g et non-tangents & l'orbite de g sous le groupe
des difféomorphismes, c’est suivant ceux qui sont tangents au sous-espace
Teich(g) Nker(V*V —nId) que, localement, les fonctions h¢op et hiop — hiiouv
varient le moins.

Il existe une autre interprétation du sous-espace Teich(g) N ker(V*V —
n1Id) qui aide & comprendre cette derniére remarque. La variété (M, g) est
hyperbolique et donc a fortiori localement conformément plate, c’est-a-dire
que si S(g) = Ric(g) — m Scal(g) g et W(g) désignent les tenseurs de
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courbure de Schouten-Ricci et de Weyl de g, on a soit d¥ (S(g)) =0 sin =
3, soit W(g) = 0 sin > 4. Une déformation essentielle de la structure
conforme plate de (M, g) est un chemin de métriques g; tel que go = g,
agt|t o € Teich(g) et

Vt, dV¢(S(g;)) =0 sin=3
Vi, W(g) =0 sin >4

(Vi est la connexion de Levi-Civita de g;). Les déformations infinitési-
males essentielles de la structure conforme plate de (M, g), c’est-a-dire les 2-
tenseurs symétriques potentiellement tangents & une déformation conforme
plate essentielle, sont les tenseurs h € Teich(g) tels que (dVS)'(h) = 0 si
n=3et W (h) =0sin>4 (onanoté (dvS)'(h) et W'(h) les linéarisés des
opérateurs dVS et W dans la direction de k). J. Lafontaine [12] a montré
que ’espace des déformations infinitésimales essentielles est en fait précisé-
ment Teich(g) N ker(V*V — nld). La structure conforme plate étant un
appauvrissement naturel de la structure hyperbolique, les courbes tangentes
a Teich(g) Nker(V*V — nld) restent, en un sens, assez proches de g. C’est
ce que nous avons constaté au niveau des variations des fonctions hop et
htop — hLiouy-

Sous certaines hypothéses sur la variété hyperbolique compacte (M, g),
nous allons construire dans la section 3 des 2-tenseurs h appartenant &
Teich(g) Nker(V*V —nld). Dans la section 4, enfin, nous donnerons des ex-
emples de variétés qui satisfont & ces hypothéses, ce qui concluera la preuve
du théoréme 1.2.

3. Pliages le long d’hypersurfaces totalement géodésiques

Cette section est consacrée a la construction de déformations infinitési-
males de la structure conforme plate de (M,g), c’est-a-dire de tenseurs
h € Teich(g) Nker(V*V — n1d), associées a la présence d’hypersurfaces to-
talement géodésiques dans M. Nous effectuons cette construction dans un
cadre cohomologique que nous mettons maintenant en place.

LEMME 3.1 ([12]). — Sur une variété hyperbolique compacte (M,g),
Teich(g) Nker(V*V —nlId) = {h € T(S?M) tq tryh = dVh = 0}.

Par abus de notation, si U est un ouvert de M, nous notons encore dV
I'opérateur différentiel qui envoie f € C®(U) sur Vdf — fg € T'(S?U). On
vérifie facilement que d¥ o d¥ = 0 sur C*®(U). On peut donc définir les
espaces de cohomologie

HY(U) ={f € C®(U) tq d" f = Vdf — fg =0},
HY(U) = {h € T(S%U) tq dVh = 0}/dY (C*°(U)).



LEMME 3.2. — HE(M) = {h € T(5?M) tq trgh =dVh =0}

Démonstration. — Soit h tel que trgh = 0 et dVh = 0. Supposons qu'il
existe f € C®°(M) telle que h = d¥ f = Vdf — fg. Alors —try(Vdf — fg) =0,
ie. Af+nf =0. Comme M est compacte, ceci implique que f = 0 et donc
{h € T(S?M) tq trgh = d¥h = 0} est inclu dans HS,(M).

Considérons maintenant un 2-tenseur h tel que d¥h = 0 et montrons
qu’il existe un représentant de la classe de h dans Hé(M ) qui appartient &
{h € T(S?M) tq trgh = dVh = 0}. L’opérateur A+nId a toutes ses valeurs
propres strictement positives et est donc inversible : il existe u € C*°(M)
telle que Au +nu = trgh. Soit alors h=h+dVu. h et h sont cohomologues
et t?“gil = trgh — Au —nu = 0. O

Ainsi, une déformation infinitésimale de la structure conforme plate de
(M, g) peut se voir comme une classe de cohomologie dans Hg,(M).

Soit H" 1’espace hyperbolique de dimension n. H" est le revétement
universel de M. Dans le modeéle de ’hyperboloide a deux nappes, H® =
{z = (21, ,Zny1) € R tq q(z,7) = —1 et z,,,1 > 0}, ol1 q est la forme
quadratique 2+ - -+22 —12 L1 8ur R™*!. Nous notons encore V la connexion
de Levi-Civita de la métrique hyperbolique ¢ sur H". Nous aurons besoin
du lemme suivant :

LEMME 3.3. — Soit U un ouvert de H" et f € C®(U). OnadVf =0
sur U si et seulement si f est la restriction 4 U d’une forme linéaire sur R**1 .

Démonstration. — Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que si f est
une forme linéaire, on a bien d¥ f = 0.

Supposons maintenant que f € C®(M) soit telle que d¥f = 0. Soit
= le gradient de f, i.e. le champs de vecteur sur U tel que VX € TU,
df (X) = ¢q(E,X). Un calcul rapide montre que Vdf(X,Y) — fg(X,Y) =
q(VxE— f(2)X,Y), quels que soient X,Y € T,U. Ainsi,

dVf=0= VxE— f(z)X =0.
Comme VxE — f(z)X = X.(E — f(x)z), E — f(x)x est constant sur U.

Notons ¢ ce vecteur : pourz € U, ¢(¢,z) = ¢(E—f(z)z,z) = —f(z)q(z,z) =
f(z). f est bien la restriction & U d’une forme linéaire sur R**1. O

3.1. Le cas de plusieurs hypersurfaces disjointes

Pour commencer, nous allons supposer que la variété hyperbolique com-
pacte (M, g) contient une hypersurface totalement géodésique S plongée a



deux faces (c’est-a-dire telle que son fibré normal soit trivial). Nous cher-
chons & déduire l'existence d’un élément non nul de Hy, (M) de la présence
de cette hypersurface.

Soit m € S. Notons SOy(n,1) la composante connexe de 'identité du
groupe des isométries de la forme quadratique g. m (S, m) agit sur (R*1)*
(Iespace des formes linéaires sur R**1) via la représentation naturelle de
w1 (M, m) dans SOgy(n, 1) et on a le lemme suivant :

LEMME 3.4. — Il existe une unique droite de (R"™1)* invariante par
71'1(5, m)

Démonstration. — Soit p la projection de H" sur M, 7 € p}(m) et S C
H" le relevé de S passant par 7. Il existe un vecteur unitaire v € R*! tel
que S soit Iintersection de H* avec I’hyperplan {z € R""! tq q(v,z) = 0}.
71(S,m) est inclus dans le stabilisateur H de S dans SOy(n,1) et donc la
forme ¢ : € R**! s ¢(v, z) est invariante par 7 (S, m). A multiplication
par une constante prés, c’est la seule. En effet, comme S est compacte,
71(S,m) est Zariski-dense dans H ~ SOy(n—1,1) et SOy(n—1,1) n’admet
qu’une droite invariante dans (R"*1)*. O

Soit W un voisinage tubulaire de S dans M : la forme linéaire ¢ donnée
dans la démonstration précédente passe au quotient en une fonction p €
C* (W), non nulle, telle que dVp = 0, c’est-a-dire en un élément de HY (W).
Nous voulons obtenir un élément de Hé(M ) & partir de . L’outil approprié
est la suite exacte de Mayer-Vietoris.

Supposons pour l'instant que S sépare M en deux composantes connexes
M™ et M. Soient U = MTUW et V = M~ UW. Remarquons que, puisque
M est compacte, HY(M) = 0. En effet, d¥ f = 0 implique, en prenant la
trace, que Af+nf = 0 et donc que f = 0. La suite exacte de Mayer-Vietoris
associée au recouvrement {U,V'} de M est donc :

0 — HY(U) ® HY(V) — HY(W) — Hy(M) — -+

I nous suffit maintenant de montrer que I'homomorphisme cobord
HY(W) — HE(M) envoie @ sur une classe de cohomologie non triviale
de H(M). Nous allons en fait démontrer qu'il est injectif, c’est-a-dire que
HY.(U) & HY(V) = 0.

LEMME 3.5. — Si (N, g) est une variété hyperbolique compacte de di-
mension supérieure ou égale a 2 4 bord totalement géodésique alors H%(N) =
0. Par conséquent, le groupe fondamental d’une variété hyperbolique com-
pacte & bord totalement géodésique de dimension n > 2 n’a pas d’invariant
non nul dans (R*1)*.



Démonstration. — Soit f € C*®(N) telle que dV f = Vdf — fg = 0. En
prenant la trace par rapport & g, on obtient Af + nf = 0. Soit B une
composante du bord de N. Notons VP et AP la connexion de Levi-Civita
et le laplacien de la métrique induite sur B par g. Comme B est totalement
géodésique, on a VP = V et par conséquent,

Vdf —fg=0sur N = VBdf - fg=0 sur B
= ABf+(n—-1)f=0sur B
= f =0 sur B (B est compacte).

Ainsi, une fonction f € C*®(N) telle que d¥ f = 0 est solution de I’équation
Af+nf =0 avec condition de Dirichlet au bord. N est compacte : elle est
nulle. O

Soit f € HY(U) et soient U=plU)et f=fop:UcCH — R,
dVf =0 sur U et donc f est la restriction d'une forme linéaire sur R+,
invariante par w1 (U,m). Mais U se rétracte par déformation sur M+ U S
qui est une variété hyperbolique compacte de bord S totalement géodésique.
D’aprés le lemme 3.5, f = 0 et donc f = 0. Ainsi, HY(U) = 0 et, de méme,
HY(V) = 0. L’homomorphisme cobord est injectif et I'image h de % est non
nulle.

Si M\ S est connexe, alors il faut choisir les ouverts U et V' différemment.
S est une hypersurface & deux faces : on peut choisir W difféomorphe &
Sx]—1,1[. Soit W', W+ et W~ les ouverts correspondant respectivement
aSx]—1/2,1/2[, §x]0,1[ et Sx] —1,0[ sous cette identification. On définit
alors U= (M\W)UW' etV =(M\WHUW'. Onaalors UNV =
W' U (M \ W) et la suite de Mayer-Vietoris est dans ce cas

0 — HY(U)® HY(V) — HY(W' @ HY(M\W) — HL(M) — ---

Mais U, V et M \ W ont méme type d’homotopie que SU (M \ S)U S (les
deux copies de S ne sont pas identifiées). D’apres le lemme 3.5, on obtient
encore que 'image h de (,0) € HY,(W') & HY (M \ W) est un élément non
nul de HE (M).

Le fait que M contienne une hypersurface totalement géodésique plongée
4 deux faces implique donc qu’il existe une déformation infinitésimale essen-
tielle de la structure conforme plate de (M, g), appelée déformation infinitési-
male par pliage le long de S. Notons que son support est par construction
inclus dans un voisinage tubulaire de S.

Il est facile de vérifier que si M contient m hypersurfaces disjointes
S1,--+, Sk, totalement géodésiques plongées & deux faces, alors les combi-
naisons linéaires des déformations par pliages le long des S; sont encore des
déformations infinitésimales non-triviales. Nous avons prouvé :



THEOREME 3.6. — Soit (M,g) une variété hyperbolique compacte
de dimension m > 3 contenant m hypersurfaces disjointes totalement
géodésiques plongées a deux faces. Alors il existe un sous-espace de di-
mension m de T'(S?M) constitué de déformations infinitésimales essentielles
de la structure conforme plate de (M,g). En particulier, le sous-espace de
[(S2M) dans la direction duquel h. (g) est strictement positive est de

Liouv
dimension au moins m.

3.2. Le cas de plusieurs hypersurfaces qui s’intersectent

Si M contient plusieurs hypersurfaces totalement géodésiques qui
s’'intersectent, il est toujours possible de produire des déformations infinitési-
males comme dans la section 3.1., et on peut espérer minorer la dimension
de ’espace des déformations infinitésimales par le nombre d’hypersurfaces.
Dans cette section, nous allons considérer une configuration particuliére
d’hypersurfaces dans M, lui adapter les méthodes des sections précédentes
et nous verrons qu’en fait, dans ce cas, il peut exister strictement plus de
déformations infinitésimales que d’hypersurfaces.

La configuration que nous étudions est la suivante : on suppose que
M contient k demi-hypersurfaces (k > 3) totalement géodésiques plongées
a deux faces qui s’intersectent suivant leur bord commun 7T, sous var-
iété (totalement géodésique) connexe de codimension 2. On appelle ces
demi-hypersurfaces Sp,---,Sg_1. L'union de deux demi-hypersurfaces peut
étre totalement géodésique et cette configuration généralise donc le cas ol
plusieurs hypersurfaces totalement géodésiques plongées s’intersectent suiv-
ant une variété de codimension 2. On suppose de plus que le fibré normal
NT de T est trivial.

Nous allons partir, exactement comme dans le cas d’une seule hypersur-
face sans bord, de la seule chose que 1’on sache a priori :

LEMME 3.7. — Soit m € T. Pour tout i appartenant a Z/kZ, il existe
une unique droite de (R**1)* invariante par I’action de m(S;,m).

La démonstration de ce lemme est identique & celle du lemme 3.4, une fois
remarqué que, puisque T est totalement géodésique, le lemme 3.5 implique
que 71(S;,m) est Zariski-dense dans SOp(n — 1,1). Soit S; le releve de S;
dans H" passant par m € pfl(m). Quitte & renuméroter, on peut supposer
les vecteurs v; normaux aux S; ordonnés dans le sens trigonomeétrique (le fibré
normal au relevé de T' dans H" est de dimension 2). Les droites invariantes
sont engendrées par les formes linéaires ¢; = g(v;, .).

Il nous faut généraliser les arguments de la section précédente pour con-
struire des déformations infinitésimales & partir de ces formes linéaires : nous
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allons définir un recouvrement ouvert adapté puis utiliser le double complexe
de Cech-de Rham.

On suppose que Vi € Z/kZ, S; U S;+1 sépare la variété en deux com-
posantes connexes M:'Z 41 €t MZ’_Z 41 (lorientation +, - est possible car S; et
Si+1 ont deux faces), de fagon a ce que M:Hl NS; = 0 pour j # 4,9+ 1.
On a donc M\ U,ez/kz Si = Uiez iz Mi_;'—l—l‘ Choisissons des voisinages

Ui+1 de M:’Z 41 tels que Ujy1 se rétracte par déformation sur Mz—j—z 41 et
Uiiv1 = U; N U;41 se rétracte par déformation sur S;. De méme qu’en

3.1, les formes ; passent au quotient en des éléments p; € H%(Ui,ﬂ—l)-

Ui,2

Appelons U le recouvrement ouvert {U; }iez /kz de M et, Vp € {0,---, k—
1}, posons Uip,ip = Uig N --+ N U;,. Soient .7-"1(3,[ et .7-}/[ les faisceaux re-
spectivement associés aux fonctions C®° et aux 2-tenseurs symétriques sur
M. Notons T'(Usy,.i,, Fis), 4 € {0,1}, les sections de ces faisceaux sur
Uig,ip- Un élément de I‘(Uio,...,ip,f]‘f/[) sera noté ¢;,,...;, avec la conven-
tion ¢...a,..5,.. = —¢..f o, Pour p > 0, soit CP(U, FY) le groupe des
cochaines de Cech correspondant :

CPU,FL) = H T (Uig,yips Fip)-
0<io< <ip<k—1

Soient CP(U,Z%) = {¢ € CP(U,FL)tqd"¢ = 0}, i inclusion

11



CPU,23) — CPU,FY), r les restrictions C®(M) — C°U,FY)
et T(S2M) — C°%U,Fy), et & lopérateur différence CP(U,FE) —
CP (U, FL) donné par

p+1

(5¢)ao,---,ap+1 = Z (_1)i¢ao,---,ai,"',%+1'

1=0

Le double complexe de Cech-de Rham augmenté s’écrit alors :

av av av av

0 — (S2M) 5 0O, L) % ctu, 7Ly 5 2w, Fy) s

A dv A dv A dv A4 dv
0 — ™M) 5 0w, 7o) L o', 7o) L o2, ;) s
AN AN F

Les carrés du diagramme sont commutatifs et les lignes

0 — D($2M) 5 O, 7 % o, Fr) L 2w, FL) s -
0 — C°M) 5 0O, F2) % otu, 7YY - 2w, FY) s -
sont exactes.

En particulier, si 'on note Z$ (M) 'ensemble {h € T'(S?M) tq dVh = 0}
et Z(U, 2%) Tensemble {¢p € C* (U, ZY) tq d¢ = 0}, on a une application
F:Z'U,2Y) = ZG(M). Soit en effet (x;);ez/kz une partition de I'unité
subordonnée au recouvrement ouvert Y. L’opérateur K de C*(U, FY) dans
Co(U, FY) deéfini par

(K¢)a = Z Xi d’i,a
1€ZL /KL
est un opérateur d’homotopie, c’est-a-dire que l'on a K6 + 6K = Id.
L’application F est alors donnée par rF(¢) = —d¥ K¢. F passe au quotient
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en une application du premier espace de cohomologie de Cech H! U ,Z%)
dans le premier espace de cohomologie Hy,(M). En effet, si ¢ € Z'(U, Z%)
est tel que ¢ = 01 avec yp € CO(U, 22, alors on a F(¢) = Dicn k. (dV x:) i,
i.e. F(¢) =0 dans HL(M).

PROPOSITION 3.8. — F : H' (U, ZY) — HL (M) est injective.

Démonstration. — Soit ¢ € Z (U, Z2) tel que F(¢) = 0 dans Hy, (M) :
il existe f € C®(M) telle que —dVK¢ = rdV f, ie. d¥(rf + K¢) = 0.
Autrement dit, Vi € Z/kZ, (rf + K¢); se reléve en une fonction sur U, =
p~1(U;), invariante par m1 (U;, m), et qui de plus est la restriction a U; d'une
forme linéaire sur R**1.

LEMME 3.9. — Vi € Z/kZ, w1(U;,m) n’a pas d’invariant non nul dans
(Rn+1)*
Démonstration du lemme. — U; se rétracte par déformation sur MZ-";I 1

et donc m (U;,m) = 7T1(Mz~t1,1,m). Il y a deux cas :

(a) Si—1 U S; est totalement géodésique (I'angle entre S;_1 et S; est ).

Alors Mitl’l est une variété hyperbolique compacte de dimension n & bord

totalement géodésique. Toujours d’apreés le lemme 3.5, 7T1(M,L-t1’1, m) n’a pas
d’invariant non nul dans (R?*1)*.

(b) Si—1 U S; n’est pas totalement géodésique. Alors un élément o de

(R*+1)* invariant par my (M, ;,m) doit étre invariant par w1 (S;_1,m) et par
7m1(Si,m). Mais, d’aprés le lemme 3.7, m1(Si—1,m) et m(S;, m) admettent
chacun seulement une droite invariante dans (R**1)* et ces deux droites sont
disjointes puisque ’angle entre S;_1 et S; est différent de . O

Le lemme 3.9 est prouvé et implique que rf = —K¢. On a alors ¢ =
0K¢p=—drf =0: F est injective. O

Par conséquent, dim Hy (M) > dim H' (U, Zy) : pour obtenir des dé-
formations infinitésimales de la structure conforme plate de M, il suffit de
trouver des éléments non nuls de H' (U, Z3) = Z'(U, Z2), c’est-a-dire des
fonctions sur les intersections de deux ouverts du recouvrement, qui sont de
dV nul et qui se recollent entre elles. Nous appellerons l'image de F dans
H%(M ) espace des déformations infinitésimales par pliage le long des S;.

D’aprés le lemme 3.7, & multiplication par une constante prés, les seuls
éléments non nuls de HY(U;;+1) sont les @; qui proviennent des formes
linéaires ¢; = q(v;,.). Muni de ces renseignements, nous pouvons montrer la

PROPOSITION 3.10. — dim Z' (U, 2%) =k — 2.
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Démonstration. — Nous cherchons des éléments ¢ = (¢sj)o<icj<k—1 €
CY(U,FY) tels que d¢ = dV¢ = 0. 11 faut calculer le rang du systéme

(0h)apy =0, 0<a<fB<y<k-1

Nous ne raisonnons qu’avec des fonctions f définies sur des ouverts de M
et telles que dv f = 0 : leurs tirées-en-arriére sont des restrictions de formes
linéaires et en posant V = (R**1)* nous pouvons considérer les opérateurs
différence 67 : CP(U, Z23) — CPTH(U, Z2) comme des applications linéaires
5. VO 5 v On dira que le rang de 6P est r si Im ¢ ~ V. Le rang
du systéme qui nous intéresse est le rang de § = 6.

(0PP)o,00,ap = Pag,ap + > Bo,a0,-@i,a, €t Par conséquent, les

équations (6¢)o,aq,-a, = 0 pour 1 < ap < -+ < o < k — 1 sont indépen-
dantes. Nous obtenons

rg P > card {(ag, ,qp) e Ntl tql<oy<--<ap,<k—-1} = C’,’c’fi.

Ainsi, rg 6t > C,f_l. Mais 626! = 0 et donc rgé' < dimker 2. Or on vient
de voir que rgé? > C};’,l- Comme dimker 62 + rgd? = C’}:’, dimker 62 <
C,:;’ — 01371 = 01%71 et rg61 = 01?71 = (C,% — k) + 1.

Résoudre d¢ = 0 revient donc a résoudre le systéme
(6¢)0ag:0, 1<a<f<k-1.

Les (C,% — k) premieres équations permettent d’exprimer les ¢;;, j # ¢ + 1,
en fonction des ¢; ;1. Reste la derniere équation :

0= (0¢)ok—2k-1=Pok—2+ Pt—2k—1+ Pr—1,0-

Remarquons que Vi > 1, (6¢)osit1 = 0 = doit1 = o + diir1- La
derniére équation peut donc s’écrire ) .., [k, ¢iir1 = 0. II faut imposer
$ii+1 = \ip; pour que ¢ appartienne & Z1(U, Z%). Notre équation devient

> N =0, (3.1)

i€Z [k

et H'(U, ZY) s'identifie a I'espace des A = (Xg,---,A\g—1) € R¥ solutions
de 3.1. Si on note T le relevé de T passant par 7, les v; appartiennent 3
N;;, T, 'espace normal a T en 7, qui est de dimension 2 dans T;;H*. Soit
alors (e1,e2) une base de NzT. En posant aj = q(ej,.), 5 = 1,2, on a
@i € Vect (a1, ), Vi € Z/kZ. Comme les v; ne sont pas tous colinéaires, le
sous-espace de (R"™!)* engendré par les ¢; est de dimension 2 et H'(U, Z2)
est de dimension k — 2. O
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THEOREME 3.11. — Supposons que M contienne k demi-hypersurfaces
totalement géodésiques satisfaisant aux hypothéses faites dans cette section.
Alors Pespace des déformations infinitésimales essentielles de la structure
conforme plate de (M, g) et par conséquent le sous-espace de T'(S2M) dans
la direction duquel h;  (g) est strictement positive sont de dimension au
moins k — 2.

Remarque. — Nous ne nous sommes intéressés qu’aux déformations in-
finitésimales de la structure conforme plate de (M, g). Une importante ques-
tion est de savoir si ces déformations infinitésimales sont effectivement tan-
gentes & des chemins de métriques localement conformément plates. Pour
les déformations associées & des hypersurfaces disjointes, on sait que c’est le
cas (cf. par exemple [7], [11]). L’étude de I'intégrabilité des déformations in-
finitésimales par pliages le long d’hypersurfaces qui s’intersectent sera ’objet
d’un prochain article.

Enfin, il faut remarquer (voir [9], [15]) qu'il peut exister des déformations
infinitésimales de structures conformes plates en 1’absence d’hypersurface
totalement géodésique dans M.

4. Quelques exemples

Les premiers exemples de variétés hyperboliques compactes de dimen-
sion quelconque n > 3 contenant des hypersurfaces totalement géodésiques
plongées a deux faces ont été obtenus par J. Millson [13]. Ce sont des quo-
tients de ’espace hyperbolique H" par des sous-groupes arithmétiques de
SOqy(n,1). En suivant [13], nous décrivons briévement leur construction.

Soit p € N* un entier sans facteur carré, Q la forme quadratique sur R*+!
donnée par Q(z1,- -+, Tny1) = 2% + -+ + 22 — \/Pri, et <,> le produit
scalaire associé & Q. Si A est un anneau, on note G4 le groupe des matrices &
coefficients dans A qui sont des isométries de ). Soit @ 'anneau des entiers
du corps Q(,/p) : d’aprés [3], Go est un sous-groupe discret cocompact de
Gg- On identifie Gk & O(n,1). Soit I'p l'intersection de G avec SOy(n,1).
I'o est un sous-groupe du groupe des isométries de 1’espace hyperbolique
H* = {(z1,,Tnt1) € R tq Q(z1, -+, Tnt1) = —/P €t Tpp1 > 0}.

Soit e le premier vecteur de base de R**! et s la symétrie par rap-
port & (Re;)L. s est un élément de T'p. Appelons S hypersurface totale-
ment géodésique {z € H" tq s(z) = z} de H*. T'p a de la torsion et donc
H" /T'» est seulement un orbifold. De méme, S /T'o n’est pas en général lisse.
Cependant, il existe un sous-groupe I' de I'p, distingué, d’indice fini, sans
torsion (et donc agissant librement sur H"), qui respecte l’orientation de S.
M = H" /T est alors une variété hyperbolique compacte et S = S /T est une
hypersurface orientable de M. Il reste & montrer que S ne s’auto-intersecte
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pas, c’est-a-dire qu’il faut voir que si 7y est un élément de I' n’appartenant
pas au stabilisateur S‘cabp(,S~Y ) de S, alors ySNS = (. Supposons qu’il existe
z,y € Sety el tels que vz = y. Alors sysz = syz = sy = y = 7.
Mais T est distingué dans Tp et s € Tp : sys € I'. Donc v 'sys € T et
v 'sysz = z. T agit librement et donc 7 et s commutent : v € Stabr(g).

La variété M ainsi construite contient donc une hypersurface S totale-
ment géodésique plongée a deux faces. De plus (voir [13]), quel que soit m,
il existe un revétement fini de M qui contient m hypersurfaces totalement
géodésiques plongées & deux faces disjointes.

Pour finir, voici quelques exemples de variétés hyperboliques compactes
de dimension 3 auxquelles s’appliquent les résultats de 3.2. Notre exposé
suit [10].

Soit N une variété compacte orientable de dimension 3, Haken, atoroi-
dale, acylindrique et dont le bord S est une surface connexe incompressible
de genre au moins 2. Les nombreuses hypothéses sur N sont en fait souvent
satisfaites. En effet, si N’ est une variété compacte orientable de dimension
3 et de bord S, alors, par chirurgie de Dehn sur un nceud de N’ (cf. [14]),
on peut éliminer de N’ les anneaux et les disques essentiels, les tores incom-
pressibles et les sphéres qui ne bordent pas de boules. On obtient une variété
N du type voulu.

D’aprés le théoréme d’hyperbolisation de Thurston, N admet une
métrique hyperbolique pour laquelle S est totalement géodésique. Soit N
le double de N. La métrique hyperbolique de N s’étend par symétrie a N
qui est donc hyperbolique, compacte, orientable, et qui contient une hyper-
surface S totalement géodésique plongée & deux faces. Soit maintenant -y
une géodésique fermée simple de S qui sépare S en deux composantes con-
nexes St et $~. Découpons N le long de S*. Il est alors possible de recoller
cycliquement k copies de la variété ainsi découpée pour obtenir une variété
M qui est un revétement de N ramifié au dessus de . Le tiré-en-arriére
de la métrique hyperbolique sur N est une métrique CAT(-1) singuliére.
Alors, toujours d’aprés le théoréme d’hyperbolisation de Thurston, M peut
étre munie d'une métrique hyperbolique pour laquelle les copies de ST et
S~ sont des demi-hypersurfaces totalement géodésiques. Ces copies sont
plongées, orientables et s’intersectent suivant leur bord commun . La réu-
nion de ces 2k demi-hypersurfaces sépare M en 2k composantes connexes et
par conséquent on peut appliquer le théoréme 3.11 : I’espace des déforma-
tions infinitésimales de la structure conforme plate de M est de dimension
au moins 2k — 2.
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