RELATIONS D’EQUIVALENCE
SUR LES ENSEMBLES DE MOTS

par Roland BACHER

REsuME. — Le but de cet article est d’étudier une classe de relations d’équivalence
sur les monoides libres. Ces relations d’équivalence proviennent de I'informatique théorique
(systemes de réécritures) et sont donc également étroitement liées a certaines suites auto-
matiques. Une famille d’exemples particulierement intéressante est associée a certaines tri-
angulations du plan ainsi qu’a certaines présentations de SLy (Z/gZ).

1. Définitions

Notons A* le monoide libre sur un ensemble A (appelé alphabet). Les éléments
de A* sont donc les mots (associatifs) qu’on peut écrire en n’utilisant que des lettres dans
I'alphabet .A. On notera A* (respectivement A=) le sous-ensemble des mots de longueur
k (respectivement de longueur au plus k) dans .A* et on désignera par |w| € N lalongueur
d’'un mot w.

Soit M un ensemble. Un graphe de M x M est un sous-ensemble G C M x M.
Son graphe réciproque G~ ! est défini par (x,y) € G ! < (y,x) € G.

Une relation d'équivalence sur M est un graphe E C M x M qui est réflexif
((w, w) € E pour tout w € M), symétrique ((v,v) € E = (v,u) € E) et transitif
(u,v),(v,w) € E = (u,w) € E). Une relation d’équivalence partitionne M en une

réunion disjointe M = |J C de classes ou classes d’équivalence et permet de définir la
cec
fonction w — M, qui associeaw € C = M,, C M saclasse C= M, € C.

1.1. ProposiTION. — L'ensembleC des classes d’équivalence d’une relation d’équi-
valence E sur{0,1,...,q — 1}* est fini si, et seulement si, il existe un entier L tel que tout

mot de longueur supérieure a L soit équivalent & un mot strictement plus court.

Preuve. — Trivial.

Mots-clés: Relation d’équivalence isotrope, relation d’équivalence locale, cone de Farey, SLy, suite automa-
tique.
Classification math. : 11B85, 68Q42, 69Q68, 68R15.



La relation d’équivalence E(G) engendrée par un ensemble G C P(M x M) de
graphes de M x M est par définition le plus petit sous-ensemble réflexif, symétrique et

transitif E(G) C M x Mavec |J G C E(G). On écrirasouvent u ~¢g v (ou u ~ v quand
Geg
G est évident) pour (u, v) € E(G).

On écrira E(G) sil’ensemble G est le singleton { G} avec G C M x M.

Une bijection w d’'un monoide libre A* est isotrope a droite si elle est de la forme
w(xy) = w(x)y avec |w(x)| = |x| pour tout x,y € A*. Notons BD le groupe formé des
bijections isotropes a droite.

On définit également le sous-groupe BD? C BD formé des éléments w € BD
pour lesquels il existe k € N tel que w(xy) = w(x)y pour tout x € A¥, y € A*. On notera
|| I'entier minimal (appelé norme de w) pour lequel cette condition est satisfaite. On voit
aisément qu'on a |w™!| = |w| et |w o w'| < max{|w|, |w'|} pour w, w' € BD.

On introduit de méme le groupe BG des isotropies a gauche, son sous-groupe BG”
ainsi que la fonction norme & — || sur BG b, Lapplication
W TowoT
pour T(ayap - -+ ax) = axag—1 - - a,a; avec ay, az, . .., ax € A, induit un isomorphisme
entre les groupes BD et BG ainsi qu'entre leurs sous-groupes BD? et BG.

Un graphe G C A* x A* est isotrope s'il existe u,v € A*, a« € BGetw € BD
tels que
G = {(xuy, a(x)vw(y)) | x,y € A*}.
Son graphe réciproque G~! est alors donné par
G = {(xvy, 0 (x)uw(y)) | x,y € A*}.
Un tel graphe est local si « € BG” etw € BDY.

1.2. DErINITION. — Une relation d’équivalence sur A* est isotrope (respective-
ment locale) si elle est engendrée par un ensemble (ou une réunion) de graphes isotropes
(respectivement locaux) de A* x A*.

Les relations d’équivalence locales qui n'admettent qu'un nombre fini de classes
constituent le principal objet d’étude de ce papier. De telles relations d’équivalence sont
étroitement liées a certains systemes de réécriture (voir [E] ou [Ho]). Une grande partie
du contenu des sections 1 et 2 est donc probablement bien connue en informatique théo-
rique.

1.3. ExemPLE. — Considérons sur le monoide {0,1}* un graphe local G C
{0,1}* x {0,1}* dela forme

G = {(x0y alx)ao(y)) | 1y € {0,1}")
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tel qu'il existe deux entiers a, b, a + b > min(|e|, |w|) vérifiant «(1%) = 0u, w(1?) = v0
ot1 1¥ désigne le mot bégue constant 11 - - - 11 de longueur k. On a donc u € {0,1}%7! et
ve{o1}P-L

Déterminons pour la relation d’équivalence locale E(G)les mots de {0, 1}* qui sont
de longueur minimale dans leur classe.

Tout mot w € {0, 1}* contenant la lettre 0 est équivalent & un mot plus court.
Sous I'hypothese |«| < a + b ('argument pour |w| < a + b est analogue) on a pour
x,y € {0,1}*:
x191%y ~ x'0u0v0y’ ~ x'0a(u0v)w(y') ~ a(x")w(x(uov)w(y'))
avec x' € {0,1}*,y" € {0,1}""! convenables. Tout mot contenant le facteur (sous-mot

formé de lettres consécutives) begue constant 1¥ de longueur k > a + b est donc équi-
valent & un mot plus court dans {0, 1}*.

Les seuls mots qui ne possédent pas forcément un représentant plus court dans leur
classe appartiennent donc a I'ensemble {(, 1,11,..., 19?1} et {0,1}* contient donc au
plus a + b classes d’équivalence.

La section 3 contient une description élémentaire de I'exemple associé a || = a =

|w| = b = 1. Ses sous-sections 3a et 3b en décrivent un peu plus finement quelques
propriétés.
1.4. ExeMPLE. — Soit S un semi-groupe de présentation finie (G, R) avec en-

semble générateur F et ensemble de relations R. Lensemble des éléments de S est alors
I'ensemble des classes d’équivalence d’une relation locale sur F* qui est engendrée par les
graphes locaux

{(xrly,xrzy) | x,y € F*}

pour r; = r, relation dans R.

En particulier, tout sous-ensemble générateur F d’'un groupe fini G fournit une re-
lation d’équivalence locale avec un nombre fini de classes d’équivalence sur F*.

1.5. PLAN DU PAPIER. — La section 2 énonce quelques résultats généraux.

La section 3 et ses sous-sections 3a et 3b contiennent une étude plus approfon-
die d'un exemple de relation d’équivalence locale sur {0, 1}* (voir Exemple 1.3 ci-dessus).
Elles ne dépendent aucunement des autres sections et elles peuvent étre lues isolément.

La section 4 décrit une construction géométrique d'une relation d’équivalence lo-
cale sur {0, ..., g—1}*. Cette construction généralise 'exemple étudié dans la section 3
(qui est le cas g = 2 de cette construction).



La section 5 montre que la théorie des relations d’équivalence locales sur
{0,...,g—1}* est contenue dans la théorie des g-automates.

La section 6 introduit les relations d’équivalence locales pour les mots cycliques.

2. Résultats généraux

2.1. DEFINITION. — Soit A un alphabet. Un graphe G C A* x A* est finitaire si G
est réunion finie de graphes isotropes et G vérifie les deux conditions suivantes :

@ (x,y) € G=|x| >y,

(ii) 1l existe un entier L tel que pour tout mot w de longueur supérieure a L on peut
trouver un mot r,, strictement plus court avec (w, r,) € G.

Lintérét des graphes finitaires provient principalement de “I'algorithme” suivant
(que j’appelle pseudo-algorithme car il n'est pas bien déterminé ; une variante détermi-

niste est facile a concevoir mais aura moins d’intérét théorique) :

2.2. PSEUDO-ALGORITHME (associé a un graphe finitaire G C A*x A*). — Donnée
initiale: w € A*.
(i Si
{wyx A NG=9,

afficher w et terminer.

(i) Choisir r,, € A* avec |r,| < |w| et (w, ) € G, remplacer w par r,, (une telle
substitution est une réduction élémentaire associée a CN?) et revenir a (i).

Ce processus termine apres un nombre fini d’itérations car la longueur du mot w

diminue strictement a chaque itération.

Notons Rg( w) C A* I'ensemble des résultats (appelés réduites de w) qu'on peut
obtenir a partir de la donnée initiale w € .A*. On a évidemment (w, r) € E(G) pour toute
réduite r € Rx(w) de w.

La condition (7i) de la définition 2.1 montre que 'ensemble 7?,5 = U Rg( w) de

weA*
toutes les réduites est un sous-ensemble de A=L.

2.3. PROPOSITION. — Une relation d’équivalence isotrope E sur A* = {0,...,q —
1}* est engendrée par un graphe finitaire G C A* x A* si, et seulement si, E ne posséde
qu’un nombre fini de classes d’équivalence.



2.4. Lemme. — Soit G = {((xuy), a(x)vw(y)) | x,y € A*} un graphe iso-
trope de A* x A*. Pour X,y € A* définissons oz € BG,w; € BD par az(x)a(X) =
x(x£), w(F)wy(y) = w(¥y).

(i) Lensemble G' = {(x(xuy)y, oz(x)(x(%)vew (7)) wy(y)) | x.y € A*} estun
sous-graphe isotrope de G.

(ii) SiG estlocal, alors |« 5| < max(0, |&| — |%]) et|w;| < max(0, |w| — |7]).

Preuve. — On a par définition de oz et de wy :

az(x)a(®)vw(P)wy(y) = x(x£)vw(yy)
ce qui montre que

G = {(xxuyy, a(x2) v (y)) | x,y € A*} CG.

Lassertion (ii) est évidente. |

2.5.LEMME. — Soit E une relation d’équivalence isotrope sur A*. Alors (u, v) € E
si, et seulement si, il existe «,,, € BG, w,,, € BD tels que

Guy = {(qu”O‘u,v(x)un,v(J’)) |x.y€ A*} CE.

Preuve. — Cecirésulte du fait que G C E <= G~! C E et dulemme précédent.

Preuve de la proposition 2.3. — Si G estun graphe finitaire, toute classe d’équiva-
lence C de E (5) posséde un représentant dans I'ensemble fini AS" avec L € N comme
dans la définition 2.1.

Considérons maintenant une relation d’équivalence isotrope E qui n'admet qu'un
nombre fini de classes sur A* = {0,...,q — 1}*. Soit L un entier tel que toute classe
posséde un représentant de longueur au plus L. Tout mot w € AX*! est alors équivalent
a un mot r,, de longueur < L. Le lemme 2.4 montre donc qu'’il existe un graphe isotrope
Guw,r, qui est dela forme

Gur, = {(xwy,cxw(x)rwa)w(y)) | x,y € .A*} CE.

Le graphe G = |J Gy, est alors finitaire et on a l'inclusion E(G) C E.
weAL+l

Comme E(G) ne posséde qu'un nombre fini de classes d’équivalence, on peut (en utili-
sant le lemme 2.5) obtenir I'égalité apreés adjonction d’'un nombre fini de sous-graphes
isotropes de E. [ |

Soit E(G) une relation d’équivalence sur A* = {0,...,q — 1}* qui est engendrée
par un graphe finitaire G C A* x A*.



Considérons pour n € N la relation d’équivalence E| ( G, n) engendrée par
{(x,y) € AS" x AS"| (x,y) € G}

sur AS",

La relation E(G, n) sur A=" est alors plus fine que la restriction de la relation E(G)
aAS" (ie.ona(x,y) € E(G,n) = (x,y) € E(G)).

2.6. THEOREME. — Soit A* un monoide libre sur un alphabet fini A. Soit G C
A* x A* un graphe finitaire.

Alors il existe un entier N tel que la relation d’équivalence E| ( G, n) sur AS" coincide
avec la restriction de la relation d’équivalence E(G) a A" pour tout entiern > N.

Preuve. — Une inspection du pseudo-algorithme 2.2 montre que tout mot w de
longueur supérieure a L admet une réduite r,, € A= telle que (w,r,) € E(G,|w|) C
E(G).

11 suffit donc de montrer que les restrictions de E(G) et E(G, n) coincident sur I'en-

semble fini des réduites Rz = |J Rz(w).
weA*

Deux réduites (r,1') € E(G) N Ry X Rx peuvent étre jointes par une chaine finie
wp = r,wy,...,we = r' de mots telle que (w;_1, w;) € GUG! pouri = 1,...,%.
1l existe donc Ny~ € N tel que |w;| < N, pour i = 0,...,£ et on a donc également
(r,r') € E(G,Ny»v).

Les deux relations d’équivalence coincident donc sur A<" si

n>N= max _{N,~}.
rr' €R,(r,r')EE(G)

~ N
2.7. PROPOSITION. — Soit G = |J G;j C A* x A* un graphe finitaire avec G; =
=1

{(xujy, oj(x)vjw;(y))} C A* x A* des graphes locaux pour j = 1,...,s. Soit L = L(G)
comme dans la définition 2.1.

Alors la valeur
N = 2max{|u;|} + 3L + max{| o[ + |w;|} + max{|a;[} + max{|w;[} + 1
J i J j

convient pour le théoréme 2.6.

Preuve. — Soit w; ~ w, ~ ws un bout de chaine comme dans la preuve du théo-
réme 2.6 et supposons |w,| > N. On peut alors trouver une chaine wy; ~ w| ~ wj ~
wh ~ w; telle que |w}| < |w;| pouri =1,2,3.
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En effet, supposons d’abord w, de la forme
wy = xayurbyyarups by z

ot wy = xa(a)nw(b)yaubyz et ws = xajubyyo(az)raw(bs)z. Les hypotheéses
montrent alors qu’on a, ou bien |xa;| > L + max(|w;|), ou bien |byz| > L + max(|«;|), ou
bien |byyay| > L + max(|a;| + |w;]). Un de ces bouts (au moins) peut donc étre raccourci
avant de passer par w, (et re-allongé ensuite).

Le cas ou les deux réductions liant w» a w; et ws “se chevauchent” laisse encore
plus de place pour ce raccourcissement.

Une itération de ce procédé montre donc que deux mots équivalents w et w' de
longueur < N peuvent étre joints par une chaine d’éléments de longueur au plus N. [ |

2.8. REMARQUE. — Un analogue de la proposition 2.7 pour les graphes finitaires
isotropes (mais non locaux) n’existe pas. Ceci implique que les relations d’équivalence as-
sociées ne peuvent pas étre étudiées algorithmiquement.

Soit E C A* x A* le graphe d’une relation d’équivalence locale. Considérons le
graphe E, C A* x A* défini par

(u,v) € E, <= (xuy, xvy) € E pourtout x,y € A*.

2.9. PROPOSITION.

(i) E, estune relation d’équivalence locale (appelée la relation d’équivalence locale
propre associée a E) qui est plus fine que E (i.e. (a, b) € E, = (a,b) € E).

(ii) Le nombre de classes d’équivalence d’une relation d’équivalence E sur A* =
{0,..., q — 1}* est fini si, et seulement si, le nombre de classes de E,, est fini.

(iii) L'ensemble C, des classes d’équivalence d’une relation d’équivalence locale
propre E, est un monoide (i.e. un ensemble muni d’une loi de composition associative
ainsi que d’un élément neutre e a gauche et a droite pour cette loi de composition) pour
la loi de composition donnée par la concaténation de représentants. L'élément neutre est
représenté par la classe d’équivalence du mot vide {).

Preuve. — Lassertion (i) est évidente.

Pour montrer I'assertion (ii), il suffit de remarquer que (u, v) € E = (xuy, xvy) €
E, pour tout x, y € A* avec |x| > max; ||, [y| > max; |w;| ol1 la relation d’équivalence
locale E est engendrée par un ensemble fini de graphes locaux

{(x, wiy, ai(x)viw;(y)) | x,y € A*}.
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Lassertion (iii) est évidente. [ |

Remarquons que le semi-groupe C, introduit par l'assertion (iii) ci-dessus est fini
si, et seulement si, E ou E, ne posséde qu'un nombre fini de classes d’équivalence. Dans
ce cas, pour que C,, soit un groupe, il faut et il suffit que les représentants des classes de
0,1,...,q — 1soient d’ordre fini dans le semi-groupe C),.

Remarquons encore que I'assertion (iii) de la proposition 2.9 permet également la
construction d’'un anneau K|[Cp] pour tout anneau commutatif K. La construction est la
méme que pour l'algebre de groupe d'un groupe.

3. Larelation locale ---ab--- ~ --- (a+1)0(b+1)--- sur {0,1}*

Soit {0, 1} I'alphabet dont les lettres 0 et 1 forment le corps a deux éléments. On
considere sur 'ensemble {0,1}* des mots en 0 et 1 la relation d’équivalence engendrée
par

X1 Xk ~ 0(x+1)x0x3 - X ~ xp - (i +1)0(xpp1 +1) Xk ~ x1%2 -+- xk_1 (X +1)0
pouri=1,...,k—1loux,...,xx € {0,1} etk € N.
Par la suite on utilisera la notation condensée
eab---~ ---(a+1)0(b+1)---

oua b€ {0,1,0}etx —> (x+1)estdéfinipar(0+1) =1, (1+1) =0, (A+1) =0.La
notation - - - az pour a € {0, 1,0} désigne un mot w € {0,1}* de la forme w = xaz (avec
x € {0,1}*)sia # 0 etw = zsia = (). Les conventions sont analogues pour zb - - -

3.1. THEOREME. — Cette relation d’équivalence partitionne les éléments de {0, 1}*
en deux classes non-équivalentes représentées par le mot vide () et par le mot 1.

Pour la preuve de ce théoréme il est utile de considérer le pseudo-algorithme sui-
vant (“pseudo” car nécessitant des choix).

3.2. PSEUDO-ALGORITHME. — Donnée initiale : w € {0, 1}*.
(i) Siw = () ouw = 1 afficher w et terminer.

(ii) Choisir une des substitutions (appelées réductions) possibles parmi

R; : xa0by — x(a+1)(b+ 1)y x,y € {0,1}*, a,b € {0,1,0}
R, : x1ly — xy x,y € {0,1}*

(comme plus haut : a = () entraine x = () ; idem pour b), I'effectuer sur w et revenir a (i).
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Ce pseudo-algorithme effectue au plus |w| itérations (ot |w| € N désigne la lon-
gueur du mot w) car les deux réductions R; et R, remplacent w par un mot strictement
plus court.

Montrons que le résultat final appartient a {@, 1}. En effet, si w = 0 on peut lui
appliquer la réduction R; avec x = y = a = b = () pour obtenir {). Si la longueur de w est
au moins 2, alors w contient, ou bien une lettre 0 et peut étre raccourci par une réduction
du type R;, ou bien w est de la forme w = x11y et admet donc une réduction du type
R,. Dans les deux cas on obtient un mot strictement plus court et seuls les mots () et 1 ne
peuvent plus étre réduits.

On dira que le pseudo-algorithme 3.2 est défini pour w € {0, 1}* si le résultat fi-
nal (€ {0,1}) est indépendant des choix effectués lors des itérations de (ii). Le pseudo-
algorithme 3.2 est défini s'il I'est pour tout mot w € {0, 1}*.

Preuve du théoréme 3.1. — On a clairement w ~ r,, pour w, r, € {0, 1}* reliés
par une réduction R;.

Le calcul
---allb---N---aOOOb---N---(a+1)10b---~---(a+1)0(b+1)---~---ab---

montre qu'on a également w ~ r,, pour r, obtenu en appliquant une réduction du type
Rz aw.

Le pseudo-algorithme construit donc un mot 7 € {{}, 1} avec 7 ~ w. Il existe donc
au plus deux classes d’équivalence distinctes.

Pour prouver que () # 1, il suffit de montrer que le pseudo-algorithme 3.2 est défini.

En effet, si ) ~ 1, il existe une suite finie de mots
wo =0, w =0,ws, ws,...,we—1 =00, we =1
de {0, 1}* telle que
{wi—y, wi}={--ab...,...(a+1)0(b+1)---},

c'est-a-dire deux mots consécutifs w;_;, w; sont reliés par une réduction du type R;.
Comme le pseudo-algorithme est clairement défini et differe sur wy = () et sur wp = 1,1l
ne peut pas étre défini pour tout mot w; de la chaine.

Soit w € {0,1}* un mot de longueur minimale pour lequel le pseudo-algorithme
n'est pas défini. Le mot w admet donc deux premiéres réductions p et p’ (du type R; ou
Ry) qui se prolongent chacune en une suite de réductions (des types R; et R») aboutissant
respectivement a ) et a 1.
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Comme w est de longueur minimale pour cette propriété, on doit avoir p # p’ car
autrement on peut remplacer w par le mot p(w) qui est plus court.

Appelons support d'une réduction de type R; ou R; les 3 ou 2 lettres concernées par
la réduction.

Les supports de p et p’ s'intersectent: en effet, si les supports de p et p’ ne s'in-
tersectent pas, on peut considérer le mot p(p'(w)) = p'(p(w)). Par minimalité de
w, le pseudo-algorithme est bien défini et fournit donc le méme résultat pour les mots
p(p'(w)), p(w) et p'(w) qui sont strictement plus courts que w.

Si p et p’ sont deux réductions du type Ry, il n'y a rien a vérifier car, ou bien elles
possédent des supports distincts, ou bien elles sont associées a un sous-mot de la forme
111 eton a alors p(w) = p'(w).

Si p est de type R, et p’ de type R;, on peut supposer (quitte a remplacer w =
X1 ... X par son miroir T(w) = XgXk_1 - - - X2x1) qUonaw=---110a- - - avec a€{0, 1,0 }.
On a alors d’'une part
---110a---— ---0a---

et d’autre part
...11()_a...,_>...10(a+1)...,_>...0a...

ce qui montre I'égalité dans ce cas (les lettres soulignées indiquent les supports des réduc-
tions effectuées).

Si les deux réductions sont du type Rj, on peut supposer qu’elles sont centrées en
deux coefficients 0 adjacents (car autrement p(p’(w)) = p'(p(w) et on conclut comme
plus haut).

Onadoncw = ---a00xolu a € {0,0,1} et x € {0, 1}*. Quitte a prendre le miroir,
on peut également supposer x # () car le pseudo-algorithme 3.2 est défini pour le mot 00.

Pour w = - - - a000b - - - avec b € {0,1, 0} on obtient
---a_OOOb---H---(a—}-l)M---I—)---(a—i—l)O(b—}-l)---l—)---ab---

d’une part et
..a@b...Haub...Hab...

d’autre part.
Pour w = ---a001b---ona
...a_(x)lb...,_)...(a+1)ub...,_>...(a+1)b...

et
...a&b...H...

Q

—
‘

ISy
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ce qui termine la preuve. [ |
On verra également une preuve “géométrique” du théoreme 3.1 dans la section 4.

Pour w € {0,1}*, notons {0,1}% C {0,1}* I'ensemble des mots équivalents a w
et {0,1}% = {0,1}%, N {0, 1}¥ 'ensemble des mots de longueur k dans {0, 1}%,.

Les deux tables suivantes contiennent tous les mots dans {0, 1} et {0, 1}¥ pour

k <5.
3.3. TABLE DES MOTS DE LONGUEUR < 5 DANS {0, 1}¢.
(0.1} = (0}
{01}y = {0}

{0,1}5 = {o1, 10, 11}

{0,1}3 = {000, 001, 011, 100, 110}

{0, 1}3 = {0000, 0010, 0100, 0101, 0111, 1001, 1010, 1011, 1101, 1110, 1111}

{0,1}3 = {00001, 00010, 00011, 00101, 00110, 00111, 01000, 01010, 01100, 01101,
01111, 10000, 10001, 10011, 10100, 10110, 11000, 11001, 11011, 11100, 11110}

3.4. TABLE DES MOTS DE LONGUEUR < 5 DANS {0, 1};.

{0,111 ={1}

{0,1}{ = {00}

{0,1}3 = {o10, 101, 111}

{0,1}} = {0001, 0011, 0110, 1000, 1100}

{0,1}3 = {00000, 00100, 01001, 01011, 01110, 10010, 10101, 10111, 11010, 11101,
11111}

3.5. REMARQUE. — On peut également considérer la relation d’équivalence ~
(voir aussi la proposition 2.9) sur {0, 1}* engendrée par

..11...Np...@...
et
..aob...Np...(a+1)(b+1)...
pour a, b € {0,1} (mais a = ) ou b = () exclu).

Le lecteur pourra aisément vérifier que les classes d’équivalence de ~, sur {0, 1}*
forment le groupe SL,(Z/2Z) (qui est isomorphe au groupe dihédral a 6 éléments ou encore
au groupe symétrique Sym, des permutations de 3 objets) en prenant la concaténation de
représentants de classes comme loi de groupe.
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Un tel isomorphisme est par exemple donné par

1 0 1 1 0 1
oo (00 e (1) e (00
0 1 1 1 1 0
0o (U w01 we (19,

La relation d’équivalence ~, est évidemment plus fine que la relation d’équiva-
lence ~ introduite précédemment. Plus précisément, la classe de () pour ~ est la réunion
des classes (), 0, 01 et 10 pour ~ . Les deux classes restantes (1 et 00) de ~, forment la
classe de 1 pour ~.

Dans la suite, la sous-section 3a est consacrée a 'étude de quelques propriétés
arithmétiques des ensembles {0, 1}; et {0,1}] (pour la relation d’équivalence ~ consi-
dérée avant la remarque 3.5).

Dans la sous-section 3b, on établira un lien avec les mots cycliques.

3a. Arithmétique.

Dans cette sous-section ainsi que dans la sous-section 3b, la relation d’équiva-
lence ~ considérée sera toujours la relation d’équivalence sur {0, 1}* engendrée par

--aOb---~---(a+1)(b+l)---
aveca, b € {0,1,0}et(0+1)=1, (1+1)=0et(d+1) = 0.

3a.1. PROPOSITION.
() Siw~ w ~1 alors ww' ~ 0 etwow' ~ wlw' ~ 1.

Gi) Siw~1etw ~0 alors wow' ~ wiw' ~ wow ~ w'lw ~ §.

Preuve. — Siles mots w, w' € {0,1}} sont de longueur > 1 on peut les réduire en
évitant des réductions dutype Ry : ---a0b---+— ---(a+1)(b+1)--- centrées en une
lettre 0 & la fin du mot w ou au début du mot w'. Ces réductions sont compatibles avec la
concaténation des mots. On peut donc supposer w = w' = 1 et la preuve de (i) résulte
d’une inspection des tables 3.3 et 3.4.

Pour montrer que wew' ~ ) (avec e € {0,1}) dans le cas (ii) on procéde de ma-
niére analogue. On peut donc supposer w = 1. Le mot w' appartient aprés réduction a
I'ensemble {f), 0,01} et une inspection de la table 3.3 permet de conclure. La preuve pour
w'ew ~ { est analogue. [ ]

On peut également démontrer la proposition 3a.1 (ainsi que beaucoup d’autres ré-
sultats dans la suite) en utilisant la relation ~, (qui est plus fine que ~) introduite dans la
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remarque 3.5. On est alors ramené a vérifier un certain nombre d’identités dans le groupe
SLy(Z/2Z).

3a.2. CoroLLAIRE (Factorisation des mots dans {0,1}}). — Unmotw € {0,1}*
est équivalent a 1 si, et seulement si, il est de la forme

w = fi€1f2€2- - fr_1€x—1fk

oue,... €1 € {0,1} et fi,..., fr € {1, 00, 010, 0110, 01110, ..., 011---110, ...} et
cette factorisation est unique.

Preuve. — Un calcul simple donne I'inclusion
{1,00,010,0110,01110,011110,0111110,...} C {0,1}]

et une récurrence utilisant I'assertion (i) de la proposition 3a.1 montre que tout mot w de
la forme

w= fier--- fr—1€—1fk
avece; € {0,1} et f; € {1,00,010,0110, ...}, appartient a {0, 1}}.

D’autre part, il est facile de vérifier que les mots {1,00,010,0110,...} C {0,1}}
sont les seuls mots de la forme w = x1x; - - - X tels que x1xp - - - x; € {0, 1}6 pour tout
J < k.Cette remarque et la proposition 3a.1 impliquent alors |'existence d'une factorisation
w = fi€r - fi1€x—1fx pour w € {0,1}}. Nous laissons la preuve de son unicité au

lecteur. [ |

Pour w, x € {0,1}* notons {0, 1}* x 'ensemble des mots obtenus en concaténant
un mot dans {0, 1} avec x. Pour K un anneau et E un ensemble, notons K[E] le K-module
libre sur E.

3a.3. COROLLAIRE. — Soit K un anneau.

(i) Les K-modules K[{0,1}70], K[{0,1}71] et K[{0,1};0 U {0, 1}}1] sont des an-
neaux (le produit est la concaténation des mots).

(ii) Le K -module K[{0, 1};] est un module a gauche pour ces structures d’anneaux.
Preuve. — Ceci résulte immédiatement de la proposition 3a.1.

3a.4. REMARQUE. — Les structures d’anneaux définies par le corollaire 3a.3 peu-
vent étre prolongées en des structures d’algébres de Hopf apres adjonction d’'une unité
(qu'on peut représenter par ().
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En effet, un mot w € {0, 1}}1 s’écrit de maniére unique sous la forme
w=mlhyl---hl

avec h; = f;,0f;,0- - - fi,—10f;, ot fi; € {1,00,010,0110,....}. On obtient alors un copro-
duit sur K[{0,1}1 U {0}] en posant A(}) = 0 ® ( et

Aw)= Y (H h,-l) ® (thl) .

jc{L,..k} i€J JjéJ
Lantipode est donné par ((w) = (=1) hglhg_11--- hylhyl.
La structure d’algebre de Hopf sur K[{0,1};0 U {0}] est analogue.

La structure d’algebre de Hopf sur K[{0,1}30 U {0,1}}1 U {0}] est donnée par le
coproduit: A(f) = 0 ® D et

Alw) = Z (Hfiéi) ® (Hf]fj)

jc{L,.k} i€J Jjé7
olw = fieifr€s - - - frer € {0,1}70U {0, 1}71.
Antipode : ((w) = (—=1)*frexfe_1€x_1- - - fo€2fi€1.

Les algebres de Hopf ainsi obtenues sont isomorphes a une algebre de Hopf bien
connue associée au monoide libre sur un alphabet infini (appelée spray-concatenation
Hopf algebra dans [H]).

3a.5. PROPOSITION.

(i) Pour tout mot w équivalent a () il existe un unique «, B € {0, 1} tels que qxw ~
wp ~ 1,

(ii) On a pour toutw ~ 1
Own~ 1w~ w0 ~wl ~0.
(iii) On a pour tour tout mot w = au = vb € {0,1}¥ (aveca,b € {0,1} conve-

nables)
u~v~Q.

Preuve. — Le méme raisonnement qu’au début de la preuve de la proposition 3a.1
montre qu’on peut supposer w de longueur au plus 2. Une inspection de la table 3.4 montre
alors (i).

Pour montrer (ii), il suffit de considérer le cas ot w = 1.

Pour prouver I'assertion (iii) on se rameéne au cas oll le mot w est de longueur au
plus 3 et on termine par une inspection des tables 3.3 et 3.4. [ |
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3a.6. COROLLAIRE. — Ona

’

3 3
(ot1 {0,1}F désigne I'ensemble fini des mots de longueurs k qui sont équivalents 4 w).

o,y = 2+ (2 o1yt = 2=

Preuve. — Les assertions (iii) et (i) de la proposition 3a.5 montrent qu'on a
[{o, 1}¥] = [{o, 1}671| pour k > 1 et on termine par une récurrence sur k. n

3a.7. REMARQUE. — On peut également compter les mots de {0, 1} en utili-

sant la “factorisation” des mots dans {0, 1} décrite par le corollaire 3a.2. On obtient ainsi
l'identité
Z (n — k)zk _ 2n+1 + (_1)}’1
. k 3

Cette identité se généralise en considérant d’autres sous-ensembles de {0,1}* (ou
d’'un monoide sur un alphabet plus grand) qui ont des propriétés de factorisation ana-

n—=k
= (")
k
on obtient la suite de Fibonacci: fy = fi = let f, = fu—1 + fu—2 (n > 2).

logues. Ainsi en posant

3b. Structures cycliques.

Soit E C {0,1}* un ensemble de mots de méme longueur k. On associe a E un
graphe orienté I'(E) de sommets E comme suit :

Deux mots w, w' € E sont reliés par une aréte orientée de w a w’ si, et seulement
si, il existe 1 € {0,1}F"Let o, B € {0,1} tels que

w = wp et w = aw.

On appellera w' un successeur de w et w un prédécesseur de w'.

3b.1. PROPOSITION. — Le grapheT'({0, 1}¥) associé a I'ensemble {0, 1}¥ C {0, 1}}
de mots de longueur k qui sont équivalents a 1 est une réunion de cycles orientés.

Preuve. — Les assertions (i) et (iii) de la proposition 3a.5 montrent que tout mot
w € {0, 1} posséde un unique successeur et un unique prédécesseur. Ceci implique que
le graphe I'({0, 1}¥) est une réunion de cycles orientés dans I'ensemble fini {0, 1}, [

3b.2. PROPOSITION. — Soit w = o, w' = wp € {0,1}¥ avec o, B € {0,1} deux
mots équivalents a 1 qui se succédent.
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Considérons le mot infini (k + 1)-périodique W = - - - x 0BxwBxwf - - - = atp.
On a alors:

(i) Tous les k-facteurs (sous-mots formés de k lettres consécutives) de W sont dans
{0, 1},

(ii) Tous les facteurs de longueur k £ 1 du mot W sont dans {0, 1};.

Preuve. — Soit u un k-facteur de W. Si u = o ou u = wp alors u € {0,1}F
par hypothése. On peut donc supposer u = @Bai; ot W = el pour e € {0,1}
convenable. Si u est de longueur > 6, alors au moins un des deux mots %;8, xi; est de
longueur > 3 et on peut lui appliquer une réduction dont le support ne le dépasse pas.
Ceci montre qu'il suffit de vérifier 'assertion (i) pour tous les mots de longueur au plus 6
dans {0, 1}} . Une inspection de la table 3.4 et un petit calcul permettent de conclure.

Lassertion (ii) résulte de (i) et des assertions (ii) et (iii) de la proposition 3a.5. [ |

3b.3. COROLLAIRE.
(i) Les longueurs des cycles du graphe T'({0, 1}¥) divisent tous k + 1.

(ii) Les composantes connexes (les cycles distincts) de T'({0, 1}¥) sont en bijection
avec les mots binaires périodiques dont tous les facteurs de longueur k sont équivalents
al

Preuve. — Lassertion (i) résulte de la proposition 3b.2 car la période minimale du
mot périodique W = xwp défini dans la proposition 3b.2 est un diviseur de k + 1.

Lassertion (ii) est évidente. ]

3b.4. TABLE. — Cycles des graphes ['({0,1}¥) pourk = 1,...,7.

(Les mots périodiques x;XpX3 - - - Xp_1Xk €t XaX3 - - - Xp_1XkX; sont évidemment
identiques.)

{o,1}1:
{0,1}3:
{0, 1}3:

{0,1}}:01100

(=

=
=

1

{0,1}3:011101, 001, 0, T

{0,1}%: 0111100, 0000101, 0011011
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{0,1}{: 01111101, 00000011, 00101101, 00100111, 0001, 0111, 01, 1.

3b.5. PROPOSITION.

(i) Soit W un mot périodique dont tous les k-facteurs appartiennent a {0, 1} ’f . Alors
tous les facteurs de longueur A(k + 1) — 1 de W appartiennent également 4 {0, 1}% pour
A=1,234...

(ii) Tout mot périodique W admet une longueur primitive Ip(W) € N, i.e. il existe
un entier k = Ip(W) tel que tout k-facteur de W est équivalent a 1 et tout entier k' € N
avec la méme propriété est de la forme k' = A(k + 1) — 1 pour A € {1,2,...}). Cette
longueur primitive appartient a I'ensemble {p — 1,2p — 1,3p — 1} pour W périodique de

période minimale p.

Preuve.
(i) est une conséquence facile de I'assertion (i) de la proposition 3a.1.

Pour montrer (ii) commencons par montrer que toute suite périodique W =
XXz - - - X, de période minimale p admet un entier k € {p — 1,2p — 1,3p — 1} avecla
propriété que tout k-facteur de W appartient a {0, 1}}.

Une petite vérification (voir table 3b.6 ci-dessous) montre que si W est de pé-
riode minimale p < 3 il existe un tel entier k € {2p — 1,3p — 1}. On peut donc
supposer W = X1X;--- X, de période minimale p > 4. Considérons les deux coeffi-
cients x, et x3 de W. Si x,x3 = 11 posons W' = X1X4X5 - - - Xp. Pour x, = 0, posons

W' = (a1 4+ 1)(x3 + 1)xs - - - xp, pour xpx3 = 10 posons W' = x;0(xs + 1)x5 - - - xp,. Le
mot périodique W' = m posseéde donc une période p' < p. Par hypothése de
récurrence, il existe k' € {p' — 1,2p’ — 1,3p’ — 1} tel que tout k'-facteur de W’ appar-
tient a {0, 1}¥'. En particulier, les deux k’-facteurs commengant par xjx} - - - et xjx} - - -
appartiennent 2 {0, 1}¥'. Posons k = up — 1 avecu = (k' 4+ 1)/p’ € {1,2,3}. Les deux
k-facteurs consécutifs w; et w, de W commencant par x; x, - - - et xpx3 - - - appartiennent
alors également 2 {0, 1}¥. La proposition 3b.2 montre 'appartenance a {0, 1}¥ de tous les
k-facteurs du mot (k + 1)-périodique W associé etona W = W.

Démontrons maintenant I'existence d’'une longueur primitive pour un mot pério-
dique W de période minimale p.

Considérons I'entier minimal k > 1 pour lequel tout k-facteur de W appartient a
{0,1}¥. Lassertion (i) du corollaire 3b.3 montre que k est de la forme k = up — 1 avec u
un entier strictement positif et on vient de voir que y appartient a I'ensemble {1,2, 3}.

Sipy = 1,iln'y arien a démontrer a cause de 'assertion (i) ci-dessus. Lentier k =
p — 1 estlalongueur primitive de W.
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Considérons maintenant les cas 4 = 2 ou y = 3 et supposons qU’il existe un entier
k' tel que tout k'-facteur de W soit dans {0, 1}¥ avec k' # Aup — 1 pour A entier. Comme
onak’ = A'p—1,ilexiste A telque [Au—A’| = 1 (cary = 2 oup = 3). Posons k = Aup—1.
Onadonc |k — k'| = p et tous les facteurs de longueur k et k' de W sont dans {0, 1}}.La
proposition 3a.1 implique alors que tous les facteurs de longueur p—1 de W appartiennent
également a {0, 1}} ce qui contredit la minimalité de k = pup — 1. [

3b.6. TABLE. — Longueurs primitives Ip(W) des mots périodiques W de période

minimale < 5:

3b.7. REMARQUE. — Etant donnée une suite périodique W = X1+ X, de pé-
riode primitive p et un entier £ > 1, on peut définir une nouvelle suite p-périodique
Te(W) = Z1Zz3 -+ - Zp en posant z; = 0 si le facteur x;x;+; - - - de longueur € dans W ap-
partient a {0, 1}6. On posera z; = 1 sinon. La proposition 3b.2 montre alors qu’ou bien
Tep,l(W) =1 (si p divise £ ot1 up — 1 est la longueur primitive de W) ou bien deux lettres
adjacentes de T¢p,—1 (W) ne sont jamais toutes les deux égales a 1. La proposition 3b.5 peut
alors se reformuler comme suit : ou bien T, (W) = 1 (casIp(W) = p — 1) et T¢(W) ne
dépend que de£ (mod p) oubien T, (W) # Top_1(W) = 1et 7¢(W) ne dépend que
£ (mod 2p) (casIp(W) = 2p — 1) ou bien Tp_1 (W), Top—1(W) # T3p_1(W) = Tet
T¢(W) ne dépend que de £ (mod 3p) (caslp(W) =3p —1).

Soit w' = wb € {0,1}} le successeur du mot w = aw € {0,1}}. On définit les

applications successeur et prédécesseur o, 0! : {0,1}F — {0,1} par

3b.8. PROPOSITION. — Les applications successeur et prédécesseur w — o(w),
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o~ Y(w) € {0, 1} sont données par
J Jj+1

o(fier-- fieifin1) = o (fer - fieifin) = Q_e) + (Q_Ifil)  (mod 2)
: i=1

i=1
ott | w| désigne lalongueur d’'un mot w et ol fi€; - - - fi€;fj1 estla “factorisation” d’un mot
dans {0, 1}} décrite au corollaire 3a.2.

Preuve. — On peut réduire les facteurs “premiers” f; € {1,00,010,0110,...}
qui sont de longueur > 3 par une réduction de type R, (x11y — xy) et cette réduc-
tion est compatible avec la formule a démontrer. On peut donc supposer fi,..., fi+1 €
{1,00,010}.

On démontre ensuite la formule pour o(w) par récurrence sur j. La preuve pour
j = 0résulte d’'une inspection de la table 3.4.

11 suffit ensuite de considérer les 18 choix possibles pour fi, f, € {1,00,010} et
pour €; € {0,1}. Un petit calcul laissé au lecteur montre que toutes ces possibilités
peuvent se réduire (en évitant les réductions de type R; centrée en la derniere lettre) a des
cas plus simples (avec un nombre j' < j de “facteurs premiers”) de maniere compatible

avec la formule a démontrer.

La formule pour o~} se démontre de facon analogue. On peut également utiliser
la proposition 3b.2 qui implique directement I'égalité o~ !(w) = o(w) pour tout w €
{0,1}3. n

4. Cones de Farey et SL,

4.1. DEFINITION. — Une suite de Farey généralisée est une suite finie de nombres

rationnels
p_0p pe _ 1

» Yooy

g 1 ¢ qr 1
avec p;, q; > 0 entiers telle que p;qi+1 — pi+19; = —1lpouri =0,...,k — 1.

En particulier, les entiers p;, g; sont premiers entre eux et on peut considérer la suite

(po, @0) = (0,1),..., (px, qx) = (1, 1)

de points dans Z2.

4.2. DEFINITION. — Un cone de Farey est une suite finie de longueur au moins 2 de
la forme

(Po, g0) = (0,1), ..., (px qr)
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dans 72 telle que p;qir1 — piz1G; = —lpouri =0,..., k — 1.

Un cone de Farey affine est une orbite d'un cone de Farey sous I'action du groupe
AffT(Z2) ol AffT(Z2) est le groupe formé de toutes les transformations affines qui pré-
servent |'orientation et le réseau affine Z? des points entiers dans R?.

Un cdne de Farey se représente géométriquement par un ensemble de triangles de
sommets entiers (p;, q;), (pi+1, gi+1) et (0,0) et d’aire 1/2 qu’on recolle deux a deux. On
obtient de cette sorte une espéece d’éventail qui fait d’abord £ fois le tour de 'origine (dans
le sens des aiguilles d'une montre) et qui s’arréte finalement contre la demi-droite issue de
(0,0) et passant par (px, gi)-

On appellera le nombre 2€7 + angle((0, 1), (pk, gx)) I'angle du cone de Farey ol
angle((0,1), (pr, gx)) € [0,27) désigne I'angle (non orienté) évident entre les deux vec-
teurs (0, 1) et (py, qx)-

Soit C un cone de Farey affine représenté par un cone de Farey (po, o) = (0,1),...,
(P, gx). On vérifie facilement que le nombre £ de tours complets du représentant ainsi
que l'entier py et la classe de g (mod py) sont indépendants du représentant. On ap-
pellera le triplet (2€71, px, gx ~ (mod py)) I'angle affine de C et on utilisera les conventions
(naturelles) que I'angle est 281 si (pk, gx) = (0,1), il est (2€ + 1)1 si (pk, gx) = (0, —1)
(o1 £ est le nombre de tours complets) et 'angle (281, —py, g (mod py)) est identifiée
alangle ((2€ + 1), pr, —qx  (mod py)) si px > 0.

4.3. LEMME. — La suite

(po, g0) = (0,1), ..., (pi, Gi), (Pit1, Git1)s - - -» (Prs Gic)

est un cone de Farey si, et seulement si, la suite

(Po, qo) = (0,1),..., (pi, 41), (Pi + Pi+1, Gi + Gix1), (Pit1, Gitr), - - (Pr Gk)
est un cone de Farey.
La preuve est une vérification facile.

On dira que deux cones de Farey (affines) sont reliés par un mouvement élémen-
taire s’ils sont comme dans le lemme 4.3 (s'ils possedent des représentants comme dans
le lemme 4.3). Le premier cone de Farey (affine) est alors une réduction élémentaire du
deuxieme.

4.4, THEOREME.

(i) Sil'angle d'un céne de Farey est < 1t alors le cone C se transforme par un nombre
fini de réductions élémentaires en un unique coéne de Farey C (ayant méme angle) qui est
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minimale, i.e. les points de C forment une sous-suite de points de C' pour tout céne de
Farey C' ayant méme angle que C.

(i) L'analogue de I'assertion (i) reste vraie pour les cones de Farey affines ayant un
angle affine de la forme (0, pr, gx  (mod pi)) avec py > 0.

(i) Un coéne de Farey (affine) C peut étre transformé en un cone de Farey (affine)
C' par un nombre fini de mouvements élémentaires si, et seulement si, C et C' ont méme

angle (affine).

Ce théoréme se prouve par des considérations géométriques. Nous laissons les dé-
tails au lecteur.

Soit A = (Ay,...,Ax) € ZF une suite d’entiers de longueur k. Considérons la suite
CF(A) C Z? formée des k + 2 points suivants :

(po, q0) = (0,1), (p,q1) = (1,0) et (pir1, Giv1) = —(Pi=1, Gi-1) — (Ai = 1)(pi, 1)

ou, en écriture matricielle,
pir1 pi _[1—2A1 1 1= 1) (1—-A; 1
giv1 qi) \ -1 O -1 0 -1 0/

4.5. PROPOSITION. — L'application A —— CF(A) est une bijection entre I'en-
semble des suites entiéres de longueur finie et I'ensemble des cones de Farey affines.

4.6. PROPOSITION. — Un cone de Farey affine CF(u) avecu = (uy, ..., Hx) estune
réduction élémentaire d’un cone de Farey affine CF(A) si, et seulement si,

A= (u1r~-~lui—21 (ui—l - 1);0; (ul - 1);#i+h---;l~1k)

pour un indice i € {1,...,k + 1} (avec les conventions A = (0, (u; — 1), 1z, ..., k)
respectivement A = (1, ..., Hg—1, (Ux — 1),0) sii = 1 respectivementi = k + 1).

Les preuves des propositions 4.5 et 4.6 sont faciles et laissées au lecteur.
Considérons sur I'ensemble Z* des suites finies a valeurs entiéres la relation d’équi-
valence engendrée par
)\1;---1)\1'71;0;)\1'1---1)\]6 ~ )\lr---;()\ifl + ]-)y()\l + ]-);---r)\k

(i.e. engendrée par des suites correspondantes a des cones de Farey affines reliés par un

mouvement élémentaire) en utilisant les mémes conventions que dans la proposition 4.6.

4.7. CorROLLAIRE. — Deux suites finies d’entiers A et u sont dans la méme classe
d’équivalence si, et seulement si, les cones de Farey affines associés CF(A) et CF(u) ont
méme angle affine.
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Preuve. — Celarésulte des propositions 4.5, 4.6 et du théoréme 4.4. [ |

4.8. REMARQUE. — Ce corollaire permet d’obtenir une présentation (qui n’est ce-
pendant pas de type fini) du groupe SL,(Z) C SL»(R) ou 1w : SLo(R) — SL,(R) estle
revétement universel de SL, (R) et o1 SL(Z) = 7 1(SLz(Z)).

Un élément de SL,(Z) peut alors étre représenté par une suite A = (Ay,...,Ax) avec
A € {...,—=24,—14,04,14,24,...} et les relations sont engendrées par d+d_, d_dy,
(a+1)e(b+1)e = acOcbe et (a+ k)+(b+ k)— = arb_, (a+ k) (b + k)+ = a_b; pour
a, b,k € Zete € {+,—}. Géométriquement, on peut interpréter une telle suite A comme
une espece de cone replié et 'angle (convenablement défini) d'un tel objet est bien str
relié au fait que le revétement 1t : SLy(R) — SL,(R) est cyclique infini.

Pour obtenir SL,(Z) (respectivement PSL,(Z)), il suffit de rajouter la relation
1414141, (respectivement 141,). Plus précisément, un homomorphisme de (Z4)*/
(relations) dans SL,(Z) est donnée par

wr (Yo 1y (0 1
+ -1 0)’ " 1 1—a_ )"
Le résultat suivant résume quelques calculs utiles pour la suite.

4.9. PROPOSITION.

(i) Onapourtousa,b € {Q} U Z et pour tout entier n:

...alnb...N...(a_{_n)z(b_i_]_)...
...anlb...N...(a+1)2(b+n)...

(otx —> (x + 1) estdéfinipar (x +1) = x+ 1six € Zet (x+ 1) = O six = ().
(i) On a également

ca2nbe o~ (a—1)m2(b+1) -

Preuve. — Pour n = 0 les formules (i) sont vraies par définition de ~. Le calcul
---al(n+1)b---~---a00nb---~---(a+1)1lnb---~(a+1+n)2(b+1)---
montre par récurrence que la premiere des formules (i) est vraie pour n > 0 et le calcul
-eral(ln=1)b--+~---(a—1)00(n—1)b---
~-(a=1Dlnb---~---(a—14+n2(b+1)---
montre qu'il en est de méme pour n < 0.

La deuxieme formule (i) se démontre en regardant ce qui précéde dans un miroir.
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Pour démontrer (ii) on note qu'on a
ceea2nb -~ ---(a— 1)01nb---~ ---(a— 1)n2(b+1)--- ,

I'équivalence des deux derniers membres résultant de I'assertion (i) ci-dessus. [ |

Un cone de Farey modulo q est une suite

(Po, @0) = (0,1), ..., (Pk» qx)

de points dans (Z/gZ)? telle que p;Gi+1 — pi+1g: = —1 (mod q).

Un céne de Farey affine modulo q est défini de la maniere évidente (en remplacant
le groupe Aff™ (Z?) par le produit semi-direct de SL,(Z/qZ) avec (Z/qZ)?).

Langle d’un tel cone affine est un élément de la forme (h, r) avec h € Z/qZ et

r € Z/qZ (mod h) tel que h et un relevé de r engendrent Z/gZ.

Pourq = [[ p», un petit calcul montre qu'il existe [[(2p"» — p*»~! — 1)
p premier p
possibilités pour I'angle d'un tel cone affine.

La version correspondante de la proposition 4.5 reste valable pour les cones de Fa-
rey affines modulo g et implique facilement les résultats suivants.

4.10. THEOREME.

(i) La relation d’équivalence sur{0, ..., q — 1}* engendrée par A ~q, U si, et seule-
ment si, les cones de Farey affines CF(A) et CF(u) modulo q associés ont méme angle, est
une relation d’équivalence locale.

(ii) Le semi-groupe C, formé des classes d’équivalence de la relation d’équivalence
locale propre ~,, , associée a la relation ~,, ci-dessus, est le groupe SL, (Z/qZ). Le rajout
de larelation 11 ~y, ,, () fournit PSL,(Z/qZ).

Introduisons comme ci-dessus la relation d’équivalence engendrée par
-a0b--- ~ ...(a_|_ 1)(b+1)...

sur {0,...,q — 1}* (avec les conventions évidentes pour x — (x + 1)).

4.11. PrOPOSITION. — Si deux suites finies A et u sont dans la méme classe d’équi-
valence (pour ~), alors les cones de Farey affines modulo q associés ont méme angle affine.

Cette proposition dit que la relation d’équivalence engendrée par ---a0b--- ~
-+(a+1)(b+1)---sur{0,...,g — 1}* est plus fine que la relation d’équivalence A ~g,
U <= CF(A) et CF(u) ont méme angle affine.

4.12. THEOREME. — Pour q = 2 et q = 3, ces deux relations d’équivalence coin-
cident.

25



Pour q = 2, il existe deux classes (pour ces relations d’équivalence) représentées
par{etl.

Pour g = 3, il existe quatre classes représentées par ), 1,2 et 22.

Preuve. — Pour g = 2 la relation d’équivalence engendrée par ---a0Ob--- ~
---(a+ 1)(b + 1) - - - possede au plus deux classes représentées par @) et 1 (cf. début de
la section 3). Comme il existe également deux possibilités pour 'angle affine d'une cone
affine modulo 2, on doit avoir exactement deux classes.

Pour g = 3, considérons un représentant w € {0, 1,2}* de longueur minimale
d’une classe d’équivalence dans la relation engendrée par ---a0b--- ~ ---(a + 1)(b +
1) - - - La définition de la relation d’équivalence montre que w ne contient pas de 0. Si w
contient un 1 et est de longueur au moins 2, on peut le raccourcir a 'aide de I'assertion
(i) de la proposition 4.9. Si le mot w ne contient que des 2 et est de longueur au moins 3,
on peut le transformer en un mot de méme longueur qui contient ou bien 0 ou bien 1 en

utilisant I'assertion (ii) de la proposition 4.9.
Ceci montre que w appartient a 'ensemble {@, 1, 2,22}.

D’autre part, 'angle affine d'un cone de Farey affine modulo 3 prend exactement 4
valeurs distinctes. n

4.13. REMARQUE. — Pour ¢ = 4 la relation d’équivalence ~ engendrée par
-ca0b---~---(a+1)(b+1)---sur(Z/4Z)* possede au plus 9 classes qui intersectent
toutes 'ensemble {0, 1,2, 3, 22,23 ~ 32,33,232 ~ 323,333}.

J'ignore si pour d’autres valeurs de g (> 5) le nombre de classes de la relation
d’équivalence engendrée par - - - a0b--- ~ ---(a + 1)(b + 1) - - - est fini. Si c’est le cas,
on obtient ainsi une relation d’équivalence locale et on peut se demander si cette relation
d’équivalence locale coincide avec la relation d’équivalence locale donnée par le théoréme
4.10.

Je termine cette section par un probleme de théorie des groupes.

Pours € {0,...,q — 1} notons v(s) > 1'ordre de la matrice

(5)

dans S1,(Z/qZ).
Considérons la relation d’équivalence locale ~' sur {0, ..., g — 1}* engendrée par
la relation d’équivalence locale propre associée a ---a0b--- ~ ---(a+ 1)(b+ 1) ---

(pour a,b € {0,...,q — 1,0}) et par les relations locales - - - s"(*) - .- ~/ ... --- pour

§=0,...,g— 1
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Alors les classes d’équivalence C' de ~' forment un groupe qui posséde SLy(Z/gZ)
comme quotient.

4.14. PRoBLEME. — Comprendre ce groupe. Pour quelles valeurs de g obtient-on
directement SLy(Z/gZ) (c’est le cas pour g = 2,3)? Pour quelles valeurs de ¢ est-il fini?

5. Suites automatiques

5.1. DERINITION. — Un g-automate (déterministe) [ (pour ¢ > 1 entier) (ou
un automate complet dans le langage de [E]) est la donnée d’'un ensemble fini S(T')
(dont les éléments sont les sommets ou les états de 'automate) ainsi que d'un ensemble
@0, P1,-..,Pg—1 : S(I) —> S(I') de fonctions avec la propriété qu'il existe parmi les
états S(I') un état initial marqué * avec Qo(*) = *.

On peut représenter graphiquement un tel automate I' en choisissant les états de I
parmi les points du plan et en tracant pour tout sommet s et tout i € {0,...,q — 1} une
aréte d’indice i orientée de I'état s vers I'état @;(s).

5.2. ExeMPLE 1. — Considérons le 2-automate dont les états sont les cinq élé-
ments de 'ensemble {* , S0, S0, S1, 510} (le sommet * étant bien str I'état initial) et
dont I'ensemble des indices coloriant les arétes orientées de 1'état « a I'état w est donné
par la liste

o\w * Sp 0 s1 S10
* {o {1}
S0 {op {1}
$ {1t {0}
$1 {1} {0}
S10 {o} {1}

5.3. EXEMPLE 2. — Soit G un groupe engendré par les éléments d'une suite finie
(g0, 8,8, g,,,l) avaleur dans G avec gy appartenant a un sous-groupe donné d’indice
finiH C G.

Considérons le g-automate I' (aussi appelé le graphe de Schreier de G par rapports
aux générateurs {gy, ..., g;—1} et par rapport au sous-groupe H) dont les sommets sontles
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classes a droite Hg de H. Les fonctions @; sont données par ¢;(Hg) = Hgg; et le point
base est donné par la classe de H.

Un cas particulierement célebre ('automate associé a la suite de Thue-Morse) est
obtenu en prenant la suite (g, g1) = (0,1) dans G = Z/2Z avec H = {0} le sous-groupe
trivial de G.

Lexemple 5.3 permet de construire tous les g-automates qui ont la propriété que les
applications @; sont des bijections. On peut alors prendre pour G le groupe engendré par
I'ensemble de ces bijections et pour H C G le stabilisateur du point base. En particulier,
on peut toujours se ramener au cas ol G est un groupe fini dans I'exemple 5.3.

Soit I' un g-automate. Soit xg, x1, X2,... € {0, e q — 1} la suite des coefficients
associée a I'écriture en base g d’'un entier n = _ x;q" € N. Soit k € N tel que x, = 0 pour
tout £ > k. En posant y, = @y, 0 @y, 0 @y, 0 --- 0 @y (¥) € S(I') on obtient une suite
Yo = *,¥1,Y2, Y3, ... avaleurs dans les états S(T') de T.

5.4. DEFINITION. — Une suite ay, a;, . .. a valeurs dans un ensemble fini F est g-
automatique s'il existe un g-automate I' et une application T : S(I) — F des étatsde T
dans F tels que a, = 7(y,) pour tout n (o y,, € S(I') est comme ci-dessus).

Remarquons que la modification d’'un nombre fini de termes d'une suite automa-
tique ne lui fait pas perdre son automaticité. On peut donc également parler d’automaticité

pour une suite de la forme ay, axt1, a+2, - - -

5.5. ExEMPLE. — Soit I le 2-automate de 'exemple 5.1. Considérons I'application
(%) = %, T(s1) = 1, T(sg) = T(s0) = 0(s10) = 0 del'ensemble des états S(I') C [ dans
{*,0,1}. On obtient ainsi la suite 2-automatique *001100000100101 - - -

Soitp : {0,...,q — 1}* — F une application du monoide libre {0,...,g — 1}*

dans un ensemble fini F.

Associons a un entier n > 1 un élément 17, € F en posant

m(n) = p(xpX1x2 « -+ Xk—2Xk—1) € F

k .
oin=> xq"'>0avecx; € {0,...,g — 1} etxx > 0.
=0

5.6. REMARQUE. — Une suite 11, 172, ... d’éléments dans F provient d'une appli-
cationp : {0,...,q — 1}* — F comme ci-dessus si, et seulement si, elle vérifie
Ty = Mgk = Tpyogk = " = Ty (g-1)qk € F

pour tout 1, k € N avec g~ > n.
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On dira que la fonction p : {0,...,q — 1}* — F est automatique si la suite
pom : N\ {0} — F est g-automatique.

5.7. PROPOSITION. — Soit E(G) une relation d’équivalence locale engendrée par
un graphe finitaire G C A* x A* sur A* ={0,...,q — 1}*.

Alors Ia projection p : A* — C qui associe 3 w € A* sa classe d’équivalence
A € C est une fonction automatique.

Preuve. — La version déterministe du pseudo-algorithme 2.2 obtenue en rédui-
sant w toujours le plus a droite possible fournit un g-automate pour la suite p o 1
N\ {0} —C. n

5.8. EXEMPLE. — On vérifie facilement que la suite 2-automatique construite dans
I'exemple 5.5. provient de la relation d’équivalence engendrée par

..aob...N...(a_+_1)(b+1)...

(aveca, b € {0,1,0}) sur {0, 1}*.

5.9. COROLLAIRE. — Soit E(G) une relation d’équivalence locale engendrée par un
graphe finitaire G C A* x A* sur A* = {0,...,q — 1}.

Pour toute classe d’équivalence C C A*, il existe un ensemble fini de nombres
algebriques A, ¢;; € Cavecij € N tels que

g(CNA") = ZZ ci;nIA] .
Jooij

Preuve. — Le nombre #(C N A") peut s’exprimer sous la forme v' A"uou v, u €
Z¥ sont des vecteurs colonnes convenables et ot A € M;Z). Lentier k désigne le nombre
d’états d’'un automate associé a la relation d’équivalence E( CN}) Les nombres algébriques
Aj sont les valeurs propres de A et les facteurs polynomiaux n'i proviennent de blocs de

Jordan. Nous laissons les détails au lecteur. [ |

Le corollaire 3a.6 est une illustration de ce résultat.

5.10. REMARQUE. — La proposition 5.7 montre que la théorie des relations d’équi-
valence locales dont le nombre de classes est fini, est un cas particulier de la théorie des
suites automatiques.
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5.11. PROBLEME. — Caractériser les suites g-automatiques provenant d'une rela-
tion d’équivalence avec un nombre fini de classes sur {0,...,q — 1}* (la remarque 5.6

donne une une condition nécessaire).

6. Stabilisation, mots cycliques

Etant donné un graphe finitaire local G sur un monoide libre A*, les relations
d’équivalence locales E| (G~, n) (définies juste avant le théoreme 2.6) “convergent” vers la
relation d’équivalence E(G) quand n tend vers l'infini.

On peut également considérer la relation d’équivalence E 2”(C~?) engendrée par
{(x,y) € AZ" x A2" | (x,y) € G}

sur 42",

6.1. THEOREME. — Il existe un entier M tel que pour tout r > s > M les deux
relations E 2" (G) et E 25(G) coincident sur A>".

De plus, le nombre de classes des relations d’équivalence E 2° (5) est constant et
fini pour s > M.

Idée de la preuve. — Comme le nombre de classes d’équivalence de E( 6) est fini,
il existe un entier k tel que tout mot de longueur au moins k est aussi équivalent & un mot
plus long. Ceci permet d’allonger les éléments d'une chaine reliant deux mots a condition
que tous les mots de la chaine soient déja assez longs.

Ce théoreme permet d’introduire une relation d’équivalence associée a un graphe
finitaire local G pour les mots cycliques.

Un mot cyclique de longueur k est une orbite de A* sous 'action du groupe cyclique
Z/kZ (qui agit en permutant cycliquement les lettres du mot). Un tel mot peut également
étre considéré comme un mot périodique infini dont on spécifie une période k (qui doit
étre un multiple de la période minimale).

Je noterai W le mot cyclique de longueur |w| associé au mot w € A* et je noterai
Acyc 'ensemble des mots cycliques.

Etant donné un graphe finitaire G € A* x .A*, on obtient une relation d’équiva-
lence EZ" C Acye> n % A(?y{? en considérant

{Fuy, a(x)uw(y)) € A x .ACZYZ | x € AZ1% y e AZ19 et (xuy, a(x)ve(y)) € G}.

cyc
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6.2. THEOREME. — Il existe un entier M tel que pour tout r > s > M les deux
relations EZ' (G) et EZ*(G) coincident sur les mots cycliques .ACZYE de longueur au moins r.

De plus, le nombre de classes des relations d’équivalence E%,g (5) est constant et

fini pour s > M.
La preuve est analogue a la preuve du cas précédent.

Ainsi les valeurs des longueurs primitives considérées a la section 3b (voir assertion
(ii) de la proposition 3b.5) sont liées aux classes d’équivalence “stabilisées” des suites cy-
cliques. En particulier, la relation d’équivalence stabilisée sur les mots binaires cycliques
assez longs engendrée par - -+ a0b--- ~ ---(a + 1)(b + 1) - - - doit avoir au moins trois

classes.

7. Conclusion

Beaucoup de problémes concernant les relations d’équivalence isotropes et locales

ont un fort gott algorithmique.

Ainsi il n’est pas difficile de concevoir un algorithme, qui étant donné un ensemble
fini G de graphes isotropes, “décide” si la relation d’équivalence E(G) engendrée par G
possede un nombre fini de classes (cet algorithme continuera cependant infiniment si la
réponse est non et 'exemple 1.4 montre qu’on ne pourra pas toujours déterminer sil’algo-

rithme s’arréte).

En cas de réponse positive a cette question, la détermination d'un graphe finitaire
G C A* x A* est complétement algorithmique de méme que la détermination du nombre
exact de classes d’équivalence si G estde plus local.

Je pense que les sections 3, 3a, 3b et 4 contiennent les résultats les plus intéressants

de ce papier.

Le contenu des sections 1 et 2 est sans doute bien connu des spécialistes des sys-
temes de réécriture et a été inclus pour la commodité du lecteur (ainsi que par ignorance
de la littérature de la part de 'auteur).

Je remercie Jean-Paul Allouche pour ses suggestions et remarques judicieuses.
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