Quelques automorphismes et variables de A[z, y]

Stéphane VENEREAU

Résumé. On montre comment construire certains automorphismes de
Alz,y] (A étant un anneau) non décomposables a priori en applications
linéaires et triangulaires. Ceci nous permet de décrire des familles de vari-

ables de A[z,y] et dans le cas ou A = Cl[y, 2] on retrouve un résultat récent
de E. Edo [E].

Classification mathématique : 14E09, 141.27, 11T06.
Mots-clés : Affine automorphisms, variables.

0. Introduction.

Si B est un anneau on notera B[z, - -, Z,] ou parfois B[Z], la B-algébre
des polynomes & n indéterminées et & coefficients dans B et Autp(B[z]) le
groupe des automorphismes de B—algébre de B[z1,---,z,]. Donc si a €
Autg(Blz1,---,z,]) on a

a: Blri,---,zn] —> Blzi, -+, Tn)
P(zy1,---,zn) +— Pla(z1),---,a(zy))

On dit qu'un polynéme P = P(z1,--+,z,) de Blz1,---,z,] est une vari-
able de Blzy,---,z,] s'il existe un B—automorphisme « tel que a(z;) =
P(z1,---,x,). Autrement dit, P est une variable de B[z, - - -, zy,] s'il existe
P, ---,P, € Blz1,---,xy] tels que Blz1,---,zy] = B[P, P2, Ps,---,P,], on
dit aussi que I’hypersurface de B", P~ 1(0) est rectifiable ou linéarisable.
Remarquons que le groupe linéaire GL(n, B) peut étre vu comme un sous-
groupe de Autp(B[z1,---,2y]) en identifiant chaque vecteur e; de la base
canonique a ;, ainsi pour @ € GL(n, B) si a(e;) = X7_;a;5¢; alors a(z;) =
Y% _1aij7; définit bien un automorphisme de Blz1,- -+, Ty].

On dira qu'un automorphisme « est triangulaire s’il existe k € {1,---,n} tel
que O‘(37z) =z, Vi 7é k et a(wk) =Tk + P(xla sy Th—15Tk41," " axn)'
Dans tout I’article, A sera un domaine® et K :=Fr(A) son corps des fractions.

! Anneau commutatif unitaire et intégre.



En 1941, HW.E. Jung [J] énonce une conjecture qui, dans le cas ou B
est un domaine, peut s’écrire ainsi :

CONJECTURE. — Chaque B—automorphisme de B[Z] se décompose en
un produit d’automorphismes linéaires et triangulaires.

Les travaux de Jung [J] et W. van der Kulk [vdK] montrent que c’est vrai si
B est un corps et n = 2 et en 1972 M. Nagata [N] trouve un contre-exemple
lorsque B n’est pas un corps grace au k[z]—automorphisme (k est un corps)
de k[z][z,y], v défini par :

v(z) =z — 2y(zz + y?) — z(2z + y?)?
Y(y) =y + 2(2z + y?).

En outre Nagata [N] met aussi en doute la conjecture pour le cas ou B est
un corps et n = 3, en effet si on prolonge v par y(z) = z on obtient un
automorphisme de k[z,y, z] dont on ignore, encore aujourd’hui, s’il admet
une décomposition en applications linéaires et triangulaires.

D’autre part, dans [CD], A.D.R. Choudary et A. Dimca introduisent

I'hypersurface X4, de C?™ définie par ’équation f(Z) = 0 ot
F@) = aa{™" + 21257+ Dy 3@ + Tapy o F TG 1

Elle est diffeomorphe 3 C?™~! et pour a = 1 toutes les fibres f~1(¢) aussi.
Choudary et Dimca montrent avec des arguments topologiques que pour
m = 2, Xgq,1 est rectifiable et remarquent que pour d = 3, f(Z) coincide avec
la deuxiéme composante de ’automorphisme de Nagata. Dans [T M. Tsuji
donne les automorphismes de linéarisation pour d quelconque et m = 2, de
Xa,1- Dans [E], E. Edo fait apparaitre le cas m et d quelconques comme une
conséquence de son théoréme principal.
Un cas particulier de ce théoréme avait été énoncé indépendemment par
lauteur dans [Z](p.52) et démontré avec une technique différente, celle des
modifications affines de S. Kaliman et M. Zaidenberg [K Z] (voir plus bas
p.7). On propose ici une généralisation du théoréme principal de [E] sous la
forme suivante :

THEOREME PRINCIPAL. — Soit a,r et p € A avec a inversible mod(p) et
r nilpotent mod(p). Alors, quels que soient Qg € Aly] et ¢ € A, le polynéme
px + rQo(y) + ay + ¢ est une variable de Alz,y].

La construction des automorphismes correspondants généralise en quelque
sorte la construction de I’automorphisme de Nagata. L’idée est de composer
des automorphismes de A[z,y] et de K|[z,y] =Fr(A)[z,y] pour finalement
trouver un automorphisme de A[z,y].



1. Résultats préliminaires.

Remarquons que U'inclusion Az, y] C K[z, y] induit I'inclusion des groupes
d’automorphismes Auta(A[z,y]) C Autg (K|[z,y]).
En fait on a :

Aut4g(A[zZ]) = {a € Autg (K[Z]) tel que a(A[Z]) = A[Z]}.

Mais on peut caractériser Aut4(A[Z]) de maniére plus pratique en utilisant
le Jacobien dont on rappelle la définition :

DEFINITION 1.1. — Soit p1,---,p, n polynémes de K[z]. On appelle
Jacobien de p1,---,pp et on note J(p1,---,pn) le polynéme de K|z] défini
par :

Opi

J(p1,- -, pn) = det(%)lgi,jgn-
J

Si o € Autg (K|[Z]) on appelle aussi Jacobien de c et on note J(c) le polynéme
J(a) = J(a(z1), -, a(zn))

On utilisera le lemme suivant :

LEMME 1.2. — Soit o un K-automorphisme de K[z]. « est un auto-
morphisme de A[Z] si et seulement si a(A[Z]) C A[Z] et J(«) est un élément
inversible de A.

Démonstration. — Supposons que a(A[z]) C A[zZ] et J(a) est un in-
versible de A et montrons par I’absurde que o €Aut 4 (A[z]).
Si o ¢Aut(A[z]) alors il existe 1 < i < n tel que o !(z;) ¢ A[Z], i-e.

1 _ qi(z)
a (zi) = d—z (1)

avec q;(Z) € A[z] et d; € A\ {0} tels que d; ne divise pas ¢;(Z) dans A[Z].
Si on applique le K-automorphisme « a I’égalité (1) et qu’on appelle
p1,- - ,pn € A[z] les images respectives de 1, -, T, par a on obtient :

dia;z' = qi(pla T ;pn)-

Soit M un idéal maximal de A tel que d; € M et ¢; ¢ M - A[z].
On a

%‘(Pla' o 7pn) EM - A[E]a

donc si on appelle L le corps A/ M et qu’on note

Vp € Alz], p:=p+ M- Alz] € L[z]



on a
Gi(p1,--+,Pn) =0 avec §; # 0
d’ou p1,- -, Pp sont algébriquement dépendants dans L[zq,-- -, z,)].

Cette relation de dépendance algébrique donne, aprés dérivations, une rela-
tion de dépendance linéaire entre les gradients des p; donc

—_

J(ﬁla' T 7ﬁn) = 6 = J(pb' o ;pn) € L[‘f]

Autrement dit,
J(p17 Tt ,pn) = J(a) eEM

ce qui est impossible puisque, par hypothéses, J(«) est un inversible de A.
La réciproque est immédiate. ]

Passons maintenant 4 la construction d’automorphismes bien particuliers :
soit d € A\ {0} et 04 € GL(n + 1, K) défini par

oq4(z) = dz
oa(P(7)) = P(j) VP € Afy].

On a agl(x) = d~ 'z donc si d n’est pas inversible o4 n’est pas un auto-
morphisme de A[z, 7], cependant pour certains A—automorphismes -y, on a
qu/agl €Aut 4(A[z,7]); la proposition qui suit donne une caractérisation de
ces automorphismes.

PROPOSITION 1.3. — Soit v € Auta(Alz,7]) et d € A\ {0}.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
(¢) v(z) appartient a idéal (d,z) de A[z,y] engendré par d et z,
(i) oayoy " €Auta(Alz,g]).

Démonstration. — Soit P et Q1,---,Qyn dans A[z, 7] tels que :

’Y(‘T) = P(.’]J,y) = P(an) +$P1(‘T7y)
Y(yi) = Qi(z,9) Vi=1,---,n.

Puisque v € Aut4(A[z,]) on a :
J(oayost) = J(oa)J(7)J(07') = J(7) est un élément inversible de A.
Donc d’aprés le lemme 1.2 précédent,
cavoyt € Auta(Als, 7)) <= oavoy (Alz, §]) © Als, 7).
Or
Vi=1,,n, 0ay0" (i) = 0ay(yi) = 0a(Qi(%,9)) = Qi(dz,9) € Alz, 9]
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et
giyoy ' (2) = ogy(d'z) = d oy (2) = d™ ou(P(z,y)) = d~ P(dz,y)
oqyoy ' (z) = d1P(0,9) + 2P (dz,§).
Donc
aayoy (A, g)) C Alz, §) <= d|P(0,§) <= 7(z) = P(z,7) € (d,2).

On a montré (i) <= (i1). O

On va donc pouvoir transformer certaines variables y(y1) = Q(z,7) en
Ud’yagl(yl) = @Q(dz,y). Dans le cas le plus simple oul § = y est une seule
variable on a ainsi :

PROPOSITION 1.4. — Soit Q(x,y) une variable de A[z,y] et d € A\ {0}.
Si Q(0,y) + (d) est une variable de A/(d) [y] = Aqly] alors Q(dz,y) est aussi

une variable de Alz,y].

Démonstration. — Supposons que Q(0,y) + (d) est une variable de A4[y]
i.e.
Aaly] = Aq[Q(0,y) + (d)]

on a alors

Aglz,y] = AdlQ(z, y) + (d)] + (2)
Alz,y] = A[Q(z, y)] + (d, 7).

Or, par hypothése, il existe un A—automorphisme «y de A[z,y] tel que
Y(y) = Q(z,y).
Et d’aprés ce qui précede, en tant qu’élément de Alz,y], v(z) vérifie :

IR € A[Y] tel que y(z) € R(Q) + (d, ).

Soit u I’ A—automorphisme triangulaire défini par :

{ p(z) =z — R(y)
Y.

On a alors

yu(z) = v(z — R(y)) = y(z) — R(Q) € (d, z)
yu(y) =v(y) = Q(z,y).

La proposition 1.3 appliquée & yu prouve que od'yuagl(y) = Q(dz,y) est
encore une variable de Alz,y]. O



Remarque. — La proposition précédente et sa démonstration restent val-

ables si on remplace y par § = (y1,***,¥n), Q par (Q1,---,Qn) et variable
par n-uplet de variables associées a un méme automorphisme.

La proposition 1.4, utilisée en partant de variables simples, permet de
montrer le théoréme principal.

2. Résultats principaux.

THEOREME PRINCIPAL. — Soit a,r et p € A avec a inversible mod(p) et
r nilpotent mod(p). Alors, quels que soient Qg € Aly] et ¢ € A, le polynéme
pr +1rQo(y) + ay + ¢ est une variable de A[z,y].

Démonstration. — Vérifions que le polynome z + rQo(y) + ay + c et la
constante p vérifient les conditions de la proposition 1.4 :
z +1rQo(y) + ay + ¢ est composante d’un automorphisme triangulaire donc
c’est une variable.
Dans Aply], a est inversible et 7Qo(y) nilpotent donc le polynéme ay +
rQo(y) + ¢ est une variable de Ap[y] (voir par exemple Proposition 3.1. de
V).
On peut donc en conclure que px + rQo(y) + ay + ¢ est une variable. O

Le corollaire 2.1 ci-dessous généralise le théoréme de Edo au cas ol p est
un polynéme de plusieurs variables :

COROLLAIRE 2.1. — Ici A = C[y, z] et a,r et p vérifient les mémes hy-
pothéses qu’au théoréme principal ci-dessus.
Soit pz + q := p(2)z + r(2)q1(y, 2, y) + a(2)k(y, Z,y) + c(2),
si k(§, Z,y) est une Z—variable, i.e. composante d’un automorphisme qui fixe
z, de Cly, z,y] alors px + q est une z—variable de A[z,y] = Cly, z,z,y].

Remarque. — Dans ce corollaire les hypothéses sur a,r et p peuvent se
traduire par : r est le réduit de p et V(p) N V(a) = 0.
On montre sans difficulté que la réciproque de ce corollaire est fausse. Cepen-
dant en changeant un peu les hypothéses la réponse n’est plus évidente, on
en verra un exemple dans la proposition 3.1.

Démonstration. — Il existe a € Autcyz)(Cl2][y, y]) C Autgy,z)(Clz, 2][7, y])

tel que a(y) = k(y, z,y).
Si a !(q1) = Qo alors

a Ypz+q) =a '(p(2)z + r(2)a1 (¥, 2,y) + a(2)k(y, 2, y) + c(2))



a Hpz+q) = p(2)z+r(2)Qo(H, 2, y) + a(2)y + c(2) = pr +1Qo(y) + ay +c.

Donc, d’aprés le théoréme principal

o Hpz +q) = pr +rQo(y) + ay +c

est une variable de A[z,y] = Cly, z][z,y] d’ot pz + ¢ est une variable de
Clz][y, z,y] i-e. une Z—variable. O

La section suivante donne quelques applications de ces résultats.

3. Applications et remarques.

Une conséquence assez simple du théoréme ci-dessus est la proposition
8.1. de [Z] :

PROPOSITION 3.1. — Soit q € Clg, z] (ouy = (y1,---,Yyk)) un polynéme
tel que p(y) := ¢(y,0) € Cly] est un polynéme non constant. Soit X, et Yy p,
les hypersurfaces définies par :

X, := {p(§) =0} C C* et Y, := {z"x — q(7,2) = 0} C C*+2,

Si I’hypersurface X, est rectifiable dans Ck alors I’hypersurface Y, n est aussi
rectifiable dans Ck+2.

Remarque 1. — Edo |E| a montré avec des arguments topologiques que
la réciproque est vraie pour k = 1. Lorsque k£ > 2 la question reste posée.

Remarque 2. — Cette proposition permet de montrer par récurrence sur
m que I’hypersurface de Choudary et Dimca? Xg,1 de C?™ est rectifiable.

Remarque 3. — Cette proposition avait été démontrée par ’auteur en
utilisant, de fagon récursive, un résultat sur les modifications affines de [K Z]
(Corollaire 2.2, p.10) :

PropPOSITION 3.2 (Kaliman et Zaidenberg). — Soit (A, I, f) un triplet
affine et A’ := %y 1)(A) sa modification affine® avec le morphisme d’éclatement
or : A — A'. Soit v un automorphisme de A tel que y(I) = I et v(f) = uf
ot u est un inversible de A. Alors il existe une unique extensiony' € Aut(A’)
qui rende le diagramme suivant commutatif :

!

AL A
or T T oor
4 5 A

%yoir introduction.
3i.e. A est un domaine affine /C, I est un idéal de A, f #0 et f € I;

A= A[It]/(]_ _ ft)



Si on remplace A par Clz, ¥, 2], I par (z,2) et f par z on a 5 5)(Clz, 7, 2]) =
Clz', 7, 2] ot ' = zz. En fait o peut étre vu comme le C(z)—automorphisme
de C(z)[g, 2] que 'on avait appelé o, : or(z) = 0,(x) = zz. Dans ce cas
particulier, la conclusion de la proposition 3.2 (avec u = 1) et I'implication
(1) = (1) de la proposition 1.3 coincident.

On peut également utiliser la proposition 1.3 pour trouver des variables
du type d~'P(dz, %) . En effet, en posant P(z,%) = v(x) dans la proposition
1.3 on obtient facilement le

COROLLAIRE 3.3. — Soit P(z,y) une variable de A[z,q] et d € A\ {0}.
Si P(0,9) € (d) = dA[z,y] (autrement dit si d~'P(dz,j) € Alz,y]) alors
d~'P(dz,7y) est aussi une variable.

De méme, en s’appuyant sur le lemme 1.2 et en choisissant les bons auto-
morphismes de K[z] et de A[Z] on peut montrer la :

PROPOSITION 3.4. — Soit P(z) une variable de A[z] = A[z1,---,zy] et
d € A\ {0}. Sid~'P(dz,---,dz,) € A[Z] alors c’est encore une variable de
Alz].

Démonstration. — Soit v € Aut4(A[Z]) et 0 € Autg(K|[Z]) tels que :
v(z1) =P(Z) et o(x)=dx; Vi=1,---,n.
A translation prés on peut supposer :

V’I:ZQ,"',TL ’Y(xl)e(‘xlaaxn)

Dans ce cas 'automorphisme oyo~! vérifie bien les conditions du lemme 1.2

donc oyo~!(z1) = d"'P(dz1,---,dzy,) est une variable de A[z]. O

D’autre part, le théoréme principal permet de montrer assez rapidement
un cas particulier * du théoréme de A. Sathaye [S] suivant :

THEOREME 3.5 (Sathaye). — Soit X = X, , une surface de C® définie
par Péquation p(y, z)x + q(y,2) = 0 ot p,q € Cly, 2]. Si X ~ C? alors X est
rectifiable.

D. Wright [W] ’a généralisé en remplagant z par z" avec n > 1. Cette
généralisation a été améliorée par S. Kaliman et M. Zaidenberg ( [KZ]
Théoréme 7.2.) en remplacant X ~ C? par I’hypothése moins forte : X est
lisse, e(X) =1 et Hi(X;Z) = 0 (et toujours n quelconque). Le théoréeme 3.6
ci-dessous implique ce résultat dans le cas ou n = 1 et p(y, z) = p(z) € C[z].
Sa démonstration s’inspire de celle du Théoréeme 7.2. de [KZ] :

4. PR .
voir le théoréme 3.6 ci-dessus.



THEOREME 3.6. — Soit X = X, , une surface de C3 définie par I'équa-
tion p(z)z + q(y,z) = 0 ou p € Clz] et ¢ € Cly,z]. Si C[X] vérifie la
condition® :

(i) C[X] est une C-algébre intégre factorielle dont les éléments inversibles
sont uniquement dans C,

alors X est rectifiable, autrement dit p(z)x + q(y,z) est une variable de
Clz,y, 2]

Démonstration. — Soit ( € C[X] donnée par ¢ = z + (pz + q)Clz, y, 2].
Vt € C, soit C[X]; la C-algebre quotient :

(C[X]t::C[X]/ (¢ —1) -
Soient u, 21, -+, 2, € C tels que :

p(u) =1et p(z1) = p(z2) = --- = p(zk) = 0.

En remplagant z par u dans 'équation de X : p(z)z + ¢q(y, z) = 0, on vérifie
aisément que C[X], ~ CMY donc C[X], vérifie aussi (i) et ¢ ¢ C . Il est facile
de montrer que, puisque C[X] et C[X], vérifient la condition (i), toutes les
C-algebres quotient C[X]; la vérifient aussi quelque soit ¢ € C.

Or pour les racines z; on a :

ClX]s, A (g(y, ) -

Donc, puisque C[X],, est intégre g(y,z;) est irréductible. Supposons que
q(y,zi) = ¢ € C\ {0} respectivement ¢ = 0; on a alors C[X],, ~ {0}
respectivement C[X],, ~ CI? d’ot ¢ —z; € C\ {0} respectivement ¢ —z; = 0
pour des raisons de dimension. Donc ¢ € C ce qui est impossible.

On a montré que pour toute racine z; de p, q(y, z;) est irréductible et non
constant c’est-a-dire de degré 1 donc ¢ s’écrit :

Q(yaz) = q(O,Z)+CL(Z)y+T(Z)Q0(y,Z) ou a(zz) ?é 0 et T(Z’L) = Oa Vi = 17 ty k.
Alors on peut écrire :
p(z)z + q(y, 2) = px + rQo(y) + ay + c avec p,r,a et c € C[z].

Et on a montré que les hypothéses du théoréme principal sont vérifiées par
p,T et a, donc X est rectifiable. O
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“parallélement” qui ont permis cet article, ainsi que M. Zaidenberg dont les
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Son n’a pas besoin que X soit lisse.
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