SUR LES PRODUITS TRIPLES A-ADIQUES

par Yann-Henri LE BRAS, Alexei PANCHISHKIN

REsUME. — Soit p > 5 un nombre premier et soit A = O[[T]] out O est'anneau des
entiers p-adiques d'une extension finie K/Qp. Le but de ce travail est de décrire une construc-

tion qui associe a chaque triplet (F' (1), F (2), F (3)) de formes modulaires A-adiques ordinaires
) = En>0 An(T)q"™ € A[[q]] (voir plus loin pour la définition), un produit triple de type de
Garrett L(Tp, T1, T2, T3) € Lo® L1 Q@ L2 ® L3 ot L; estle corps des fractionsde A; = O[Tj],
(i=0,1,2,3).

Introduction

Soit p > 5 un nombre premier et soit A = O[[T]] ot O est I'anneau des entiers
p-adiques d’une extension finie K/Q,. On note par A; = O[[T;]], pour i = 0,1, 2, 3. Le but
de ce travail est de décrire une construction qui associe a chaque triplet (F M), F@, F (3)) de
formes modulaires A-adiques ordinaires F{)) = 3> A,(T)q" € A[[q]] (voir plus loin pour

n>0

la définition), un produit triple de type de Garrett L(Ty, T1, T», T3) € Lo ® L1 ® L2 ® L3
out L; estle corps des fractions de A;. Plus précisément, aprés toute spécialisation de type

P;: T, — (l—i—p)ki_1 —1 pour i =1,2,3
Py:To— (1+p)"x(1+p) -1

sous les conditions k1 > ko > k3, k1 < ko + ks —2, k1 =k, = ksmod2etk; < m <
ko + k3 — 2, on obtient essentiellement (a une période pres), la valeur en m du produit
triple de Garrett L( fk(ll) ® f k(zz ) ® f ,c(f ), m, X) associé aux spécialisations

S = FO+ )R = 1) = 3 a1+ p) " = 1)q" € Klall.
n>0
Ces spécialisations sont des formes modulaires classiques de poids k;, et la fonction
L( fk(ll) ® fk(zz) ® fk(f), s, X) est un produit eulérien de degré 8. Il est connu [Ga-Hal, [Or],
[PaPT] que les valeurs critiques aux points s = mpour k; < m < ky + k3 — 2 sont

des nombres algébriques, a une période Q pres, Q = (fk(ll),fk(ll))(fk(zz),fk(zz)ﬂflc(j),fk(:)>.
De plus, pour ki, kp, ks fixés, il existe une fonction p-adique analytique (de 'argument

Mots-clés : formes modulaires, séries d’Eisenstein-Siegel, produit triple, formes A-adiques, familles p-adiques.
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cyclotomique x(x)x™) Dy, k, ks qui interpole ces valeurs spéciales, voir [PaPT]. Les prin-
cipaux moyens mis en ceuvre sont d'une part, la théorie de Hida des formes modulaires
A-adiques, en particulier sa construction d'un produit de Petersson algébrique, d’autre
part la construction des séries A-adiques d’Eisenstein-Siegel et de leurs images inverses
(le «pullback A-adique des formes modulaires» di a Kitagawa et Panchishkin [Ki-Pa]).

Voici le contenu du travail :

Notations

1. Définition et propriétés analytiques du produit triple

2. Formes modulaires A-adiques

3. Forme modulaire A-adique de Siegel-Eisenstein

4. Le pullback des formes modulaires A-adiques

Les résultats du travail ont étés présentés au colloque international «p-adic aspects

of the theory of automorphic representations» (the Hebrew University of Jerusalem, 17-21
février 1998) par le deuxiéme auteur.

Nous utilisons cette opportunité pour remercier les professeurs Haruzo Hida et
Jacques Tilouine pour leur discussions tres fructueuses, et les professeurs Ehud de Sha-
lit et Jonathan Rogawski pour leur invitation au colloque a Jerusalem.

Notations

Dans toute la suite, on notera :

G® = Sps(Q) = {& € GLs(Q) tels que ‘aJsx = J3} ot J5 = (?z _013>

GV = (Sp(Q))3, 3(p™) = {M= (¢ b € G telles que ¢ = 03 mod (p*
0 c d

11,1 _ 3

o™ (p*) = (To(p))

Bs le semi-groupe des matrices 3 X 3 symétriques semi définies positives demi-
entieres, et By ;| = Z°

[y (p*) agit sur 'ensemble des fonctions f : H® — C par

f(Mz) = I(M, z)f (y121, Y222, ¥323)

. a; b; 3
ouM = (yerZl Y3)) YJ = (C] d]> etI(M,Z) = H(C]‘Z] + d])k
] ]

j=1
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On note

M Ty (p*)) ensemble des fonctions invariantes par cette action et

MMM (P, w) = {f € MM (It (p%)) telles que fli(g1 & &) =
W(didads)f,Vg € Tyt (p™)}.

1. Définition et propriétés analytiques du produit triple.

Le produit triple est défini comme la fonction L complexe (un produit eulérien de
huitieme degré)

L(A® f® fas) = H L(A®L® L)) (1.1)
pES
associée a un triplet
h(2) = a(n)e(nz), fo(2) =2 a(n)e(nz), fs(z) =) as(n)e(nz),

de formes primitives de poids ki, k2, k3, de conducteurs Ny, Np, N3, de caractéres ¢/; mod
N; (j=1,2,3).Ici

L(A®LOf)pX)""
~at (10 (% ) (%07 agtn) © (0 it )) 02
)

=TI - M ag®ai®x), n:{1,2,3} - {1,2},
n

1= ai(p)X = wi(p)p"7'X* = (1 = oj(p)X)(1 = &5(p)X), j = 1,2,3, sont les p-
polyndmes de Hecke des formes f; et le produit est étendu sur tous les nombres premiers
p € S, S = Supp(N;N,N3) I'ensemble des diviseurs premiers du produit Ny N, N3. On
suppose toujours que

ki1 > ko > ks. (1.3)

Dans le cadre de la théorie des représentations automorphes la fonction
L5(fi® f>® f3, s) s'identifie a la fonction L automorphe LS(s—3/2,m, p3), ou 10 = 114, 1,14
est une certaine représentation automorphe du groupe G = GL(2) x GL(2) x GL(2), et
ps : “G — GL(8,C) est la représentation naturelle du groupe de Langlands *G de G.
Plus précisément, le groupe ©G est le produit semi-direct de GL(2, C)® par le groupe de
Galois Gal(Q/Q), et p3 est I'extension unique de Id ® Id ® Id, ot Id : GL(2) — GL(2) estla
représentation standard [Ga-Ha].

Garrett a découvert une représentation intégrale pour LS (fi ® f» ® f3, s) dans le cas
Ny = N, = N3 =1, ky = ky = ks = k en utilisant les séries d'Eisenstein-Siegel de degré
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3 etdepoids k:
Ei(Z,s) = (det$(2))* Y _ det(CZ + D)™*|det(CZ + D)| 7%,
C.D
olZ =X+iY € Hy={Z € GL(3,C) | 'Z = Z,Y > 0} le demi-plan de Siegel de degré
3,(¢p) € P3.2)\5p(3,2),

sp(3.2) = {g € GL(6,2) | 'gJg =T}, (]: (0 _I")>

I, 0

le groupe modulaire de Siegel,
* %

Pa.7) = {g = (OD

le sous—-groupe parabolique maximal de Sp(3, Z).

) g€ Sp(s,z))} ,P(3,Z) C Sp(3,2)

Alors on a la représentation intégrale suivante: pour R(s) > 0

/ Ee(diag(z1, 2, 25), )i (2 o (@) fa@a) e (1.4)
(r\i)?

ik26—4s—5k . .’T3—S—2kroo(s)
C(2s+ k) -C(4s + 2k — 2)

=LAR L ® fz,5s+2k—2)

ol
[(s+k—1)T(s+ 2k —2)

FoolS) = —F i T (25 + 26— 2)

(1.5)
dv, = (ylygyg)k_zdxl dy, dx, dy, dxs dys, zj =xj+y; (j =1,2,3).

A l'aide de propriétés analytiques des séries Ex(Z,s) par rapport a s on peut
construire un prolongement analytique de L(fi ® f> ® fs,s), puis obtenir une équa-
tion fonctionnelle de type s — 3k — 2 — s et une description de ses poles, car Ex(Z, s)
satisfait une équation fonctionnelle de type s — 2 — k — s. Plus précisément, écrivons

Fi(Z,s) = m3C(2s + k)T (4s + 2k — 2)[(s + k)[(2s + 2k — 2)Ex(Z,s),  (1.6)

alors
Fi(Z,2 — k—s) = Fe(Z, 5). (1.7)

Orloff [Or] a généralisé cette représentation intégrale dans le cas des poids arbitraires pairs
en utilisant les opérateurs différentiels de Shimura

1 p 0 (r)
op=—\|=—+—), Dy =6pt2r—20...06 0. 1.8
P omi (2iy+az> P prar=20..-0Op+2© (1.8)

Une propriété importante de Dl(,r) dit que pour une forme modulaire f € M(N, y) la
fonction (non-holomorphe) D,(Cr) f estune C*°—forme modulaire de poids k + 27,

DY f € M, (N, y).
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Alors pour ky > k» > ks, k1 = ko = ks mod 2,0n a
D e MP(No ), DT £ € MP(NS, ). (1.9)

En supposantque N; = N, = N3 = 1ila obtenu une représentation intégrale qui exprime
L(fi ® f» ® f3,5 + 2k; — 2) en termes de I'intégrale

/< . Ex(diag(z1, 22, 23), ) fi (21) D T2 £ (20) D V2 i (zg) e, (1.10)
I\H)’
ou

dv, = (ylygyg)k_zdxldxgdx3dy1dygdy3,

zj = xj+1yj, j = 1,2, 3. Ceci permet d’obtenir un prolongement analytique de L(f1 ® fo ®
f3, §) et une équation fonctionnelle de type s — k; + k, + ks — 2 — s al'aide de propriétés
analytiques des séries Ex(Z, s) ci-dessus.

Plus précisément, sil'on pose I'c(s) = (2m) ~°T(s),
ANfi® 2 ® f3,5) (1.11)
= rc(S)rc(S — ks + l)Fc(s —ky + l)Fc(s — k1 + 1)L(f1 R ® f3,S)

alors
ANA®LRfki+hk+k—2—35)=-Afi® L fs). (1.12)

De plus, selon des résultats récents de Rallis la fonction A(f; ® f> ® f3, s) est holo-
morphe (voir [PSh-R]).

2. Formes modulaires A-adiques.

Rappelons que 'algebre d'Twasawa [Iw] A = Zp[[T]] = Z,[[I] est 'anneau com-
plété du groupe profini I = 1+ pZ, = (1+ p) C Z,;. Vule théoréeme de Kubota-Leopoldt
[Ku-Le], il existe un unique élément g(T) € Atelque pourtousk > 1,k =1 mod (p—1)

g1+pf-1)=0"1-k)
ol C*(1 — k) désigne la valeur spéciale en s = 1 — k de la fonction zéta de Riemann avec

le p-facteur d’Euler modifié: T*(s) = (1 — (1 + p) *T1)(1 — p—%)C(s).

DEFINITION 2.1. — Lanneau de Serre A[[g]] est 'anneau de tous les g-développe-
ments formels a coefficients dans A :

Allq]] = { Zan )q" | an( )GA}.



DEFINITION 2.2. — Le A-module M(A) C A[[q]] de toutes les formes modulaires
oo
A-adiques (d'un niveau fixé N, (N, p) = 1) estformé detousles f = Y a,(T)g" € A[[4]]
n=0
tels que pour k > 5, k = 1 mod (p — 1) la spécialisation
fe = flr=(pyr—1 € Zp[[4]]
est une forme modulaire classique de poids k et de niveau Np.

Autrement dit f est donnée par une mesure p-adique uy sur Z;j a valeurs dans
Zp[[4]] telle que les intégrales

| stur = s (2.1)
ZX

P

sont des formes modulaires classiques (pour tout k).

Exemple 2.3. — La série A-adique d’Eisenstein f € M(A) (de niveau N = 1) est
donnée par

o= ST S ot o = (-0 pY Y @ (22)

n>1 d|n,p fd

Exemple 2.4. — Les familles de Hida f = { fi} sont éléments de
ord _ 1 n!
SUUA) = eS(A), e= nli)n;o U,
(Up( Y- anq™) = > apnq" estl'opérateur d’Atkin (U-opérateur), S(A) est le A-sous mo-
n>0 n>0
dule de toutes les formes paraboliques A-adiques.
On note x = w* une puissance du caractere de Teichmiiller,

w = (Z/pZ)™ > pp_ .

Onappelle T = Iy"! (p*), G = GV et B = BV

DEFINITION 2.5. — Soit P un sous-espace Zariski-dense de SpecA(Q,). On dit que
F € A[[qP]] estune forme A-adique sur G avec caractére x par rapport a P si F(s(u)u*—1)
est le g-développement d'une forme modulaire de M ,i’l’l (exw™*,T) pour tout couple
(k,€) tel que Py € P.

Dans toute la suite, on prendra P = P(5) = {P(;k > 5}. On note alors
M(G, x; A) le A-sous-module de A[[¢®]] engendré par les formes A-adiques sur G avec
caractere x.

Si A est une A-algebre, il est clair qu’'on a la décomposition suivante:
Allq"]]) = Allq])@Allq]|@All4]].
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Onnote T;(p) 'opérateur de Hecke agissant sur M,""" (excw ™, T) par la variable z;,

1
etonécrite; = lim Ti(p)™
! n—+o00 l(p)

On note alors M} 10410 (ey (v =K T) = ¢, eye3M " (exw ™, T), 'ensemble
des formes ordinaires. On dit qu'une forme A-adique de M1 (x, A) est ordinaire si sa

1—ord,1—ord,1—ord
M; (

spécialisation en tout P € P appartient a Exw’k,l‘). On note

Ml—ordl—ordl-ord(y A) T'ensemble des formes modulaires A-adiques ordinaires.

On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION 2.6.

Ml—ord,l—ord,l—ord(x) /\) — Mord(X’A) ® Mord(X’A) ® Mord(X’A).

Démonstration. — La preuve découle presque immédiatement de la finitude de
M°"(x, A) démontrée par Hida [Hi93]. En effet, soit {g(? },<;<, une base de M°(x, A).
Soit P = Py, € P, G € M'~ord1—odl—od(y Ayet Gp € MO om0 ey h=K T sa
spécialisation au point P. On a

1—ord,1—ord,1—ord —k
Mk or or or (EXUJ ’l—)

= M (exw ™5, T) @ MY (exw ™%, T) @ MY (exaw =5, T).
Donc, comme toute forme de M,‘C"d(fxw_k, I') provient d’une spécialisation d'une forme
ordinaire A-adique, on a

= Keren”

1<i,jk<n
ol IS“) est la spécialisation de f (@) au point P. Et alors c’est terminé, on peut écrire

G = Z fDe g ),

1<i,jk<n

3. Forme modulaire A-adique de Siegel-Eisenstein.

Lidée est de construire un analogue des séries d’Eisenstein dans le cadre A-adique.
Pour cela on suivra la route empruntée par Panchishkin et Kitagawa [Pa-Ki]. Soit x un ca-
ractére de Dirichlet modulo N > 1 tel que x(—1) = (—1). Pour un entier n impair (plus
loin, n = 3), on écrit :
G{(2) = G (2) = Gi(2)
[n/2]
= "2 kT (k) L (K, x) % [ La(2k — 21, X*)E|W(N)
i=0



—1

ou T,y(s) = w4 ] (s — (j/2)) et ot W(N) = (
j=0

principale de niveau N.

On _ln

N1, o, ) est I'involution

Maintenant, nous pouvons commencer la construction p-adique. On note A, ;, =
A, ® Zp le Zy-module libre de rang n(n + 1)/2 des matrices demi-entiéres symétriques
de taille 7 a coefficients dans Z,. On construit alors une certaine mesure p-adique sur le
groupe compact Y = A, , X Z3, a valeurs dans 'anneau complété du semi-groupe mul-
tiplicatif g%, R = 0,[[¢®"]] ® Q, out O, est I'anneau des entiers du corps de Tate. Cette
mesure sera caractérisée par ses intégrales sur le sous-ensemble discret Z, C Y constitué
des éléments de la forme ((k, x), @) ou k est un entier suffisamment grand, x un caractere
de Dirichlet sur Z;, et ¢ un caractere additif de A;, ,. Pour voir cela, on utilise une observa-
tion simple :

si pour un élément fixé G(q) = . g(£)g* € R, et pour tout ouvert compact U
EGBU

de A, onpose G(q,U) = Y. g(&)q*, alors on obtient une mesure pg sur A,,,, dé-
E€EBNU
finie par ug(U) = G(g, U). 1l faut alors se souvenir que les coefficients de Fourier des sé-

ries d’Eisenstein normalisées peuvent étre représentées par certaines intégrales p-adiques.
Regardons tout cela d'un peu plus pres: sous les assertions précédentes sur k, les séries
G (z) = G (z,k, x, N) sont des formes modulaires holomorphes de Siegel a coefficients
de Fourier cyclotomiques: GT(z,k, x, N) = Y. b'(& k x)en(Ez), ot
Ap38>0
b (& k x) = 27" det(8)" T M(E,x, k)

Ici, k = (n + 1)/2 et le facteur intégral M(E,x,k) = [[ My(% x(q)g~*) estun pro-
qEP(¥)
duit eulérien fini pris sur tous les diviseurs premiers de N et les diviseurs élémentaires de

la matrice €. La forme explicite des facteurs locaux My (&, x(q)g~*) n'est pas trés intéres-
sante ici, le seul point nous important pour la construction étant le fait que ce sont des
polynomes a coefficients entiers. On pose alors M = Np et

Gi(zhx, M) =Y b (Ekx)en(E2).

Apn38>0
(det&,M)=1

On a alors le théoréme suivant dii a Panchishkin [PaSE] :
THEOREME 3.1. — Soit n un entier impair. Alors, il existe une mesure pg_ s dite me-
sure d’Eisenstein-Siegel, sur Y a valeurs dans R uniquement déterminée par les propriétés

suivantes : pour tous couples (k, X) avec k € Z suffisamment grand, 2k > n, et x un carac-
tére de Dirichlet x : Z;; — C;, modM avec M divisible par p, on a:

/ det(E)k_Kx],;*("/z)x(x)yE_s(E, x)=Gr(zkx™',M) €R
Y
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Démonstration. — La démonstration de ce théoréme peut se trouver dans [PaSE],
et nous ne la donnerons pas ici. Tout ce qu’il importe de savoir est que la construction de
cette mesure d Eisenstein-Siegel est explicite.

On prend alors dans la suite 7 = 3. Les formules explicites des coefficients de Fou-
rier montrent que cette mesure prend ses valeurs dans Z,[[¢™]] et que sa restriction a Z},
identifié a A x T définit un élément Ex(x) € M3(x, A) appelé forme modulaire A-adique
d’Eisenstein-Siegel qui vérifie :

Ex(x)(e(w)u* — 1) = Gf (2, k, x"'e " w, M), avec M = p*.

4. Le pullback des formes modulaires A-adiques.

Soit 1T 'application définie par:

1T . B3 e Bl,l.l

IS *
* Ez * — (glr EZ) §3)
x % &3

Il est facile de vérifier que pour tout (£, £,,E3) € By 11, la fibre =1 ((€1, &, £3)) est finie.

On peut alors définir 'application pullback, notée & :
®: Allg™]] — Allg™*]]
F— ®(F)

ot,siF = Y a(§ F)q®, alors
EEBs

a((8,8.8),2F) = > aEF)
gem—1((£1.£82.83))
Il est clair que ¢ est un homomorphisme de A-modules, et on a la proposition suivante :

PROPOSITION 4.1. — & envoie M3(x, A) dans M1 (x, A).

Démonstration. — Soit F = > a(§ F)g® € M3(x,A) C A[[¢%]] une forme
EEB;
A-adique de degré 3. En tant que fonction de la variable complexe Z, F peut s’écrire sous

la forme suivante :

F= Z a(&, F) exp{2imtr(£2)}.

EEB;

D’autre part,

®(F) = Z Z a&, F) | ¢ g

(81.52.83)€Z® \Eem—1((81,52.83))
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Si on s'intéresse aux spécialisations de ces deux fonctions au point Py, = (u)u* — 1 que
I'on notera respectivement f . et ®(F)(Py), on a alors

®(F)(Pre) = Z Z a(g, F e(u)u* — 1)

(B182,83)€Z8 \Eem—1((1.82.83))
x exp{2imtr(Ediag(z; z2, 23)) }
= fre(diag(z1; 22, 23)).
Etdonc, ®(F)(Pre) € M (exw™5,T)
On va maintenant s'intéresser a 'image par ¢ de la série Ex(x) d’Eisenstein-Siegel

construite précédemment. Comme Ex(x) € M3(x,A) , ®(Er(x) ) € M"1(x,A) . On
peut alors écrire

L(To, 1, 7o, T3) = (#(Ea(x)) = Y 6V @ 6P ® 6.
J
On voit bien que cette construction associe a chaque triplet (F M), F@, F (3)) de
formes modulaires A-adiques ordinaires F(/ Z An(T)g" € A[[g]], un produit triple

de type de Garrett L(Tp, Ty, T2, T3) € Lo ® L1 ® Cz ® L3 ol L; est le corps des fractions
de A; . Nous appelons L(Ty, T1, T», T3) le produit triple A-adique car la construction de
L(Ty, Ty, T», T3) utilise des analogues A-adiques de représentations complexes de Garrett
et du produit de Petersson [Hi90].
De plus, on espére aussi qu’apres toute spécialisation de type

Pi:Ti— (14 p)k"_1 — 1 pour i =1,2,3

Py:To— (14+p)"x(1+p) —1
sous les conditions k1 > ko > k3, k1 < ko + ks —2, k1 =k, = ksmod2etk; < m <
ko + ks — 2, on obtient essentiellement (a une période pres), la valeur en m du produit
triple de Garrett L( fk(1 ® f, @) R f ,C(:), m, X) associé aux spécialisations

F = FO(1 4 )1 = 1) = 3 4,1+ p)5 ! = g” € K]

n>0

Ces spécialisations sont des formes modulaires classiques de poids k;, et la fonction

L1 @ 12 @ £,5.%)

est le produit eulérien de Garrett de degré 8.
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