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par Roland BACHER

Je dédie cet article à la mémoire de François Jaeger

R . — Le but de ce papier est de présenter une construction de matrices de
Hadamard à partir de certaines suites à valeurs dans %'& 1 ( .
L’existence de telles suites est liée à l’arithmétique de certains corps cyclotomiques et des corps
finis.

0. Introduction

D 0.1. — Une suite s )+* s1, . . . , s2m , 1 - est de type Hadamard si elle véri-
fie les conditions suivantes :

(i) s1, . . . , s2m , 1 .0/21 1 3 ,
(ii) s2m , k )�*54 1 - m 6 ksk pour k ) 1, . . . , 2m 4 1 (supersymétrie),
(iii) Corrk * s - ) Corr2m , k * s - pour k ) 1, . . . , 2m 4 1 où

Corrk * s - )
2m , 1 , k7
i 8 1

sisi 6 k

est la k 4 ième autocorrélation (apériodique) de la suite s.
L’étude de ces suites et de leur liens avec des objets combinatoires bien connus

(matrices de conférence, matrices de Hadamard, codes) constitue le contenu de ce papier.

La section 1 rappelle les définitions et quelque faits bien connus sur les matrices de

conférence et les matrices de Hadamard.

La section 2 donne deux constructions de matrices de conférence à partir d’une

suite de type Hadamard.

Classificationmath. : 05B20.
Mots-clés : matrice de conférence, matrice de Hadamard.
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La section 3 étudie les rapports entre l’existence de suites de type Hadamard de

longueur donnée et l’arithmétique des corps cyclotomiques et des corps finis.

La section 4 est une brève digression sur les liens entre suites de type Hadamard et

codes.

La section 5 contient essentiellement la liste complète de toutes les suites de type

Hadamard de longueur � 61.

1. Matrices de Hadamard et matrices de conférence

D 1.1. — Unematrice deHadamard d’ordre n est unematriceH . Mn � n
à coefficients 1 1 telle queHH t ) n Id.

Pour qu’une matrice de Hadamard d’ordre n > 2 existe, il faut que n soit divisible

par 4. On conjecture que cette condition est également suffisante (voir chapitre 18 dans

[vLW]).

D 1.2. — Unematrice de conférence d’ordre n est unematrice C . Mn � n
à coefficients 1 1 hors diagonale et zéro sur la diagonale telle que CC t )	* n 4 1 - Id.

Une matrice de conférence d’ordre n > 1 ne peut exister que pour n pair. Une ma-

trice de conférence d’ordre n est toujours équivalente à une matrice de conférence symé-

trique pour n � 2 * mod 4 - respectivement antisymétrique pour n � 0 * mod 4 - (deux
matrices de conférences C et C � sont équivalentes s’il existe des matrices diagonalesD,D �
à coefficients 1 1 et unematrice de permutation P telles que C � ) PDCD � P t ).

Le lemme suivant permet la construction dematrices de Hadamard à partir dema-

trices de conférence.

L 1.3.

(i) Soit C unematrice de conférence. Alors les matrices�
Idn � C 4 Idn � C t
4 Idn � C 4 Idn 4 C t � et

� 4 Idn � C Idn � C t
Idn � C Idn 4 C t �

et leurs transposées sont des matrices de Hadamard.

(ii) Soit C une matrice de conférence antisymétrique. Alors les matrices C � Idn et

C 4 Idn sont desmatrices de Hadamard.
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La preuve de ce lemme facile et bien connu est laissée au lecteur (voir aussi les

théorèmes 18.2 et 18.3 dans [vLW]).

Voici une construction classique de matrices de conférence :

Exemple 1.4. Lesmatrices de Paley. — Soit Fq un corps fini de caractéristique dif-

férente de 2. Soit

ψ : F �q 4 � /21 1 3
l’homomorphisme donné par ψ * x - ) x

�
q , 1 � /2 que nous étendons à Fq en posant

ψ * 0 - ) 0.
Soient v0, v1, . . . , vq . F2q des représentants de tous les points de la droite projective

P1Fq et soitω : F2q 4 �
Fq une forme symplectique non-dégénérée sur F

2
q .

Lamatrice Ai j ) ψ * ω * vi , vj -5- est alors unematrice de conférence symétrique pour
q � 1 * mod 4 - et une matrice de conférence antisymétrique pour q � 3 * mod 4 - .

On peut donc associer unematrice de Hadamard à chaque corps fini Fq de caracté-

ristique impair. Cettematrice est d’ordre q � 1 pour q congru à 3 modulo 4 (utiliser (ii) du

lemme 1.3) et elle est d’ordre 2q � 2 pour q congru à 1modulo 4 (utiliser (i) du lemme 1.3).

Citons pour terminer une construction, due à VFR. Jones, qui généralise le produit

de Kronecker (voir théorème 18.4 dans [vLW]) de deuxmatrices. Cette construction permet

de construire beaucoup dematrices deHadamard d’ordre nm à partir de deuxmatrices de

Hadamard d’ordres n etm.

P 1.5. (Produit tordu de VFR. Jones). — Soit A ) * ai,j - 0 � i,j<n une ma-
trice de Hadamard d’ordre n et B ) * bi,j - 0 � i,j<m une matrice de Hadamard d’ordrem et

T )	* tj,k - 0 � j<n, 0 � k<m unematricen � m à coefficients 1 1. SoitH )�* hik,jl - 0 � i,j<n, 0 � k,l<m
la matrice nm � nm définie par

hik,jl ) ai,j tj,kbk,l .

Alors H est une matrice de Hadamard.

Preuve. — On a
�
u,v

hik,uvhjl,uv ) �
uv

ai,u tu,kbk,vaj,utu,lbl,v

) �
u

ai,u tu,kaj,utu,l
�
v

bk,vbl,v

) �
u

ai,u tu,kaj,utu,lmδk,l

) mδk,l
�
u

ai,uaj,u ) mδk,lnδi,j

) mnδik,jl
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QED

2. Construction de matrices de conférence

Soitm un entier naturel et soit s ) * s1, . . . , s2m , 1 - une suite finie de longueur im-
paire 2m 4 1. Soit C * s - . M2m � 2m la matrice suivante associée à la suite s :

Sim est impair, la matrice C * s - est la matrice symétrique suivante :

C * s - )

���������
�

0 s1 s2 s3 s4 s5 . . .

s1 0 4 s1 4 s2 4 s3 4 s4 . . .

s2 4 s1 0 s1 s2 s3 . . .

s3 4 s2 s1 0 4 s1 4 s2
s4 4 s3 s2 4 s1 0 s1
s5 4 s4 s3 4 s2 s1 0
...

...
...

����������
�

,

sim est pair la matrice C * s - est la matrice antisymétrique suivante :

C * s - )

�������������
�

0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 . . .

4 s1 0 4 s1 4 s2 4 s3 4 s4 4 s5 4 s6 . . .

4 s2 s1 0 s1 s2 s3 s4 s5 . . .

4 s3 s2 4 s1 0 4 s1 4 s2 4 s3 4 s4
4 s4 s3 4 s2 s1 0 s1 s2 s3
4 s5 s4 4 s3 s2 4 s1 0 4 s1 4 s2
4 s6 s5 4 s4 s3 4 s2 s1 0 s1
4 s7 s6 4 s5 s4 4 s3 s2 4 s1 0
...

...
...

��������������
�

.

Le coefficient ci,j (0 � i, j < 2m) de la matrice C * s - est donc donné par
ci,j ) * 4 1 - isj , i si i < j ,

ci,i ) 0 ,
ci,j ) * 4 1 - j 6 m 6 1si , j si i > j .

T 2.1. — Soit s )�* s1, . . . , s2m , 1 - une suite de longueur 2m 4 1. Alors
C * s - est une matrice de conférence si et seulement si s est de type Hadamard.

Ce théorème est un corollaire facile des lemmes 2.2 et 2.3 ci-dessous.

On dira qu’une suite s )�* s1, . . . , s2m , 1 - de longueur 2m 4 1 est supersymétrique si
on a

sk )�* 4 1 - m 6 ks2m , k
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pour k ) 1, . . . , 2m 4 1.

L 2.2. — Soit s )+* s1, . . . , s2m , 1 - une suite à valeurs dans R � / 0 3 .
Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Deux vecteurs lignes quelconques de la matrice C * s - construite ci-dessus dont
les indices n’ont pas la même parité sont orthogonaux.

(ii) La suite s est supersymétrique.

Preuve. — On a pour 0 � 2i < 2j � 1 < 2m :
2m , 17
k 8 0

c2i,kc2j 6 1,k

)
2i , 17
k 8 0
� *54 1 - k 6 m 6 1s2i , k � � *54 1 - k 6 m 6 1s2j 6 1 , k �

� 2j7
k 8 2i 6 1

sk , 2i
� * 4 1 - k 6 m 6 1s2j 6 1 , k �

� 2m , 17
k 8 2j 6 2

sk , 2i
� 4 sk , 2j , 1 �

)�* s2i s2j 6 1 � s2i , 1s2j � . . . � s1s2j , 2i 6 2 -� * 4 1 - m * s1s2j , 2i 4 s2s2j , 2i , 1 � s3s2j , 2i , 2 4 . . .
. . . � s2j , 2i , 1s2 4 s2j , 2is1 �
4�* s2j , 2i 6 2s1 � s2j , 2i 6 3s2 � . . . � s2m , 2i , 1s2m , 2j , 2 �

)�* s2i s2j 6 1 � s2i , 1s2j � . . . � s1s2j , 2i 6 2 - 4�* s2j , 2i 6 2s1 � s2j , 2i 6 3s2 � . . .

. . . � s2m , 2i , 1s2m , 2j , 2 �
)�� s2m , 2j , 1s2m , 2i � s2m , 2js2m , 2i 6 1 � . . . � s2is2j 6 1 si i � j � m 4 1

4 � s2i 6 1s2j 6 2 � s2i 6 2s2j 6 3 � . . . � s2m , 2j , 2s2m , 2i , 1 � si i � j < m 4 1
Un calcul analogue donne pour 0 < 2i � 1 < 2j < 2m 4 1 :

2m , 17
k 8 0

c2i 6 1,kc2j,k

)
2i7
k 8 0
� * 4 1 - k 6 m 6 1s2i , k 6 1 � � * 4 1 - k 6 m 6 1s2j , k �

� 2j , 17
k 8 2i 6 2

� 4 sk , 2i , 1 � � * 4 1 - k 6 m 6 1s2j , k �
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� 2m , 17
k 8 2j 6 1

� 4 sk , 2i , 1 � sk , 2j
)�* s2i 6 1s2j � s2is2j , 1 � . . . � s1s2j , 2i -� * 4 1 - m * s1s2j , 2i , 2 4 s2s2j , 2i , 3 � s3s2j , 2i , 4 4 . . . � s2j , 2i , 3s2 4 s2j , 2i , 2s1 �
4�* s2j , 2is1 � s2j , 2i 6 1s2 � . . . � s2m , 2i , 2s2m , 2j , 1 �

)�* s2i 6 1s2j � s2is2j , 1 � . . . � s1s2j , 2i - 4�* s2j , 2is1 � s2j , 2i 6 1s2 � . . .

. . . � s2m , 2i , 2s2m , 2j , 1 �
)�� s2m , 2j , 1s2m , 2i � s2m , 2js2m , 2i 6 1 � . . . � s2is2j 6 1 si i � j � m 4 1

4 � s2i 6 1s2j 6 2 � s2i 6 2s2j 6 3 � . . . � s2m , 2i , 1s2m , 2j , 2 � si i � j < m 4 1

Supposons maintenant que la matrice C * s - associée à la suite s ) * s1, . . . , s2m , 1 -
satisfasse la condition (i) du lemme 2.2.

Sim est pair on obtient donc

0 )
2m , 17
k 8 0

cm,kcm 6 1,k ) sm , 1sm � smsm 6 1 ) sm * sm , 1 � sm 6 1 -

et ceci montre l’identité sm 6 1 )�4 sm , 1.
On a demême

0 ) 2m , 1�

k 8 0 cm , 1,kcm,k ) sm , 1sm , 2 � smsm , 1 � sm 6 1sm � sm 6 2sm 6 1
) sm , 1 * sm , 2 4 sm 6 2 -

ce qui implique sm 6 2 ) sm , 2.

0 ) 2m , 1�

k 8 0 cm,kcm 6 3,k ) sm , 3sm � sm , 2sm 6 1 � sm , 1sm 6 2 � sm 6 3sm
) sm * sm , 3 � sm 6 3 -

ce qui implique sm 6 3 )�4 sm , 3. En itérant on obtient donc l’assertion (ii).
Sim est impair on a

0 )
2m , 17
k 8 0

cm , 1,kcm,k )+* smsm � 1 � sm , 1sm - ) sm * sm 6 1 � sm , 1 -

ce qui montre sm 6 1 )	4 sm , 1. Puis

0 )
2m , 1�

k 8 0 cm,kcm 6 1,k ) sm , 1sm , 2 � smsm , 1 � sm 6 1sm � sm 6 2sm 6 1
) sm , 1 * sm , 2 4 sm 6 2 -

ce qui implique sm 6 2 ) sm , 2 etc.
L’implication (ii) )�� (i) est un petit calcul laissé au lecteur. QED
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L 2.3. — Si la suite s ) * s1, . . . , s2m , 1 - est supersymétrique, alors on a pour
k ) 1, . . . , m 4 1, i ) 0, . . . , 2m 4 2k 4 1

2m , 17
l 8 0

ci,lci 6 2k,l ) Corr2k * s - 4 corr2m , 2k * s - .

Preuve. — On a
2m , 17
l 8 0

ci,lci 6 2k,l )
i , 17
l 8 0
* 4 1 - l 6 m 6 1si , l * 4 1 - l 6 m 6 1si 6 2k , l

� i 6 2k , 17
l 8 i 6 1

* 4 1 - isl , i * 4 1 - l 6 m 6 1si 6 2k , l

� 2m , 17
l 8 i 6 2k 6 1

* 4 1 - isl , i *54 1 - i 6 2ksl , i , 2k

)�* si si 6 2k � si , 1si 6 2k , 1 � . . . � s2k , 1s1 -� * 4 1 - m * s1s2k , 1 4 s2s2k , 2 � . . . � s1s2k , 1 -� * s2k 6 1s1 � s2k 6 2s2 � . . . � s2m , i , 1s2m , i , 2k , 1 -
)�* s2m , is2m , i , 2k � s2m , i 6 1s2m , i , 2k 6 1 � . . . � s2m , 1s2m , 2k , 1 -� * 4 1 - m * s1s2k , 1 4 s2s2k , 2 � . . . � s1s2k , 1 -� * s2k 6 1s1 � s2k 6 2s2 � . . . � s2m , i , 1s2m , i , 2k , 1 -
) Corr2k * s - 4 * s1s2m , 2k 6 1 � s2s2m , 2k 6 2 � . . . � s2k , 1s2m , 1
) Corr2k * s - 4 Corr2m , 2k * s -

ce qui démontre le lemme. QED

Voici quelques transformations simples qui préservent les suites de type Hada-

mard.

P 2.4.

(i) Si la suite s ) * s1, . . . , s2m , 1 - est de type Hadamard, alors * 4 s1, 4 s2, 4 s3, . . . ,
4 s2m , 1 - est de type Hadamard.

(ii) Si s ) * s1, . . . , s2m , 1 - est de type Hadamard, alors t ) * t1, . . . , t2m , 1 - )
* 4 s1, s2, 4 s3, . . . , 4 s2m , 1 - est de type Hadamard où tl )�*54 1 - lsl .

(iii) Si s )+* s1, . . . , s4n , 1 - est une suite de longueur 4n 4 1 qui est de type Hadamard,
alors la suite t )�* t1, . . . , t4n , 1 - définie par

t2l )�* 4 1 - ls2l pour l ) 1, . . . , 2n 4 1,
t2l 6 1 )+* 4 1 - ls2n 6 2l 6 1 pour l ) 0, . . . , n 4 1,
t4n , l )	* 4 1 - l tl pour l ) 1, . . . , 2n 4 1
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est aussi de type Hadamard.

Preuve. — Les assertions (i) et (ii) sont faciles à vérifier. L’assertion (iii) résulte du

lemme suivant :

L 2.5. — Soit s )+* s1, s2, . . . , s4n , 1 - une suite supersymétrique.
Soit t )+* t1, t2, . . . , t4n , 1 - la suite supersymétrique définie par

t2l )�* 4 1 - ls2l pour l ) 1, . . . , 2n 4 1,
t2l 6 1 )+* 4 1 - ls2n 6 2l 6 1 pour l ) 0, . . . , n 4 1,
t4n , l )	* 4 1 - l tl pour l ) 1, . . . , 2n 4 1

Alors on a

* 4 1 - k
�
Corr2k * t - 4 Corr4n , 2k * t - � ) Corr2k * s - 4 Corr4n , 2k * s -

pour k ) 1, . . . , 2n 4 1.

Preuve. — Il suffit de démontrer la proposition pour k ) 1, . . . , n 4 1.
En utilisant s4n , l )#*54 1 - lsl et t4n , l ) * 4 1 - l tl on obtient alors pour 1 � k �

n 4 1 :
Corr2k * s - ) 2 * s1s2k 6 1 � s3s2k 6 3 � . . . � s2n , 2k , 1s2n , 1 -

4 * s2n , 2k 6 1s2n , 1 � s2n , 2k 6 3s2n , 3 � . . . � s2n , 1s2n , 2k 6 1 -� * s2s2k 6 2 � s4s2k 6 4 � . . . � s4n , 2k , 2s4n , 2 -
Corr4n , 2k * s - ) 4 * s1s2k , 1 � s3s2k , 3 � . . . � s2k , 1s1 -� * s2s4n , 2k 6 2 � s4s4n , 2k 6 4 � . . . � s2k , 2s4n , 2 -

et

*54 1 - k Corr2k * t - ) 2 * s1s2k 6 1 � s3s2k 6 3 � . . . � s2n , 2k , 1s2n , 1 -� * s2k , 1s1 � s2k , 3s3 � . . . � s1s2k , 1 -� * s2s2k 6 2 � s4s2k 6 4 � . . . � s4n , 2k , 2s4n , 2 -
*54 1 - k Corr4n , 2k * t - ) * s2n , 1s2n , 2k 6 1 � s2n , 3s2n , 2k 6 3 � . . . � s2n , 2k 6 1s2n , 1 -� * s2s4n , 2k 6 2 � s4s4n , 2k 6 4 � . . . � s2k , 2s4n , 2 -

ce qui démontre le lemme. QED

Remarque 2.6. — Étant donné une suite supersymétrique s ) * s1, . . . , s2m , 1 - la
suite s̃ ) * s̃1, . . . , s̃2m , 1 - définie par s̃2i 6 1 ) * 4 1 - is2i 6 1 et s̃2i ) * 4 1 - is2i est symétrique
(ie vérifie s̃k ) s̃2m , k ). De plus, la suite s est de type Hadamard si et seulement si la suite
symétrique s̃ est à coefficients 1 1 et vérifie

Corr2k * s̃ - )�*54 1 - m Corr2m , 2k * s̃ -
pour k ) 1, . . . , m 4 1.
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Étant donné une suite symétrique s̃ qui satisfait les conditions ci-dessus, on obtient

unematrice de conférence (antisymétrique pourm pair et symétrique pourm impair) C̃ * s̃ -
en considérant �����

�
0 s̃1 s̃2 s̃3 s̃4 s̃5 . . .

�
s̃1 0 s̃1 4 s̃2 s̃3 4 s̃4 . . .

�
s̃2

�
s̃1 0 s̃1 s̃2 s̃3 . . .

�
s̃3 1 s̃2 �

s̃1 0 s̃1 s̃2 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .

� ����
�

Je ne développe pas ce point de vue car on a toujours C̃ * s̃ - ) DC * s - D pour D une
matrice diagonale à coefficients 1 1 convenable. On n’obtient donc rien de nouveau du
point de vue des matrices de conférence (ou desmatrices de Hadamard).

Pour terminer cette section, voici une construction encore plus simple de matrices

de conférence à partir de suites de type Hadamard.

D 2.7. — Une suite s )�* s1, . . . , s2m , 1 - est de type Hadamard faible si
elle satisfait les conditions (i) et (iii) dans la définition 0.1, ie. si on a s1, . . . , s2m , 1 .�/21 1 3
et Corrk * s - ) Corr2m , k * s - pour k ) 1, . . . , 2m 4 1.

Les suites de type Hadamard sont donc les suites de type Hadamard faible qui sont

en plus supersymétriques. Je ne connais cependant aucune suite de type Hadamard faible

qui ne soit pas supersymétrique. En effet, une recherche exhaustive par machine montre

que toutes les suites de type Hadamard faible de longueur � 23 sont supersymétriques.

Pour s )�* s1, . . . , s2m , 1 - considérons la matrice

C � * s - )
�����
�

0 s1 s2 s3 . . . s2m , 2 s2m , 1
4 s2m , 1 0 s1 s2 . . . s2m , 3 s2m , 2
4 s2m , 2 4 s2m , 1 0 s1 . . . s2m , 4 s2m , 3

...
...

. . .
...

...
4 s1 4 s2 4 s3 4 s4 . . . 4 s2m , 1 0

������
�

T 2.8. — La matrice C ��* s - est une matrice de conférence si et seulement
si s est une suite de type Hadamard faible.

Preuve. — C’est un calcul facile laissé au lecteur.
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3. Arithmétique

À une suite s )	* s1, . . . , s2m , 1 - de longueur 2m 4 1 nous associons le polynôme

P * x - ) Ps * x - )
2m , 17
k 8 1

six
i

de degré 2m 4 1.

P 3.1. — Soit P * x - ) Ps * x - le polynôme associé comme ci-dessus à la
suite s )+* s1, . . . , s2m , 1 - .

Supposons qu’on ait l’égalité Corrk * s - ) Corr2m , k * s - pour k ) 1, . . . , 2m 4 1.
Alors on a

P * ζ - P * ζ , 1 - ) P * ζ - P * ζ - )
2m , 17
i 8 1

s2i

pour tout ζ . C tel que ζ2m � 1 ) 0.

Preuve. — On a

P * x -
�
x2mP * 1

x - � ) �

i

six
i

�

j

sjx
2m , j

) x2m
� 2m , 1�

i 8 1 s
2
i � 2m , 2�

k 8 1 Corrk * s - * x
k � x , k - � .

L’égalité Corr2m , k * s - ) Corrk * s - entraîne donc
Corrk * s - * xk � x , k - � Corr2m , k * s - * x2m , k � xk , 2m -

) Corrk * s -
�
xk * 1 � x , 2m - � x , k * 1 � x2m - �

ce qui montre que

ζ
2mP * ζ - P * 1

ζ
- ) ζ

2m
2m , 17
i 8 1

s2i

pour ζ racine du polynôme x2m � 1. QED

La proposition 3.1 implique immédiatement le résultat suivant :

C 3.2. — Soit ζ une racine du polynôme x2m � 1.

Chaque suite s )+* s1, . . . , s2m , 1 - de type Hadamard fournit alors une factorisation
2m 4 1 ) αα

avec α ) Ps * ζ - . Z � ζ � un entier algébrique dans le corps cyclotomique Q � ζ � (et α le

conjugué complexe deα).
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Exemples 3.3.

(i) Sim est impair on peut prendre ζ ) e iπ/2 ) i et on a alors

α )
m , 17
j 8 1
* 4 1 - js2j � i

m , 17
j 8 0
*54 1 - js2j 6 1 .

Pour qu’une suite s ) * s1, . . . , s2m , 1 -�. /21 1 3 2m , 1 de type Hadamard avec m impair

puisse exister il faut donc que 2m 4 1 soit somme de deux carrés d’entiers. Ceci explique
en particulier l’absence de suites de type Hadamard à valeurs 1 1 de longueur 2m 4 1 pour
m ) 11, 17, 29, 35, 39, 47, . ..

(ii) Pour m ) 2m � avec m � impair on peut prendre ζ ) e iπ/4. L’existence d’une

suite s . / 1 1 3 4m � , 1 de type Hadamard fournit
α )�* a1 * ζ 4 ζ3 - � a2ζ

2 - . Z � ζ �
avec

ak )
m � , 17
j 8 0
*54 1 - js4j 6 k pour k ) 1, 2

et l’égalité αα ) 4m � 4 1 équivaut à
2a21 � a22 ) 4m � 4 1

(les entiers a1, a2 sont impairs et vérifient 4 m � � a1, a2 � m � ).
(iii) Pour m ) 3m � avec m � impair on peut prendre ζ ) e iπ/6. L’existence d’une

suite s . / 1 1 3 6m � , 1 de type Hadamard donne
α )�* a0 � a1 * ζ � ζ5 - � a2 * ζ2 4 ζ4 - � a3ζ

3 - . Z � ζ �
avec

a0 ) �

j 8 1 * 4 1 -
js6j et

ak ) �

j 8 0 * 4 1 -
js6j 6 k pour k ) 1, 2, 3

etαα ) 6m � 4 1 équivaut à
* a0 � a2 - 2 � * a1 � a3 - 2 ) 6m � 4 1

avec * a0, a1, a2, a3, a4, a5 - . Z4, a0 pair et a1, a2, a3 impair
De plus, on a également

* a0 4 2a2 - 2 � * 2a1 4 a3 - 2 ) 6m � 4 1
en considérant la racine i ) e iπ/4 de x6m � � 1 (cf 4.3 (i) ).

(iv) Pour m ) 4m � avec m � impair on peut prendre ζ ) e iπ/8. L’existence d’une

suite s . / 1 1 3 4m � , 1 de type Hadamard fournit
α )+* a1 * ζ 4 ζ7 - � a2 * ζ2 � ζ6 - � a3 * ζ3 4 ζ5 - � a4ζ

4 - . Z � ζ �
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avec

ak )
m � , 17
j 8 0
*54 1 - js8j 6 k pour k ) 1, 2, 3, 4 .

et on a αα ) 8m � 4 1 � �

2a21 � 2a22 � 2a23 � a24 ) 8m � 4 1
a21 4 a23 � 2a1a3 � 2a2a4 ) 0

où 4 m � � a1, a2, a3, a4 � m � sont des entiers impairs.
On peut également utiliser la proposition 3.1 autrement en se ramenant à l’étude

des corps finis.

En effet, une suite s ) * s1, . . . , s2m , 1 - de type Hadamard fournit un polynôme
P * x - ) Ps * x - . Z � x � de degré 2m 4 1 tel que * x2m � 1 - divise le polynôme

P * x -
�
x2mP * 1

x
- � 4 * 2m 4 1 - x2m .

Soit p un diviseur premier de 2m 4 1. On a donc
P * x -
�
x2mP * 1

x
- � )+* x2m � 1 - q̃ * x - . Fp � x �

en réduisant les coefficients de tous les polynômes modulo p. Tout facteur irréductible

dans Fp � x � de * x2m � 1 - divise donc soit P * x - soit x2mP * 1x - .
Soit

x2m � 1 )
r�

i 8 1
ai * x - ai * x -

t�

j 8 1
bj * x -

la décomposition de x2m � 1 en facteurs irréductibles sur Fp � x � où les ai * x - , ai * x - sont tels
que ai * ξ - ) 0

� � ai * ξ , 1 - ) 0 et les b j * x - vérifient b j * ξ - ) 0
� � b j * ξ , 1 - ) 0. On

voit alors qu’il existe un sous-ensemble I � / 1, . . . , r 3 tel que

P * x - ) xq * x -
�

i � I
ai * x -

�

i �� I
ai * x -

t�

j 8 1
bj * x - . Fp � x � .

La proposition suivante décrit les factorisation de xp 6 1 � 1 . Fp � x � pour p un
nombre premier.

P 3.4. — Soit p ) 2m 4 1 un nombre premier impair.
(i) Si p est congru à 1 modulo 4 alors

x2m � 1 )+* x 4 α - * x � α -
�
p , 1 � /4�

l 8 1
* x2 � clx 4 1 - * x2 4 clx 4 1 - . Fp � x �
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où α2 ) 4 1, 1 � c1 < c2 < . . . < c �
p , 1 � /4 � * p 4 1 - /2 (en identifiant les entiers avec les

éléments correspondants dans Fp) et les polynômes x2 1 clx 4 1 sont irréductibles.
(ii) Si p est congru à 3 modulo 4 alors

x2m � 1 )
�
p 6 1 � /4�

l 8 1
* x2 � clx 4 1 - * x2 4 clx 4 1 - . Fp � x �

où 1 � c1 < c2 < . . . < c �
p 6 1 � /4 � * p 4 1 - /2 et les polynômes x2 1 clx 4 1 sont irréductibles.

Preuve. — On a

* xp2 , 1 4 1 - )+* xp 6 1 � 1 - * x
�
p , 2 � �

p 6 1 � 4 x
�
p , 3 � �

p 6 1 � � * x �
p , 4 � �

p 6 1 � 4 . . . 4 1 -
ce qui montre que toute racine ζ de x2m � 1 ) xp 6 1 � 1 est également racine de xp

2 4 x et
ζ appartient donc à l’extension de degré 2 de Fp . Tous les facteurs irréductibles de x

2m � 1

sont donc au plus de degré 2. Pour y . Fp � / 0 3 on a y2m � 1 ) yp , 1y2 � 1 ) y2 � 1 ce

qui démontre que les seules racines de x2m � 1 qui sont dans le corps primaire Fp sont les

deux racines de 4 1 si elles existent.
Soitmaintenant ζ une racine d’un diviseur g monique irréductible de x2m � 1. Alors

ζp est aussi racine de g et si g est de degré 2 on a

g )�* x 4 ζ - * x 4 ζp - ) x2 4 * ζ � ζp - x � ζζp ) x2 4�* ζ � ζp - x 4 1
car ζζp ) ζ2m )	4 1 ce qui termine la preuve. QED

La factorisation de xp 6 1 � 1 . Fp � x � est donc facile à trouver en utilisant le fait que
/ c1, . . . , c �

p � 1 � /4 3 ) / 1 � x < p/2
�
x2 � 4 n’est pas un carré dans Fp 3 .

On peut également montrer que si 2m 4 1 ) q ) p f est une puissance d’un

nombre premier p, alors les facteurs irréductibles de x2m � 1 . Fp � x � sont au plus de degré
2f .

Remarque 3.5. — Si la longueur 2m d’une suite de type Hadamard est de la forme

p � 1 avec p congru à 1 modulo 4 on saît que * x 4 α - divise le polynôme Ps * x - . Fp � x �
pour α une des deux racines de x2 � 1. On peut alors montrer assez facilement que dans

ce cas P * x - est même divisible par * x 4 α - 2.

4. Codes cycliques et anticycliques

Un code linéaire de dimension d et de longueur l est un sous-espace vectoriel C �
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Flp qui est de dimension d. Le code dual C � d’un code linéaire C est le code

C � ) / * x1, . . . , xl - . Flp
� 7

i

xici ) 0 � * c1, . . . , cl - . C 3 .

On dira que le code C est isotrope si C � C � et C est autodual si C ) C � .

Un code cyclique est un code dans Fp � x � / * xl 4 1 - qui est aussi un idéal pour la struc-
ture d’anneau sur Fp � x � / * xl 4 1 - . Si la longueur l d’un code cyclique C n’est pas divisible
par la caractéristique du corps fini Fp alors l’anneau Fp � x � / * xl 4 1 - est principal et C est
engendré (en tant qu’idéal) par un générateur g * x - . Fp � x � qui divise * x l 4 1 - .

Un code C de longueur l est donc cyclique si et seulement si il est invariant par

permutations cycliques des coordonnées, ie. si on a c ) * c0, c1, . . . , cl , 1 -�. C
� �

* c1, c2, . . . , cl , 1, c0 - . C .
On supposera dans la suite que l n’est jamais divisible par la caractéristique de Fp .

D 4.1. — On dira qu’un code C de longueur l est anticyclique si on a

* c1, c2, . . . , cl , 1, 4 c0 - . C pour tout c )�* c0, c1, c2, . . . , cl , 1 - . C .

P 4.2. — Les codes anticycliques de longueur l (non-divisible par la ca-

ractéristique de Fp) sur Fp sont en bijection avec les diviseurs de x l � 1 . Fp � x � .

Preuve. — L’application linéaire

c )	* c0, c1, . . . , cl , 1 - 4 �
ψ * c - )+* c0, c1, . . . , cl , 1, 4 c0, 4 c1, . . . , 4 cl , 1 -

envoie un code anticyclique de longueur l sur un code cyclique de longueur 2l et demême

dimension.

Le codeψ * C - est engendré (en tant qu’idéal de Fp � x � / * x2l 4 1 - ) par un élément de
la forme

g * x - )�* xl 4 1 - g̃ * x -
avec g̃ * x - un diviseur de x l � 1.

On vérifie facilement que ψ induit une bijection entre codes anticycliques de lon-

gueur l et codes cycliques de longueur 2l engendré par un élément comme ci-dessus.QED

On dira que le code anticyclique C est engendré par g̃ * x - si le code cyclique ψ * C -
est engendré par * x l 4 1 - g̃ * x - . Le diviseur g̃ * x - de x l � 1 est le générateur du code anticy-

clique C .

La proposition suivante permet de construire des codes anticycliques isotropes.
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P 4.3. — Soit C un code anticyclique de longueur l engendré par

g̃ * x - ) �
γix

i . Fp � x � de degré d.
Si xl � 1 divise g̃ * x - xd g̃ * x , 1 - alors C est isotrope.

Preuve. — Une base du code C est donnée par les polynômes

g̃ * x - , xg̃ * x - , . . . , x l , d , 1g̃ * x -
et il suffit demontrer que � g̃ * x - , xk g̃ * x -�� ) 0 pour k ) 0, . . . , l 4 d 4 1. Or � g̃ * x - , xk g̃ * x -��
est le coefficient de degré d � k (ou d 4 k) du polynôme

f * x - ) g̃ * x - xd g̃ * x , 1 - )+* xl � 1 - r * x - )
7
k

7
i

γi 6 kγix
k 6 d

avec r * x - . Fp � x � un polynôme de degré au plus 2d 4 l.
Les coefficients de degré j avec 2d 4 l < j < l du polynôme f * x - sont tous nuls.

Ceci montre que � g̃ * x - , xk g̃ * x -�� ) 0 pour d 4 l < 0 � k < l 4 d. QED

Cette proposition et sa preuve sont en fait des adaptations de résultats bien connus

dans le cas des codes cycliques.

C 4.4. — Soit s )+* s1, . . . , s2m , 1 - une suite de type Hadamard à valeurs
1 1 et soit p undiviseur premier de 2m 4 1. Alors le plus petit code anticyclique de longueur
2m qui contient l’élément * 0, s1, . . . , s2m , 1 - est isotrope.

Preuve. — Ceci résulte de la fin de la section précédente et de la proposition pré-

cédente.

On peut également le montrer par un petit calcul direct ou le déduire du théo-

rème 2.8.

Exemples 4.5. — Nous donnons ici les factorisations de x2m � 1 et de
�
six

i dans

Fp pour toutes les suites de type Hadamard de longueurs � 13 dont la table se trouve dans

la section suivante.

Cette table ne contient pas vraiment toutes les suites mais les suites omises sont

obtenues par des transformations très simples et les factorisations correspondantes se dé-

duisent facilement de celles données ici.

Remarquons que ces factorisations permettent facilement de trouver le gérérateurs

des codes anticycliques isotropes décrit par le corollaire 4.4. Une inspection montre que

ces codes sont souvent autoduaux (voir la remarque 4.6 (iii) ci-dessous).
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m ) 2, p ) 3 :
x4 � 1 )�* x2 � x 4 1 - * x2 4 x 4 1 -
4 x � x2 � x3 ) x * x2 � x 4 1 -

m ) 3, p ) 5 :
x6 � 1 )+* x � 2 - * x � 3 - * x2 � 2x 4 1 - * x2 4 2x 4 1 -
x 4 x2 � x3 � x4 � x5 ) x * x � 2 - 2 * x2 � 2x 4 1 -

m ) 4, p ) 7 :
x8 � 1 )�* x2 � x 4 1 - * x2 4 x 4 1 - * x2 � 3x 4 1 - * x2 4 3x 4 1 -

4 x 4 x2 4 x3 � x4 � x5 4 x6 � x7 ) x * x2 � x 4 1 - * x2 � 3x 4 1 - * x 4 3 - * x 4 2 -
x � x2 4 x3 � x4 � x5 � x6 4 x7 )�4 x * x2 � x 4 1 - 2 * x2 4 3x 4 1 -

m ) 5, p ) 3 :
x10 � 1 )�* x2 � 1 - * x4 � x3 4 x � 1 - * x4 4 x3 � x � 1 -

4 x 4 x2 � x3 4 x4 � x5 � x6 � x7 � x8 4 x9 )�4 x * x2 � 1 - 2 * x4 4 x3 � x � 1 -

m ) 6, p ) 11 :
x12 � 1 )	* x2 � 2x 4 1 - * x2 4 2x 4 1 - * x2 � 3x 4 1 - * x2 4 3x 4 1 - * x2 � 5x 4 1 - * x2 4 5x 4 1 -
x 4 x2 � x3 � x4 4 x5 � x6 � x7 � x8 4 x9 4 x10 4 x11

)	4 x * x2 � 3x 4 1 - * x2 4 5x 4 1 - * x2 4 2x 4 1 - * x � 4 - * x 4 5 - * x 4 3 - * x 4 2 -
x 4 x2 � x3 4 x4 4 x5 � x6 � x7 4 x8 4 x9 4 x10 4 x11

)	4 x * x2 � 2x 4 1 - * x2 � 3x 4 1 - * x2 � 5x 4 1 - * x4 � 2x3 4 3x2 4 2x � 1 -

m ) 7, p ) 13 :
x14 6 1 8 �

x 6 5 � �
x , 5 � �

x2 6 x , 1 � �
x2 , x , 1 � �

x2 6 2x , 1 � �
x2 , 2x , 1 � �

x2 6 4x , 1 � �
x2 , 4x , 1 �

x 4 x2 � x3 4 x4 4 x5 4 x5 � x7 � x8 4 x9 � x10 � x11 � x12 � x13

) x * x 4 5 - 2 * x2 4 x 4 1 - * x2 4 2x 4 1 - * x2 4 4x 4 1 - * x2 � 2x � 8 - * x2 � 3x � 5 -
4 x � x2 � x3 4 x4 � x5 4 x6 � x7 � x8 � x9 � x10 � x11 4 x12 4 x13
)�4 x * x � 5 - 2 * x2 � 2x 4 1 - * x2 4 4x 4 1 - * x2 4 x 4 1 - 2 * x � 2 - * x � 6 -

4 x � x2 4 x3 � x4 4 x5 4 x6 � x7 � x8 4 x9 4 x10 4 x11 4 x12 4 x13
)�4 x * x 4 5 - 2 * x2 � x 4 1 - * x2 � 2x 4 1 - * x2 4 4x 4 1 - * x � 3 - * x � 4 - * x 4 6 - * x 4 2 -
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Remarque 4.6.

(i) Le code anticyclique associé à une suite de type Hadamard considéré ci-dessus

est le code engendré (sur Fp) par les vecteurs lignes de la matrice de conférence C ��* s -
construite à la fin de la section 2.

Ce code est aussi isomorphe au code engendré par les vecteurs colonnes de C ��* s -
(car C ��* s - est équivalent à une matrice de conférence symétrique ou antisymétrique).

(ii) Un autre code isotrope associé à une suite de type Hadamard est obtenu en

considérant les vecteurs lignes de la matrice de conférence C * s - considéré au début de la
section 2.

(iii) Si le nombre premier p considéré est égal à la longueur 2m 4 1 d’une suite de
type Hadamard, alors le code anticyclique associé ainsi que le code défini par le point (ii)

ci-dessus sont tous les deux autoduaux (car les réseaux entiers associés à ces codes sont

alors Zp 6 1 qui est unimodulaire).

5. Tables

La liste suivante permet de construire toutes les suites de type Hadamard de lon-

gueur 2m 4 1 � 61.

Les données sont organisées comme suit : Pour une valeur de m donnée la table

indique d’abord le nombre total de telles suites de longueur 2m 4 1. En cas d’absence de
suite une raison simple est parfois donnée (par exemple pourm impair la longueur 2m 4 1
doit être somme de deux carrés).

La table contient ensuite une liste incomplète de ces suites. La liste complète est

obtenu en prenant chaque fois aussi les suites obtenus en changeant tous les signes, en

changeant tous les signes d’indices impairs respectivement en changeant tous les signes

d’indices pairs (la transformation (iii) de la proposition 2.4 n’a pas été utilisée pour rac-

courcir la liste dans le cas oùm est pair).

Une suite est seulement représentée par les signes de ses coefficients. Ainsi � 4� � � représente par exemple la suite * 1, 4 1, 1, 1, 1 - de longueur 5 avecm ) 3.
Les listes ont été construites par un programme d’ordinateur assez simple qui a

parcouru toutes les suites supersymétriques à valeurs 1 1 pour trouver celles qui sont de
type Hadamard.
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Les résultat obtenus semblent indiquer que de telles suites existent exactement

pour toutes les longueurs 2m 4 1 qui sont puissances d’un nombre premier ie. qui ap-
paraissent comme cardinalité d’un corps fini.

m ) 1 : 2 suites : �
m ) 2 : 4 suites :

4 � �
m ) 3 : 4 suites : � 4 � � �
m ) 4 : 8 suites : 4�4�4 � � 4 �� � 4 � � � 4
m ) 5 : 4 suites :

4�4 � 4 � � � � 4
m ) 6 : 8 suites : � 4 � � 4 � � � 4�4 4� 4 � 4�4 � � 4 4�4 4
m ) 7 : 12 suites : � 4 � 4 4�4 � � 4 � � � �

4 � � 4 � 4 � � � � � 4�4
4 � 4 � 4�4 � � 4 4�4 4�4

m ) 8 : 0 suites.

m ) 9 : 12 suites :� � 4 � 4 � � 4 � � � 4�4 4�4 4 �
4 4�4 4 � � � 4 � � � 4 � � 4 � 4
4 4�4 � 4 4�4�4 � � 4 � 4 4�4 � 4

m ) 10 : 16 suites :
4 � 4 � � � 4 4�4 � � 4 � � 4 � � � �
4 � � 4 � � � � 4 � � � 4 � 4�4 4 � �� 4 4�4 4�4 � 4�4 � � 4 4�4 � 4 � 4�4� 4 � � � 4 4 � 4 � � � � 4 4 � 4 4�4
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m ) 11 : 0 suites. 21 n’est pas somme de deux carrés.
m ) 12 : 16 suites :

4 4 � � 4 � 4 � 4 4�4 � � 4 � � � � � � 4 4 �
4 4 � � � 4 � 4 � 4�4 � � 4 4�4 4�4 4 � 4 4 �� � 4 � � 4 4 � 4 � 4 � � � � � � 4 4 � � � 4� � � � 4 � � 4 4 � 4 � � � � 4 4 � � � 4 � 4

m ) 13 : 8 suites :� � � � � 4 � 4 4 � � 4 � � � 4�4 � � � � 4 � 4 �
4�4 � 4�4 � 4 4 � 4 � 4 � � � � � � 4 4 4 � � � 4
4 4 4 � 4 4 � 4 4�4 4�4 � � 4 � 4 � � � 4�4 4 � 4

m ) 14 : 8 suites :
4 � � � 4�4 4�4 4 � 4 4�4 � � 4 � � � 4 � 4 � � 4 � �
4 � � 4 4�4 � � 4 � 4 � 4 � � � � � � � 4 4 � 4�4 � �

m ) 15 : 16 suites :� 4 4�4 � 4 � 4 � � 4 � 4�4 � � 4�4�4 4 � � � � � � 4 � �� 4 4�4 � � � 4 � 4 4�4 4�4 � � 4 � 4 � � � � 4 � � 4 � �
4 � 4�4 � 4�4 � � � � � � 4 � � � 4 � 4 � 4 4 � � � 4 4�4
4 � 4�4 � � 4 � � 4 � 4 � 4 � � � � � � � 4 4�4 � � 4 4�4
m ) 16 : 32 suites :
4 4�4 � 4 � � 4 � 4�4 4 � 4�4 � � 4 4�4 � 4 4�4�4 � � � � 4 �
4 4�4 4�4 4 � � 4 � � 4�4 � 4 � � � � 4 4 � � � 4 4 � 4 � 4 �
4 4�4 4 � � � 4 4 � 4 � � � 4 � � � 4 � � � � 4�4 � 4 4 � 4 �
4 4 � � 4 � � � � � � � 4 4�4 � � 4 � � 4 � 4 � 4 � � � 4�4 �� � 4 � 4 4 � � 4�4 4 � 4 � 4 � � � � � � 4 � � 4 4 � � � � 4� � 4 4�4 � 4 � 4�4 4 4 � 4�4 � � 4 4�4 � 4 � � � � � 4 � � 4� � � � � 4 � 4 4 � 4�4 � � 4 � � � 4�4 � � � 4�4 4�4 � 4 � 4� � � 4 � 4�4 4 4�4 � � � 4�4 � � 4 4 � 4�4 � 4 � 4�4 4 4 � 4
m ) 17 : 0 suites. 33 n’est pas une somme de deux carrés.
m ) 18 : 0 suites. 35 n’est pas de la forme 2a2 � b2.

m ) 19 : 36 suites :
6 , 6 , 6 6 6 6 6 , , , 6 , 6 6 , , 6 6 , , 6 6 6 6 , 6 6 , 6 , 6 6 6 6 6
6 , 6 6 6 , 6 6 , 6 6 6 6 6 , , 6 , 6 6 6 6 , , 6 , 6 , , , 6 6 6 , 6 6 6
6 , , , 6 6 6 , , 6 , 6 , 6 , , , , 6 6 , 6 , , , , , , , 6 6 , 6 6 , 6 6
6 , , , , , , , , 6 6 6 6 , , 6 , , 6 6 , , , 6 6 , 6 , , 6 , 6 , 6 , 6 6
6 , , 6 , , , , 6 , 6 , , 6 6 6 6 , 6 6 6 , 6 , , 6 6 6 6 6 , 6 , , , 6 6
, 6 6 , 6 6 , 6 , 6 , , 6 6 6 6 6 , 6 6 6 , 6 , 6 6 , , , , , , 6 6 6 , ,
, 6 6 , , , , , 6 , , , , 6 , , 6 , 6 6 6 6 , , , 6 , 6 6 6 , 6 , 6 6 , ,
, 6 , , , , 6 6 6 , , 6 6 6 6 6 6 , 6 6 6 , 6 , 6 , , 6 6 , 6 6 , 6 , , ,
, 6 , 6 6 6 , 6 6 , 6 6 , , , , , , 6 6 , 6 , 6 , , 6 6 6 , , , 6 , , , ,
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m ) 20 : 0 suites. Pas de solutions aux équations 3.3 (iv).

m ) 21 : 24 suites :
6 6 6 , , , , , , 6 , 6 , , , 6 6 6 , , 6 6 , , 6 , , 6 , , , , , 6 , 6 , 6 6 , 6
6 6 6 , , 6 , , 6 , 6 6 6 , 6 , 6 , , , 6 6 , 6 6 6 6 6 6 , 6 6 6 6 , , , 6 6 , 6
6 6 6 6 6 6 , , 6 6 , 6 6 , 6 , , , 6 , 6 6 6 6 , 6 6 6 6 , , , 6 6 , , 6 , 6 , 6
6 6 , , 6 , , 6 , 6 , , , , 6 , , , , , 6 6 , 6 , 6 6 6 , 6 , , , , , 6 6 6 , , 6
, , 6 , 6 , , , , 6 , 6 6 , , , 6 6 6 , 6 6 6 , 6 6 , 6 6 , , , , 6 , 6 6 6 6 6 ,
, , , 6 6 6 , 6 , , 6 6 6 6 6 6 6 6 , , 6 6 , , 6 , 6 , 6 , 6 6 , , , , 6 , , 6 ,

m ) 22 : 40 suites :
, 6 , 6 , 6 , , 6 6 , 6 6 , 6 , , 6 , , , 6 6 , 6 6 6 , , , , 6 6 6 , , 6 6 6 6 6 6 6
, 6 , 6 , , 6 6 6 6 , 6 , , , 6 , , 6 , , 6 6 , , , 6 6 6 , 6 6 6 6 , 6 , , 6 6 6 6 6
, 6 , 6 , , 6 , 6 6 , 6 6 6 6 6 , 6 6 , , 6 6 , , 6 6 6 , 6 , 6 6 6 , , , , 6 6 6 6 6
, 6 , , , , , 6 6 6 6 , 6 6 , , , 6 6 6 , 6 6 6 , 6 6 , 6 6 , , , 6 , 6 6 , 6 , 6 6 6
, 6 , , , , 6 , , 6 6 , 6 , , , , , 6 6 , 6 6 6 , , 6 , 6 , , , , 6 6 , , , 6 , 6 6 6
, 6 6 6 , , , , 6 , , , 6 , 6 , 6 6 , , , 6 6 , 6 6 , , , , , , 6 , , , 6 , 6 6 , 6 6
, 6 6 , , 6 , 6 6 6 6 , 6 , 6 6 , 6 6 6 , 6 6 6 , 6 6 6 , , , , , 6 , 6 6 6 6 , , 6 6
, 6 6 , 6 , , 6 6 , 6 6 6 , 6 6 , 6 , 6 , 6 6 6 6 6 6 6 , , , 6 , , , 6 6 , , , , 6 6
6 , , , , , 6 6 , 6 , 6 , , , 6 , 6 6 , , 6 6 , , 6 6 6 6 , 6 6 6 6 6 6 , , 6 , 6 , ,
6 , 6 6 6 , , , 6 6 , , 6 , 6 , 6 6 , 6 , 6 6 6 6 6 , , , , , , 6 6 , , 6 , , 6 , , ,

m ) 23 : 0 suites.

m ) 24 : 32 suites :
, , , 6 , 6 , 6 , , 6 6 6 , 6 , , 6 , 6 6 , , 6 6 , , 6 6 6 6 , , , , 6 , , 6 6 6 6 6 6 6 , 6
, , , , , , 6 6 , , , , 6 6 6 , , 6 , , , 6 , 6 6 6 6 , 6 6 6 , , 6 , , 6 , 6 6 , , 6 , 6 , 6
, , 6 6 6 6 , 6 6 6 6 , 6 6 6 6 6 , , 6 , , , 6 6 , 6 6 6 , , 6 , 6 , , , 6 , 6 6 6 , 6 , , 6
, , 6 , 6 6 , 6 6 6 , 6 6 , , 6 , 6 , , , 6 , 6 6 6 6 , 6 6 6 6 6 , , 6 6 6 , 6 6 6 , , , , 6
6 6 , 6 6 , 6 6 , , 6 , , , 6 6 6 6 6 6 , 6 , 6 6 6 6 6 , 6 , 6 , , 6 , , , 6 6 , , , 6 6 6 ,
6 6 , , 6 6 , 6 , 6 6 , 6 , , , , , , , 6 , , 6 6 , , , 6 , 6 , 6 , , , , 6 6 6 6 6 , , 6 6 ,
6 6 , , 6 , , 6 6 , 6 6 6 6 6 6 6 , 6 , , , , 6 6 , 6 , , , , 6 , 6 , 6 , , , 6 6 , , , 6 6 ,
6 6 6 6 6 , , 6 , 6 6 6 , 6 , , 6 , , 6 6 6 , 6 6 6 , 6 6 , , , 6 6 6 6 , 6 6 6 6 , , 6 , 6 ,

m ) 25 : 20 suites :
6 6 6 , , 6 , 6 , 6 , 6 , , 6 , , , 6 6 , , , , 6 6 , 6 , , 6 6 , 6 6 6 , , , , , , , , , 6 6 , 6
6 6 6 6 , , , , 6 , 6 , 6 , 6 6 , , 6 , , 6 6 , 6 6 6 , , 6 6 6 , , 6 6 6 6 6 6 6 6 , 6 , , 6 , 6
, , 6 , , 6 6 6 6 6 6 , 6 6 6 6 6 , , 6 , , 6 , 6 6 6 6 , , , 6 6 , 6 , 6 6 6 , 6 , 6 , , 6 6 6 ,
, , , , , , 6 , , 6 6 6 , 6 6 , 6 , , 6 6 , 6 , 6 6 6 6 6 , , 6 6 6 6 , , , 6 , , 6 6 6 , 6 , 6 ,
, , , 6 , 6 6 6 , 6 , 6 , 6 6 , , , 6 6 6 6 , , 6 6 , , 6 , 6 6 , 6 6 , , , , , , , 6 , , , , 6 ,
m ) 26 : 0 suites.
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m ) 27 : 36 suites :
6 , 6 , 6 , 6 6 6 , 6 , , 6 , , 6 6 6 6 , , 6 , , , 6 6 , 6 6 6 , , 6 , 6 6 , , , 6 6 6 6 , 6 6 6 6 6 6 6
6 , 6 , , , 6 6 6 , 6 , 6 , , 6 , 6 , , , 6 6 , , , 6 6 , 6 6 , , 6 , , , , , 6 6 6 6 6 6 , 6 6 , 6 6 6 6
6 , , 6 , 6 6 , 6 6 , 6 , 6 6 6 , 6 6 6 , , 6 , 6 , 6 6 6 6 6 6 , , 6 , , , 6 , , , , , 6 6 6 , , , , 6 6
, 6 6 , 6 , 6 , 6 6 6 6 , 6 6 6 , , 6 6 6 6 , , 6 , 6 6 6 6 , , 6 , 6 6 , , 6 , , , 6 , 6 6 6 6 6 6 6 , ,
, 6 6 6 6 6 6 , 6 , , , 6 , 6 6 , 6 6 , 6 , 6 6 , , 6 6 , , 6 6 6 6 6 , , , 6 6 6 6 , 6 6 6 6 , 6 , 6 , ,
, 6 6 6 , , 6 6 6 , 6 , , 6 , 6 6 6 , 6 , 6 , , , , 6 6 , 6 , , , , , , 6 , , , , 6 6 6 6 , 6 6 , , 6 , ,
, 6 6 6 , 6 , 6 6 6 6 , 6 , 6 , , 6 6 6 6 , , 6 , , 6 6 , , , 6 6 , 6 , , 6 6 6 6 6 6 , 6 , , , , , 6 , ,
, 6 , , , , , 6 6 6 6 , , 6 6 , 6 , 6 , , , 6 6 6 , 6 6 6 , 6 6 , 6 6 6 6 6 6 , , 6 6 , 6 , , 6 , 6 , , ,
, 6 , 6 , , , , 6 , , , , 6 6 , , , , , , 6 6 6 , , 6 6 , , 6 , , 6 , 6 , 6 6 , , 6 , 6 6 6 , 6 , , , , ,
m ) 28 : 0 suites. Pas de solutions aux équations 3.3 (iv).

m ) 29 : 0 suites. 57 n’est pas somme de deux carrés.

m ) 30 : 32 suites :
� � ��� � ��� ��� � ��� � � ������� � ��� � � � � ����� � ����� � ����������� ����� � � ������� ����� ��� ����� �����

� � ��� � ��� � � � � ��� ��� ��� � ��� � � ����������� � ����� � � � � ������� ����� ��� ��� ����������� ����� �����

� � ��� ��� ������� � � � ��� � � ����� � ����� ����� � � ������� � ��� � ����� � ������� ��������� � � ��� ��� �����

� ��� � ��� ��� ����������� ����� � � � � ����� � � ��� � ����� ������� � ����������� � ��� � � � � ��� ��� ����� ���

� � � � ��� � ����������� ����� ����� ������� � ����� ��� ��� ��� � ����� � � ��� � ��� � ��� � � � � ����� ���������

� � � ��� ����� ����� ����������������� ��� � � ����� ��� ��� ��� � ������� ��� � � � � � � � ��� � ��� � ��� �������

� � � ������������� ��� ��� � � � ��� ��� � ����� ������� ��� � � ��� � ����� ��� ��������� ��� ��� � � � � � �������

� ����� � � � � ����� � ��� � � ��� ����� ��� � � � � ��� ��� ����������� ��� � ��� ������� ����� � ����������� � ���

m ) 31 : 60 suites :
� ��� � ��� ����� � � � � � � � ��� � ������� ��� � � ��� � ����� ������� ��� � � ����� ����������������� � ��� ����� ���

� � ��� ��� ��� ��������� ��� � � � � � � ����� � � ��� � � ������� ������� � ��������������� ��� � � � ��� ��� ��� �����

� ��� ��� � � ��� � � � ��� � � � � � ����� ��� ��������� � ����� � � � ��� ��� � ������������� ��������� ������� ��� ���

� ����� � � � � ��� � � � ��� ������� � ����� ����� � � ��� ��� ������� � ��� � ����� � � ��� ��������� ����������� � ���

� � ��� ��� ����������� � � � ����� � ��� � � ��� ����� � � ������� � ��� ������� ����� � ��������� � � � � ��� ��� �����

� ������� � ��� � ����������� � ��� ����� � ������� ������� ��� � � ��� � � ����� � ��� ����� � � � � ����� ����� � � ���

� � ������� ��� � ����������� ������� ��� ������� � ����� � ����� � ����� � � ��� ��� � � ��� � � � � ����� ��� � � �����

� � ��� � ��� � ��� ��� � � � � � ��� � ������� � � ����� � ����� � ������� � � ����� ������������� ��� ����� ����� �����

� ������� � � � � � � ��� ��� � ������� ��� � � ��� � ����� ��� � ����� ������� ��� � � ����� ��� ��������������� � � ���

� � ������� � ������� ��� ��� ����������� � � � ��� � ��� � ����� ����� ��������� � � � � ��� ��� ��� � � ����� � � �����

� ��� ����� ��� ������� � ��� � � � � � � ������� ��� � � � ��������� ��� � � ��������������� ����� � � ��� ��� � ��� ���

� � � � ��� ����� ��� � � � � � ����� � � ��� ����� � � ��� ��� ������� � ��� ������� � ������������� ��� � ��� ���������

� ������� � ����������� � � � ��� ����� � ��� ����� ������� ��� � � ��� � ��� ����� � ��� ��������� � � � � ����� � � ���

� � � � � ������� � ��� ��� � ����� � � ��� � ��� � ������� ��� � � ����� ����� ������� � ����� ��� ����� � � �����������

� � ��� ������� ����� � � � � ����� � ��� ��� � ��� � � � � ����������� ����� ��� ����� � ����������� � ��� � � ��� �����
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