Opérations sur les graphes épais
Application au groupe fondamental

Michel Imbert

Introduction

Soit I' un graphe fini et connexe. On sait définir son groupe fondamental
d’une maniére totalement combinatoire (voir [Se|). C’est un groupe libre en
h(T) = a(T) — s(T') + 1 générateurs, a(l') et s(I') étant respectivement le
nombre d’arétes géométriques et le nombre de sommets du graphe. Il est aisé
d’obtenir une base de ce groupe, a ’aide par exemple d’un arbre maximal
[loc-cit].

Supposons maintenant que I' soit muni d’un épaississement, donc que I' est
un graphe épais au sens de [Jo-Si|, [Ma-Vo| ou |Ba-It| (dans les deux pre-
miéres références les graphes épais sont appelés cartes). On sait alors réaliser
topologiquement I' comme un rétracte par déformation d’une surface F'(I")
orientable compacte privée d'un nombre fini de points. Le groupe fondamen-
tal de I" est donc isomorphe & celui de la surface F(T).

Soit le groupe II, , défini par générateurs et relations:

g n
Hg,n =< {Al,Bl,... ,Ag,Bg,Cl,. .. ,Cn} / H[A,,BZ]HC]C =1> .
=1 k=1

La classification topologique des surfaces compactes orientables (telle qu’elle
est décrite dans [Be| ou [Sti], par réduction a la forme normale), et le théo-
réme de Van Kampen, permettent d’établir un isomorphisme (non canonique)
entre le groupe fondamental d’une surface compacte privée de n points et un
groupe Il, ., I'entier g étant le genre de la surface. Le groupe fondamental
d’un graphe épais I' est donc isomorphe & un groupe Il ,.

Classification mathématique : 05C10.
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Le but de cette note est d’établir un algorithme portant uniquement sur
le graphe et son épaississement, qui conduit & une présentation du groupe
fondamental d’un graphe épais de genre ¢ (défini par la formule d’Euler-
Poincaré) et a n faces, de la forme de celle de II,, (théoréme 3.2).

Nous utiliserons pour cela les trois opérations fondamentales sur les graphes
épais que sont le mouvement de Whitehead, la dualité, et I'opération de
couper-coller.

Ce résultat a pour motivation I’étude combinatoire des espaces modulaires
My, des surfaces de Riemann compactes de genre g avec n points marqués.
(voir [Hal, [Pe|, [Ko]), et de maniére plus générale ’étude des revétements
de surfaces de Riemann compactes et des espaces modulaires de Hurwitz qui
classifient ces revétements (voir [Im]).

Le déroulement du texte est le suivant. Dans le premier paragraphe nous
effectuons quelques rappels sur les graphes et leurs groupes fondamentaux.
Dans le second paragraphe, nous définissons les graphes épais et les opérations
de base sur ces graphes. Dans le troisiéme paragraphe, nous énoncons et
démontrons le résultat principal de cette note.

1. Graphes

Nous effectuons les rappels de base sur les graphes et leurs groupes fon-
damentaux en nous basant exclusivement sur le livre de J.P Serre [Se].

DEFINITION 1.1. — Un graphe I' est formé d’un ensemble de sommets
S(T") et d’un ensemble d’arétes A(I"), munis de deux applications :

A(T) — S(T) x S(T) et A(T') — A(T)

y — (y(0),y(1)) yr—y

avec les conditions que la seconde application soit une involution sans point
fixe et que y(0) = F(1).

Dans cette définition, les éléments de A sont des arétes orientées, et si y € A
alors i est son aréte opposée.

On appelle y(0) l'origine de y et y(1) son sommet terminal. On peut avoir
y(0) = y(1) auquel cas on parle de boucle.

Siy € A(T') est une aréte orientée, alors nous appellerons aréte géométrique

le couple {y, 7}



Notons qu’il existe une notion naturelle de morphisme de graphes (voir [Se|)
que nous préciserons pour les graphes épais.

DEFINITION 1.2. — Un chemin orienté ¢ d’un graphe I' est une succes-
sion d’arétes orientées de I': ay,... ,a, avec a;(1) = a;41(0) pour
i€ {l,...,n—1}. On note o(c) = a1(0) Porigine du chemin et t(c) = a,(1)
son sommet terminal. Si o(c) = t(c) on parle de lacet orienté basé en o(c).

Nous ferons dans cette rédaction les hypothéses suivantes (sauf mention
explicite du contraire):

1. Tous nos graphes seront finis (ie #A(I") et #S(I') sont finis).

2. Tous nos graphes seront connexes (ie deux sommets quelconques du
graphe sont les extrémités d’au moins un chemin orienté).

Nous prendrons les notations suivantes tout au long de la rédaction: si
I est un graphe, A(T") désigne 'ensemble de ses arétes orientées, S(I') 1’en-
semble de ses sommets, et A (') 'ensemble de ses arétes géométriques. Nous

noterons s(I') = #S(T) et a(I') = #A,4(T), de sorte que #A(I') = 2a(T).

Rappelons qu’un arbre est un graphe, dans lequel pour tout sommet s, il
n’existe aucun lacet basé en s. Le fait suivant est classique:

LEMME 1.3. — Soit I un graphe. Il existe un sous graphe de I qui est
un arbre, et dont I’ensemble des sommets est S(I'). Un tel arbre posséde
s(T') — 1 arétes géométriques.

La démonstration s’effectue par récurrence sur le nombre de sommets du
graphe. Un tel arbre est dit maximal.

Si a un graphe on associe sa réalisation topologique, alors le groupe fonda-
mental de cette réalisation est isomorphe au groupe fondamental du graphe
(voir [Se]).

Rappelons maintenant la définition combinatoire du groupe fondamen-

tal d’un graphe. Si a = (ay,...,a,) et 8 = (b,...,bn) sont deux chemins
orientés d’un graphe I' avec a,(1) = b:(0), on définit le chemin composé
af = (a,... ,a,,b1,...,by). Deux chemins orientés a et 3 sont dits élémen-

tairement homotopes si o = caad et si B = cd ol a est une aréte orientée, ¢, d
sont des chemins orientés (ou si on a la méme propriété en inversant le role
de a et de ). On note o ~ f3. Deux chemins orientés a et 3 sont dits homo-
topes s’il existe une succession d’homotopies élémentaires o ~ v ~ ... ~ (.
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Si deux chemins orientés sont homotopes alors leurs extrémités coincident.
On peut donc affirmer que les classes d’homotopie de lacets orientés d’un
graphe I' basés en un sommet p du graphe équipées de la loi de composition
décrite ci-dessus forment un groupe. Ce groupe, noté (', p) est le groupe
fondamental de I" basé en p.

Si g est un autre sommet de I' alors ’application suivante:

hp,q T (Fap) — (Fa Q)

Y ayt

ol « est un chemin orienté d’origine p et de sommet terminal ¢, définit un
isomorphisme de groupes.

Le résultat classique sur le groupe fondamental d’un graphe est le suivant

(voir [Se]) :

THEOREME 1.4. — Soit I' un graphe. Alors m (I', p) est un groupe libre
en h(I') générateurs, ou h(I') = a(l') — s(I') + 1.

Le nombre h(I") s’appelle le nombre cyclotomique du graphe, il est égal au
rang du premier groupe d’homologie H;(I', Z).

On explicite un systéme de générateurs de 7 (I', p) comme suit: soit 7" un
arbre maximal de I'; il posséde s(I') — 1 arétes géométriques. Soient {y;, 7;}
pour j allant de 1 & h(T") les arétes géométriques non contenues dans 7', avec
P; = y;(0) et @Q; = y,(1). Notons «; (respectivement (; ) 'unique chemin
orienté sans aller-retour tracé sur 7" joignant p & P; (respectivement p a Q).
Alors ; = ozjyjﬁj est un lacet orienté basé en p, et on démontre aisément
que les classes d’homotopie de +y; pour j variant de 1 & h(I") constituent une
base de m; (I, p).

Nous verrons dans le paragraphe 3 que si le graphe est un graphe épais, alors
il posséde une présentation “topologique” comme indiqué dans I'introduction.

2. Graphes épais

Il s’agit ici de rappeler les définitions et les opérations combinatoires
principales sur les graphes épais.

DEFINITION 2.1. — e Un graphe épais [' est la donnée d’un en-
semble fini A(') et de deux permutations oy et o, de cet ensemble,
avec oy involution sans point fixe.
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e Le sous groupe C(I') du groupe des permutations de A(T") engendré
par oy et o, est appelé le groupe cartographique de I'.

Hypothése: nous supposerons toujours les graphes épais connexes, ce qui
équivaut a la transitivité de I’action de C'(I") sur A(T).

Les éléments de A(T") sont des arétes orientées. Les arétes géométriques sont
les orbites de o1([') et les sommets celles de oy(I'); chaque cycle disjoint
représente un sommet, sa longueur est appelée la valence du sommet.

Nous notons A4(I') et S(I') ces ensembles, a(I') et s(I') leurs cardinaux
respectifs, de sorte que #A(T") = 2a(T).

Nous utiliserons souvent la notation simplificatrice o1 (a) = a.

Un graphe épais est bien sur un graphe au sens de la définition 1.1. Il suffit
de spécifier I'application qui & une aréte orientée a associe ses extrémités
a(0) et a(1). On choisit pour a(1) la og—orbite de a et pour a(0) la op—orbite
de @.

Si on pense & un sommet comme une collection d’arétes orientées pointant
vers un point; alors on peut voir un graphe épais comme un graphe muni
d’un épaississement, qui est ainsi la donnée pour chaque sommet d’un ordre
cyclique sur ’ensemble des arétes orientées pointant vers ce sommet.

Outre des sommets et des arétes, un graphe épais comporte également
des faces. On pose classiquement

09(T) = 01 (T)oy '(T) tel que ao(T)o; (D)on(T) =1 .

Les orbites de o9 sont appelées les faces du graphe épais. On note F(I") leur
ensemble, et f(I') le nombre de ces faces. Le cardinal d’une orbite de o9 est
appelé la valence de la face correspondante.

Une propriété remarquable des faces est que chacune d’entre elles forme un
lacet orienté.

Si b = o9(a), alors b(0) = a(1). En effet b = o5'(a), b(1) = b(0) et
a5 (a)(1) = a(1).

On peut donc aussi voir un graphe épais comme un ensemble fini de poly-
gones orientés du plan représentant ses faces, équipé d’une identification par
paires d’arétes, d’orientations opposées. En remplissant ces polygones par des
disques épointés, nous obtenons une surface orientable F'(I') contenant une
réalisation topologique de I' comme un rétracte par déformation.

Une définition alternative d’un graphe épais est la suivante [Ba-It]: soit
Cw le groupe cartographique universel que ’on définit canoniquement par
générateurs et relations

2
Coo =< 0y, 01, 03 | 090109 =0] =1 > .
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Un graphe épais I est alors la donnée d’une représentation par permutations
® : Cypy — Sy de Cy dans un ensemble fini A de cardinal pair, qui est
transitive et telle que o agisse sans point fixe. On a alors C(I') = C/ ker(®).

Cette présentation des graphes épais autorise la définition suivante :

DEFINITION 2.2. — Un morphisme f : I' — I" entre deux graphes épais
est donné par une application f : A(I') — A(I") qui vérifie:

fooi(a) =0;0 f(a) pouri € {0,1,2} .

Lorsque f est bijective, on dit que c’est un isomorphisme.

Ainsi le groupe d’automorphismes Aut(I') d’un graphe épais s’identifie au
commutant de oy et de o1 dans le groupe des permutations des arétes orien-
tées.

La transitivité implique que f(A(T')) = A(I"). Un morphisme de graphes
épais induit bien stir un morphisme entre les graphes sous jacents.

D’une maniére équivalente, si I' est donné par ® : Cou — Syr), et 1"
par ® : Co, — Sy, alors un morphisme est donné par une application
[ AI) = A(I") qui est C-équivariante. Remarquons qu’alors nous avons
ker(®) < ker(®'), et que f induit donc un épimorphisme entre les groupes
cartographiques C(I') et C(I").

DEFINITION 2.3. — Soit [' un graphe épais et
S = (a,00(a),...,08(a)) un sommet de valence k de I'. Une orientation
de S est le choix d’une des deux bijections suivantes (définies & composition
prés par une puissance de oy) :

ob o — exp(2iml/k) VI € {1,...  k}

ot o — exp(—2iml/k) VI € {1,...  k}

On dit que I' est orienté si le méme choix est fait pour chaque sommet de I'.

Tous les graphes épais sont bien sur orientables, mais nous n’aurons pas a
effectuer le choix d’une orientation.

Un graphe plongé dans une surface compacte est la réalisation topolo-
gique d’un graphe épais. En effet la permutation oy est donnée par la
projection des voisinages des sommets sur les espaces tangents en ces points.
Remarquons qu’une orientation du graphe épais détermine une orientation
de la surface, et vice-versa. Les faces bordent des disques simplement



connexes. Une orientation de la surface détermine une orientation des faces,
et réciproquement (toujours via le plan tangent).

On peut voir les graphes épais a une face comme des polygdnes avec
identification par paires des arétes. C’est le cas par exemple des polygones
fondamentaux des surfaces compactes, qui ne possédent de plus qu’un seul
sommet, (voir la figure 1).

c

F1G. 1: Polygone fondamental d’une surface de genre deux.

DEFINITION 2.4. — Soit I' un graphe épais. La caractéristique d’Euler
de T, x(I'), est définie par x(I") = s(T') —a(I") + f(T). Le genre ¢g(T') est défini
par 2 — 2¢(I') = x(I').

Un argument simple [Ba-It| montre que x(I') est un nombre pair inférieur
ou égal a 2, ce qui donne un sens a la définition du genre. Le genre et la
caractéristique d’Euler d’'un graphe épais sont des invariants de sa classe
d’isomorphisme, de méme d’ailleurs que la liste des valences de ses sommets
ou de ses faces.

Nous allons maintenant décrire la premiére opération combinatoire
fondamentale sur les graphes épais: le mouvement de Whitehead.

DEFINITION 2.5. — Soit I un graphe épais, et e = (a,a) une aréte géo-
métrique de I' qui n’est pas une boucle (ie a(0) # a(1)). On appelle mouve-
ment de Whitehead sur T le long de e 'opération qui consiste a effacer e et
a identifier les deux sommets a(0) et a(1), munissant les arétes qui pointent
vers ce nouveau sommet de 'ordre cyclique induit. On note W,(I") le graphe
épais qui en résulte.



On dit également que ’on effectue une rétraction de ’aréte géométrique e
(voir la figure 2). Décrivons l'ordre cyclique pour les arétes orientées dont
le sommet terminal est le nouveau sommet. Soient (ai,...,a, =a) et (a =
bi,...,b,) les orbites respectives de @ et de a sous oy; alors 'ordre cyclique
des arétes orientées dont le sommet terminal est le nouveau sommet est:
(al, cee sy 0p1, b2, PR bq)

Puisque les seules faces de valence 1 sont données par les boucles, W, (T")
posséde le méme nombre de faces que I'. Comme il posséde un sommet de
moins et une aréte géométrique de moins, on en déduit que x(I') = x(W(I))
d'on g(T) = g(W, ().

F1G. 2: Mouvement de Whitehead (rétraction d’aréte).

LEMME 2.6. — Soit I' un graphe épais, e et f deux arétes géométriques
de I'. Alors si W, (W;(T')) et W;(W,(I")) sont définis, ce sont deux graphes
épais isomorphes que nous noterons W, s(I').

Nous laissons au lecteur le soin de se convaincre de la validité de cet énoncé,
soit, par un dessin, soit en décrivant les groupes cartographiques des deux
graphes épais.

La seconde opération combinatoire importante est un phénoméne de
dualité consistant a échanger le role des sommets et des faces d’un graphe
épais.

DEFINITION 2.7. — Soit I un graphe épais décrit par son groupe carto-
graphique C(I") =< 0y, 01,0, >. Alors on définit le graphe épais dual I'* par
oy = 09, 0] = 071.

Nous avons alors o5 = 010¢01. Remarquons que x(I'*) = x(T'), d’ou g(I'™*) =
g(T'). On a également Aut(I*) = Aut(l'). Par contre ['** n’est en général
qu’isomorphe & I', I'isomorphisme étant la conjugaison par ;. De plus si I’
est orienté, alors ['** posséde I'orientation opposée.



3. Groupe fondamental d’un graphe épais

Comme indiqué dans l'introduction, nous allons détailler un algorithme

permettant de déterminer une présentation du groupe fondamental d’un
graphe épais I en termes de 2¢(I") + f(I") générateurs satisfaisant une unique
relation (la relation de surface); les 2g premiers lacets correspondent géo-
métriquement aux lacets d’homologie de la surface associée a I'; les autres
correspondent aux lacets qui entourent les piqures, ils sont induits par les
faces.
Les faces fournissent en effet des classes de conjugaison d’éléments privilé-
giés du groupe fondamental, que nous allons définir. Soit (ai,...,q;) une
face du graphe épais de valence [, les arétes orientées étant écrites dans
l'ordre imposé par o,. On joint a;(0) au sommet de base par un chemin
orienté «, et on considére dans 71(I") la classe d’homotopie du lacet orienté
v = aay...qa. Un autre choix de « conduit & un élément conjugué de
v. Si la face est décrite cycliquement & partir de a; avec 7 > 1, alors on
obtient la classe d’homotopie d’un lacet orienté A3a;...a; 13, homotope &
Ba;...qa; ... 0_10;...0;0...6; qui est conjugué a . On peut donc asso-
cier a chaque face de I' une classe de conjugaison d’élément de 7 (I").

DEFINITION 3.1. — Nous nommerons cycle facial tout élément de la
classe de conjugaison du lacet orienté associé a chaque face comme indiqué
ci-dessus.

En n’utilisant que des opérations portant sur le graphe épais de départ, nous
allons démontrer le théoréme suivant, objet de cette note, qui raffine le théo-
réme de classification combinatoire des surfaces topologiques compactes :

THEOREME 3.2. — Soit I un graphe épais de genre g a n faces. 1l existe
des cycles faciaux Ci,...,C, et des lacets orientés Ay, By,..., Ay, By qui

générent m; (I') et qui sont soumis a la seule relation de surface:

[AlaBl] [Ag,Bg]C]_Cn == ]_ .

Appelons présentation topologique une telle présentation du groupe fonda-
mental d’un graphe épais. La démonstration fournit en fait un algorithme
précis conduisant a une telle présentation (voir I’exemple a la fin du texte).
Ce résultat permet de bien mesurer I'influence d’un épaississement sur un
graphe ordinaire.



Pour démontrer le théoréme, nous avons besoin du lemme facile sui-
vant :

LEMME 3.3. — Soit I' un graphe épais et W,(I') le graphe épais obtenu
par rétraction de 'aréte géométrique e = (a,a). Soit v = a(0), w = a(l) et
x le nouveau sommet de W,(I'). Alors il existe un isomorphisme canonique
entre m1 (I, w) et m (W,(T), z).

Démonstration. — Rappelons que le groupoide fondamental d’un graphe
consiste en les classes d’homotopie de chemin orienté équipées de la loi de
succession des chemins quand cela est possible.

On peut définir une application ¢ du groupoide fondamental de W, (I") dans
celui de I". On définit pour cela ¢ sur les arétes orientées de W, (T').
Tout d’abord si b € A(I')\(a,a), soit b* I’aréte orientée correspondante de
W,(T') de telle facon que I'on ait b* = b". Soit b € A(T)\(a,a): si b(1) = v
alors ¢(b*) = ba, si b(0) = v alors ¢(b*) = ab, et sinon ¢(b*) = b.
On constate que ¢(b*b*) = 1 Vb* € A(W,(I')). L’application ¢ induit donc une
application

T (We(D),z) — m (T, w)

T =aleed oy = u(a) e a)

C’est un épimorphisme entre deux groupes libres de méme rang
(2¢(T) + f(T') — 1), ie c’est un isomorphisme. O

Démontrons d’abord le théoréme dans le cas ou le genre du graphe épais
est zéro. Nous nous ramenons pour cela au cas ol le graphe épais ne posséde
qu’un seul sommet.

Soit T" un graphe épais avec g(I') = 0 et s(I') > 2. Choisissons une aréte
(a,a) parmi celles qui ne sont pas des boucles. Effectuons la rétraction de
cette aréte. Alors W, z(I') n’est pas un sous graphe de I', mais on posséde
I’isomorphisme du lemme 3.3, induit par I’application ¢.

Supposons que a et @ appartiennent & la méme face et soit ae; - - - e, afr - - f
le cycle facial correspondant de I'. Comme a(1) = w = e1(0), on a t(e}) = ae;.
De méme «(e}) = e,a car e, (1) = w. Siensuite pour 1 < j < ronae;(l) =w,
alors e;11(0) = w d’out (e} ;) = eje;11. Méme processus pour les arétes
orientées f;. On en déduit que 'image par ¢ du cycle facial e} ---e; f{--- f
de W,4(I") est le cycle facial ae; ---e,af;--- fs de I'.

Dans le cas ol a et @ n’appartiennent pas a4 la méme face, on obtient le méme
résultat pour les cycles faciaux correspondants.

Ainsi si le théoréme est vérifié pour W, z(T"), il reste vrai pour le graphe épais
I', et en itérant ceci on se raméne & démontrer le théoréme pour des graphes
épais qui ne possédent qu'un seul sommet.
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Achevons maintenant la preuve du théoréme dans le cas du genre nul en
considérant un graphe épais I" avec ¢g(I') = 0 et s(I') = 1 (c’est un bouquet
de cercles). Un tel graphe épais posséde f(I') — 1 = a(I") faces de valence un
(notons les (F;);) et une face de valence a(I") (notons la G). Cette face s’écrit
G = by - - - byr) en terme d’arétes orientées.

Prenons Fy = by, ... y Fory = Ea(p), alors nous avons bien

a(T)
GI[F=1.
i=1

Pour démontrer le théoréme dans le cas g > 0 nous procéderons en trois
étapes. Nous réduirons le probléme au cas ou les graphes épais ne possédent,
qu’une seule face dans un premier temps, puis au cas ou ils ne possédent
qu’une seule face et qu'un seul sommet dans un deuxiéme temps. Nous dé-
montrerons alors le théoréme dans ce dernier cas.

Pour effectuer la réduction au cas d’une seule face nous avons besoin du
résultat élémentaire suivant :

LEMME 3.4. — Soit I" un graphe épais avec au moins deux faces. Alors
il existe une aréte géométrique (a, @) qui sépare deux faces distinctes.

Démonstration. — Dans le cas contraire, pour toute aréte (a,d), a et @
sont incidentes sur la méme face F'. Ceci signifie que F' qui est une orbite de
0o(T") est aussi stable par o1(I'). Donc F' est stable sous I’action du groupe
cartographique de I'; ce qui pour f(I') > 2 est contraire a la connexité sup-
posée de I'. O

Nous effectuons maintenant la réduction du théoréme au cas d’'une seule
face. Soit I' un graphe épais avec au moins deux faces et soient F; et F,
deux faces distinctes séparées par I’aréte (a,a). On effectue un mouvement
de Whitehead sur I'* le long de 'aréte duale de (a,@). Cela revient a effacer

laréte (a,a@) et a recoller Fy et F,. Précisemment si F; = (a1,... ,a, = a)
et Iy = (@ =by,...,bs), alors 'opération consiste a former la nouvelle face
Fi#F, = (a1,...,a,_1,bs,...,bs), les autres faces restant inchangées. No-

tons I'# le graphe épais ainsi obtenu. On a s(I'#) = s(T'), a(T'#) =a(T') -1
et f(T'#) = f(I') — 1. En particulier g(I'#) = g(T').

Le graphe I'# est un sous graphe de I' et on en déduit I'existence d’un mo-
nomorphisme naturel 54 : m; (I'#) — m(T) .

L’image par ix d’un cycle facial 7; attaché a la face F; (j > 3) est un cycle
facial de I'#. Si on note 7, 2 le cycle facial attaché a la face Fi#F;, alors on
a iy (v1,2) = M-
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Supposons maintenant le théoréme vérifié pour le graphe épais I'#. Alors
une présentation topologique de 7 (I'#) induit par ix une présentation ana-
logue pour 71 (I"). En itérant ce processus, on se raméne donc & démontrer le
théoréme pour des graphes épais qui ne possédent qu’une seule face.

Nous réduisons de nouveau le probléme au cas ol I' ne posséde qu’un seul
sommet. La discussion qui précéde permet de supposer f(I') = 1. Supposons
que s(I') > 2. Choisissons une aréte (a,a) parmi celles qui ne sont pas des
boucles. Effectuons la rétraction de cette aréte. Alors W, ;(I') n’est pas un
sous graphe de I', mais on posséde I’isomorphisme du lemme 3.3, qui permet
comme dans le cas du genre nul de démontrer que si le théoréme est vérifié
pour W,z(T'), il reste vrai pour le graphe épais I'. Et en itérant ceci on se
raméne & démontrer le théoréme pour des graphes épais qui ne possédent
qu’une seule face et qu’un seul sommet.

Un tel graphe épais peut étre vu comme un polygone a 2a = 4g arétes
orientées, avec une donnée d’identification des arétes orientées par paires qui
induit une seule classe de sommet.

On peut nommer les arétes orientées aq, ... ,as, €t supposer que

0y = (a1 - - ag,). L’aréte orientée a; est identifiée avec a; = 01(a;) = @;.
D’une fagon équivalente I' peut étre vu comme un symbole formé de 2¢ lettres
ai,...,ay et des 2g lettres opposées @i, ... ,ay,, ce symbole ne pouvant
comporter de juxtaposition du type ---aa--- . Le fait que s = 1 signifie que
la permutation o doit étre un 4g-cycle.

Comme exemples nous avons le symbole dit normal:
a102a1Q9 -+ azg_lazgazg_lazg, ou encore le symbole ai--- azgal .. '629
b 29—1 .
pour lequel o1 = 057, et 09 = 0597 est bien un 4g-cycle.

Nous introduisons & ce stade une troisiéme opération combinatoire : celle
de couper-coller, utilisée classiquement dans la démonstration combinatoire
de la classification topologique des surfaces compactes (voir [Be| et [Sti]);
nous l'étendons aux graphes épais a une seule face.

DEFINITION 3.5. — Soit un symbole a 4g-lettres comme décrit ci-dessus
représentant un graphe épais avec une face. On le prend sous la forme aaba(3,
oll a et b représentent des arétes orientées alors que « et [3 représentent des
chemins orientés.

L’opération couper le long de b et coller le long de a consiste a former le
nouveau symbole cbac3 o1l ¢ représente une aréte orientée, et a considérer le
graphe épais a une seule face qui lui est associé.

La traduction picturale de cette opération est donnée sur la figure 3.
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F1G. 3: L’opération couper-coller sur un graphe épais a une face.

Par application itérée de cette opération de couper-coller élémentaire, on
peut transformer un symbole écrit sous la forme aBvyado en un autre symbole
cyfBcad.

Le point crucial de cette opération est que si le graphe épais de départ ne
posséde qu’un seul sommet, alors le graphe épais obtenu aprés une opération
couper-coller ne posséde également qu'un seul sommet.

LEMME 3.6. — Soit aabafl un symbole représentant un graphe épais
avec une face et un sommet. Alors le graphe épais associé au symbole cbac3
obtenu par couper le long de b et coller le long de a ne posséde également
qu’un sommet.

Démonstration. — Notons (0g,01,09) les permutations engendrant le
groupe cartographique du premier graphe épais, et (g, d1,d2) celles qui en-
gendrent le groupe cartographique du second graphe épais. Nous devons dé-
montrer que dg est un 4g-cycle (si g est le genre du premier graphe épais).
On décompose pour cela les mots « et 3 en succession de lettres représen-
tant des arétes orientées: o = ay---ap, B = by ---b,. Il faut alors distinguer
plusieurs cas selon la position de b dans « ou .

Premier cas: b = g,
Alors [ # 1 et | # p. En effet si [ = p cela contredit ’hypothése que gy est
un 4g-cycle. De méme si [ = 1 alors nous avons oq(a) = b et 0o(b) = a ce qui
contredit 1’hypothése.
Soit A I’ensemble suivant d’arétes orientées:
A= (a1, @ 1,0141,...,0p,b1,...,b,).
Examinons les effets respectifs des permutations oy et dy sur I’ensemble des
arétes orientées. Notons que si 2 € A alors oy(z) € A sauf si x € (@1, @1, b1).
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En effet nous avons oo(@1) = a, 0o(@1) = b et oo(b1) = @. Observons aussi
que si z et y = og(x) appartiennent a A, alors y = dy(x).

Itérons les permutations oy et §y en démarrant de a pour oy et de b pour &y.
Nous avons og(a) = b, 09(b) = a;—1 € A et d¢(b) = a;—;. La permutation oy
ne peut sortir de A par la lettre @; puisque oy(@;) = a et que nous n’avons
pas encore atteint b par exemple. Donc lorsque o, sort de ensemble A, cette
sortie se fait soit par by soit par ;.

Supposons que ce soit par I'intermédiaire de b; (la conclusion sera la méme
dans Pautre cas). Nous avons o¢(b;) = @, 0o(@) = b, et do(b1) = ¢, do(¢) = by.
Nous voici de nouveau dans A, et nous ne pouvons en ressortir que par la
lettre @, 1 (I’obstruction pour oy étant toujours valable). On a alors
00(@+1) = b, 09(b) = a, d’'une part et §(a+1) = b, do(b) =€, d(C ) a,
d’autre part. De retour dans A la seule issue est par @; avec oy(ay) =
do(a1) =b.

Nous venons de parcourir les 4g arétes a la fois pour oy et pour dp en 4g
“coups”, ce qui prouve que dy est un 4g-cycle.

Deuxiéme cas: b=b; (1 < j < q)
Soit A = (ay,..., ap,bl,... bj— 1,bj+1,... ,b) Les permutations o et 50
coincident sur A et o, n’en sort qu’en @, b; ou b]+1 On reprend le “jeu”
précédent au départ de a (resp. b) pour oy (resp. dp).
On a gg(a) = b, og(b) = bj_1 € A et §y(b) = b;_;. Pour les mémes raisons
qu’au cas précédent oy ne peut sortir de A que par b, ou le Prenons par
exemple (I’autre cas est similaire) b; ;. Alors og(b;11) = b, 0o(b) = a, € A
et do(bj11) = b, do(b) = ¢, do(c) = ap. De nouveau dans A nous ne pouvons
nous enfuir qu’avec by: ao(b1) = @, 0o(@) = b, € A d’un coteé, et
o(b1) = ¢, 8(c) = b, de lautre coteé. Fmalement on sort une derniére fois
de A par 61,3 0'0(61) =aqa et 50(61) =b.
En conclusion nous pouvons affirmer que dy est un 4g-cycle.

Troisiéme cas: b = b;
Avec le jeu précédent et A = (ay, ... ,a,,be, ..., b,) il faut que oy atteigne @,
ou by pour aller au coup suivant hors de A.
On a gg(a) = b, 09(b) =a, oog(a) = b, € A et §y(b) =¢, 6o(¢) = b;. Comme
précédemment on ne peut sortir par @ car 0o(@;) = a et b = b; n’a pas encore
été atteint par o qui est un 4g-cycle. Donc nous avons o4(bs) = b, 0¢(b) = a,
et aussi 6y(b2) = b, &(b) = ¢, d(c) = a,. De retour dans A on ne peut en
ressortir que par @; et on termine le jeu par og(a;) = a et do(a;) = b.
En conclusion nous pouvons affirmer que §y est un 4g-cycle.

Quatriéme cas: b = b,
Ieci A = (a1,-..,0ap,b1,...,b,-1). On a o¢(a) = b, oo(b) = b1 € A et
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do(b) = by—1. Toujours pour les mémes raisons, oy ne peut sortir a ce stade
de A que par b;. Ce qui conduit & oo(b)) = @, o¢(a) = b, oo(b) = a, € A
et & dy(by) = ¢ &) = b, dp(b) = ¢, do(c) = a,. La sortie finale de A
s’effectue par @; et nous finissons ce dernier tour de manége par oy(a;) = a
et 50(61) =b.

En conclusion nous pouvons affirmer que dy est un 4g-cycle.

O

Soit un symbole de 4¢g arétes orientées représentant un graphe épais a une
face et un sommet. Nous dirons que la lettre b sépare le couple (a,@) s'il est
possible d’écrire le symbole sous la forme aabBaybs, o a, 3, 7, § sont des
mots représentants des chemins orientés. Nous avons alors le résultat suivant :

LEMME 3.7. — Etant donné un symbole de 4g-lettres représentant un
graphe épais a une face et un sommet, pour toute lettre a il existe une lettre
b qui sépare le couple (a,a).

Démonstration. — Soient (0;)i—o,1,2 les permutations décrivant les som-
mets, arétes et faces de ce graphe épais.
Représentons le symbole par ajas---a;--- avec a = a1 et @ = a; pour 7 > 1.
S’il n’existe pas d’indice j compris strictement entre 1 et ¢ tel que @; = a;, avec

k > i alors ceci signifie que 1’ensemble d’arétes orientées (a1, ag, ... ,a; 1) est
stable par la permutation o, puisqu’il est stable par o9 et o;. Mais ceci
contredit I’hypothése que oy est un 4g-cycle. O

Nous sommmes maintenant en position pour terminer la démonstration
du théoréme 3.2.
Soit I un graphe épais a une face et un sommet, de genre g > 0, représenté
sous la forme d’un symbole de 4¢g lettres.
1l est important d’observer que les opérations couper-coller s’interpretent
comme des manipulations sur des mots dans le groupe fondamental du graphe
épais I'. Par exemple le couper-coller élémentaire aabafl — cbacf consiste
dans cette interprétation a poser ¢ = ba ce qui équivaut a homotopie prés a
a = cb.

Utilisant le lemme 3.7, on démarre avec un symbole mis sous la forme
aabBaybd que I'on récrit bBaybdac. On effectue un couper-coller le long de
I'aréte géométrique (b, b), ce qui conduit au symbole caySeada que ’on peut
récrire & homotopie prés aca¢cy en posant ¢ = v3 et Y = ad.

Le symbole obtenu représente un nouveau graphe épais avec une face et un
sommet. L’opération correspondante dans (L") consiste a passer du cycle
facial aabBaybd au cycle acagey ou ¢ € w1 (T).
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Effectuons encore un couper-coller le long de 'aréte géométrique (a,a) cette
fois. On passe alors du cycle facial aca¢cy au cycle dedcy ¢ ou d = ag.

La suite de la démonstration, qui mime la procédure utilisée dans le
théoréme de classification combinatoire des surfaces compactes, utilise une
récurrence sur le nombre de commutateurs déja présents dans I’écriture du
cycle facial de I', récurrence dont nous venons d’effectuer la premiére étape.
Supposons donc que le cycle facial de notre graphe épais soit sous la forme

[a1,b1] - - - [ap, bplcy - - - e, avec a;,b; € m(T') pour i =1,... ,pet p<2g.Le

lemme 3.7 assure qu’il existe une aréte orientée ¢; (i > 1) qui sépare (¢, ¢1).
p

Posons ¢ = H[aj,bj], d = ¢; et ¢ = ¢;. Notre symbole (ou élément du
7j=1

groupe fondamental) s’écrit (cadBéyds, soit & homotopie prés dBeyds(ca.
On effectue un premier couper-coller le long de (d, d) ce qui conduit au cycle
facial ecyfBead(c ou encore ead(cecyf avec e = adf.

Puis un second couper-coller le long de (g,e) conduit au cycle facial
¢fcad fy3 en posant f = yBead(. Enfin un dernier couper-coller le long de
(¢,©) conduit au cycle facial fgfvBad(g ot g = cad(, cycle facial qui peut
se récrire ([api1,bpi1]yBd ot apy1 =7, bpy1 = f € mi (D).

Le théoréme 3.2 de présentation topologique du groupe fondamental d’un
graphe épais est donc démontré. Il

Exemple: Soit le symbole abcdabéd (qui n’est pas un symbole nor-
mal) représentant un graphe épais de genre deux avec une face et un
sommet, et également un cycle facial comme élément du groupe fondamental
de ce graphe épais.

Ecrivons le bedabéda et effectuons alors un couper-coller le long de l'aréte
géométrique (b,b) en posant e = bed. On obtient que ce cycle facial peut
s’écrire eacdecda ou encore aeacdecd. En posant f = @cd et en effectuant
le couper-coller le long de 'aréte géométrique (a,a), le cycle facial s’écrit
maintenant fefeeded, et nous avons donc obtenu une présentation topo-
logique du groupe fondamental de ce graphe épais, comme indiquée par le
théoréme 3.2.
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