
VALEURS PROPRES SEMI-CLASSIQUES D’UN OPÉRATEUR
DE SCHRÖDINGER AVEC UN POTENTIEL DÉGÉNÉRÉ

par Françoise TRUC

1. Introduction.

On étudie l’opérateur de Schrödinger
�
Hh associé à un potentiel dégénéré du type

suivant : �
Hh

��� h2∆ � V � x, y � , � x, y � � � x1, x2, . . . xn , y ���
	 n � 1 .
∆ désigne le laplacien dans 	 n � 1 , et le potentiel est de la forme suivante :

V � x, y � � f � x � y2, où f est une fonction de 	 n dans 	 , strictement positive, qui
tend vers l’infini à l’infini. (hypothèse �
��� )
L’opérateur

�
Hh est essentiellement autoadjoint et on connaı̂t des conditions suffi-

santes (cf. [HE], p. 6 et [HE-NO]) pour qu’il soit à résolvante compacte sur L2 ��	 n � 1 � .
On note Nh � E � la fonction de dénombrement de son spectre :
Nh � E � � card � λi � h � ; λi � h � valeur propre de �

Hh et λi � h ��� E � .
On remarque que

�
Hh

� h2Hh , oùHh
��� ∆

� f � x �
h2
y2.

De ce fait, si l’on noteN f la fonction de dénombrement relative àH
��� ∆

�
f � x � y2,

on a, pour toute énergie E fixée :

Nh � E � � Nf /h2 � E
h2
� .

Dans le cas n � 1 , et pour un potentiel du type f � x � � � 1 � x2 � k , k � Z, on

connaı̂t (cf. [R]) le comportement deN f � λ � pour les grandes valeurs de λ :

Nf � λ ��� 1

π

�
k � Z �

�����
λ � � 2k � 1 �! f � x �#" 1/2� dx � λ $&%'� .

L’objet de cet article est la détermination d’un équivalent deNh � E � à E fixée pour h
tendant vers zéro, et pour une classe de potentiels f � x � plus large.
Mots-clés : spectre, fonction de dénombrement, asymptotique semi-classique, principe duminimax.
ClassificationMathématique : 35P20.
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Posons :

N as
f � E � � Cn

�
k � Z �

���
n

�
E � � 2k � 1 �  f � x �#" n/2� dx

avec :
Cn
� γn� 2π � n

γn
� volume de la boule unité de 	 n .

L’hypothèse � � � sur f permet que l’expression N as
f � E � soit bien définie. En adap-

tant la méthode utilisée dans [CV1], on démontrera le

T. — Soit f vérifiant �
��� . Supposons de plus que f est différentiable et
posons

M � x � � sup�
x � x � � �

1

�
Df � x � � �

.

Si f vérifie de plus l’ hypothèse �
��� � : M � x � � o � f � x �#� , � x $ %'� , l’opérateur �Hh est à
résolvante compacte et on a, pour toute énergie E :

Nh � E ��� 1

hn
N as
h2 f � E � � h $ 0 � .

Remarque 1. — Cette expression peut encore s’écrire :

Nh � E � � Cn

hn/2

�
k � Z �

���
n

�
E

h
� � 2k � 1 �  f � x �#" n/2� dx � h $ 0 � .

Pour le potentiel f � x � � 1 � x2 dans 	 on trouve ainsi l’équivalent :
Nh � E � � k

h2
Log � 1

h
� � h $ 0 � .

Remarque 2. — La démonstration de ce théorème reposant sur des comparaisons

de formes quadratiques, c’est grâce à laminoration de la forme quadratique 	 �Hhu, u 
 (voir
p. 9) que l’on obtient la compacité de la résolvante (cf. [RS] théorème XIII.64 (vi) p. 245).

2. Deux résultats préliminaires.

2.1. PD     ’ S-

     f   .

Posons

νf � x � � λ � � Cn �
k � Z �

�
λ � � 2k � 1 �  f � x � " n/2� .
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La fonction N as
f � λ � s’écrit alors :

N as
f � λ � � ���

n

νf � x � � λ � dx .
Dans le cas d’une fonction f constante (f � x � � a pour tout x), la fonction νa � λ �

s’interprète comme une densité d’état, car elle permet d’estimer Na,r � λ � , la fonction de
comptage du spectre du problème deDirichlet pour l’opérateur de SchrödingerHa associé

au potentiel V � x, y � � ay2 dans le parallélépipède :
Pr
� � � x, y � ; �

xi
� � r � i; y � � � % , � % � � .

Plus précisément nous avons l’estimation suivante :

T.

Il existe une constante c ne dépendant que den telle que, pour tout A avec 0<A<r/2,

on ait :
Na,r � λ ��� 	 nνa � λ �
Na,r � λ ��� � r � A � nνa � λ � c/A2 � .

Démonstration. — On commence par choisir un cube ���Ω � de 	 n . On considère le
pavage de 	 n � 1 par les parallélépipèdes Pr � � rZ � n et on désigne par � Ωi � i � I la famille de
ceux de ces parallélépipèdes inclus dansΩ � �Ω � 	 . On peut écrire aussi: Ωi

� �Ωi � 	 . On
utilise alors l’injection isométrique (pour les normes L2 et la forme quadratique qa � u � ��
�
n � 1 � �

u
�
2 � V �

u
�
2) : �

i 	 1
H 1
0 � Ωi ��$ H 1

0 � Ω �
j

� �
i 	 1

ui " � �
i 	 1

ui

On en déduit , chaqueΩi ayant le même spectre :� ]I ��� Na,r � λ ��� Na,Ω � λ � � 1 �
Or les valeurs propres deHa dansΩ pour le problème deDirichlet sont de la forme :

λ � a � 2k � 1 � � µ, k � Z, µ � Σ0 ,

Σ0 désignant le spectre de Dirichlet du Laplacien pour le cube �Ω de 	 n . On peut donc
écrire, en notant N0 la fonction de comptage de ce spectre :

Na,Ω � λ � � �
k 	 1

N0 � λ � a � 2k � 1 � � .
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Or ]I � 	 n � vol ��� �Ωi � � vol �Ω.
L’inégalité (1) peut donc encore s’écrire :

Na,r � λ ��� 	 n
vol �Ω

�
k 	 1

N0 � λ � a � 2k � 1 � � .

Onen déduit la première inégalité du théorème en passant à la limite pour �Ω grand,
en utilisant l’asymptotique :

lim
�Ω grand

N0 � µ �
vol �Ω

� γn� 2π � n µn/2 .

Pour obtenir laminoration, on considère le pavage de 	 n � 1 par les parallélépipèdes
Pr � A � � � r � A � Z � n , on ne garde que ceux qui sont inclus dansΩ, et on désigne par � Ωi � i � I
des parallélépipèdes ayant mêmes centres que ces derniers et de côtés r . On peut écrire

aussi Ωi
� �Ωi � 	 . On a ainsi : vol � � �Ωi � � � r

r � A � n vol �Ω.
Les � Ωi � i � I forment un recouvrement deΩ.

On construit alors une famille φi � C �o � �Ωi � vérifiant : � φ2
i
� 1 et � x � �Ωi ,�

dφi � x � � � C/A ; (la constante C ne dépend que de n). La construction d’une telle

famille est détaillée dans [CV1] ou [DU].

On considère alors l’injection isométrique (pour les normes L2) :

H 1
0 � Ω ��$ �

i 	 1
H 1
0 � Ωi �

j � u � � �

i 	 1
ui avec : ui

� uφi .

On utilise l’inégalité entre la forme quadratique q1

���
i 	 1 ui " � �

i 	 1
�
Ωi

� �
uφi

�
2 �

ay2
�
uφi

�
2, et la forme quadratique qa � u � � �

�
n � 1 � �

u
�
2 � V �

u
�
2 :

qa � u ��� �
i 	 0

�
Ωi

� �
ui

� 2 � ���
n � 1 ay2 �

u
� 2 � c3

A2

���
n � 1 �

u
� 2 .

(Le détail des calculs est donné dans la section 3.2.a) ).

La méthode duminimax donne alors :

Na,Ω � λ ��� � ]I ��� Na,r � λ � c

A2
�

Le même raisonnement que dans la première partie de la preuve conduit à la mi-

noration cherchée, compte tenu du fait que cette fois l’on a :

]I � 	 n � vol ��� �Ωi � � � r

r � A � n vol �Ω .
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2.2. E ’   	 n   ""  f   h.
L. — Sous les hypothèses � � � et �
��� � , et ε > 0 étant donné, il existe pour

touth unpavage de 	 n par des cubes � �Ωi � i 	 0 de côté ri , et des nombres � ai � i 	 1 � 0<ai � ri/2 �
tels que, si l’on noteMi

� sup
x � �Ωi

�
Df � x � �

, on ait, pour tout x dans �Ωi et pour tout entier i � 1 :

i) riMi � ε � hf � x �
ii) 1/a2i � max �

4ε

h
,
1

ε � .
Démonstration. — On considère un pavage initial de 	 n par des cubes � Cα � de

côtés 1. D’après l’hypothèse � ��� � , on peut regrouper dans un cube noté �Ω0 les � Cα � tels
qu’il existe x dans � Cα � vérifiant : Mα � ε2 f � x � . Ce cube ne dépend pas de h.

On subdivise les cubes � Cα � extérieurs à �Ω0 en petits cubes de côtés rα avec 1/rα
entier. Ces cubes seront les �Ωi . Deux cas se présentent pour les cubes � Cα � , qui condi-
tionnent le choix de rα :

1)Mα > ε � hminx � Cα f � x �
On peut alors choisir rα tel que 1/rα soit entier et que :

ε � h
2

min
x � Cα

f � x ��� rαMα � ε � h min
x � Cα

f � x � .
L’inégalité i) du lemme est alors vérifiée, puisque ri

� rα pour les �Ωi contenus dans

Cα, et que l’on a : Mi � Mα.

On prend ensuite les ai tous égaux dans Cα à aα
� � εrα, ce qui entraı̂ne

1/a2i
� 1/ � εr2i ��� 4Mα

hε3minx � Cα f � x � 2 � 4ε

h
.

Cette dernière inégalité provient en effet du choix de �Ω0.

2)Mα � ε � hminx � Cα f � x � .
On choisit alors ri

� rα � 1, si bien que l’inégalité i) est satisfaite et que 1/a2i � 1/ε.

Dans toute la suite, ε est fixé. On utilise le pavage � �Ωi � associé à une valeur de h
fixée pour l’instant. On pose comme précédemment : Ωi

� �Ωi �
	 .

5



3. Preuve du résultat principal.

3.1. M Nh � E � .
On utilise l’injection

�
i 	 1H

1
0 � Ωi � $ D � qf /h2 � , où chaque H 1

0 � Ωi � est muni de la
forme quadratique associée à la fonction constante f � xi � /h2, xi étant un point arbitraire-
ment fixé dans �Ωi .

On a ainsi :

q1

� �
i 	 1

ui " � �
i 	 1

�
Ωi

� �
ui

� 2 � f � xi �
h2

y2
�
ui

� 2

qf /h2 � u � � � �
n � 1 � �

u
� 2 � f � x �

h2
y2

�
u

� 2 avec u � �
i 	 1

ui .

Grâce à l’hypothèse �
��� � et à l’inégalité i � du lemme, on peut écrire :�
f � x � � f � xi � �

h2
� Miri

h2
� ε � h f � xi �

h2
.

Cela entraı̂ne sur les formes quadratiques l’inégalité suivante :

qf /h2 � u � � q1

� �
i 	 1

ui " � ε � h �
i 	 1

�
Ωi

f � xi �
h2

y2
�
ui

� 2,

d’où, par application du principe duminimax :

N � λ � � 1

1
�

ε � h �
i 	 1

N � f � xi � /h,ri � λ � .

Le calcul dans le cas d’une fonction f constante dans un parallélépipède (Théo-

rème 2.1), puis l’inégalité (ii) du lemme 2.2 permettent d’écrire successivement :

N � λ ��� �
i 	 1

� ri � ai � n ν � f � xi � /h � λ � c

a2i

�
,

N � λ ��� �
i 	 1

� ri � ai � n ν � f � xi � /h � λ � 4cε

h
� c

ε

�
.

En utilisant le fait que ai
� εri on obtient la minoration suivante :

N � λ ��� � 1 � 0 � � ε � � �
i 	 1

rni ν � f � xi � /h � λ � cε,h

�

avec :

cε,h
� 4cε

h
� c

ε
.
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En utilisant le fait que xi est quelconque dans �Ωi et en écrivant λ � E
h2
, on obtient :

N � E
h2
��� � 1 � 0 � � ε � � �

x �� �Ω0 ν � f � x � /h � Eh2 � cε,h

�
.

Cette inégalité ne fait intervenir que �Ω0 comme élément du pavage , élément qui

ne dépend pas de h. On peut à présent faire tendre h vers 0 .

Finalement, le fait que :�
�Ω0

ν � f � x � /h � Eh2 � � 0

� ���
n

ν � f � x � /h � Eh2 � " quand h $ 0

permet d’aboutir à la minoration finale :

Nh � E ��� � �
n

ν � f � x � /h � Eh2
�
.

3.2. M Nh � E � .
On utilise cette fois le recouvrement de 	 n � 1 par les Ui � �Ui � 	 ,où les �Ui sont

des cubes centrés sur les �Ωi mais de côtés ri
�
ai .

On pose : �U0 � � x � 	 n ; d � x, �Ω0 � � � ε/2 � . De cette manière on définit : a0 � � ε.

On pose comme précédemment :U0
� �U0 �
	 .

Comme dans la preuve du théorème 2.1 , on construit alors une famille

φi � C �o � �Ui � vérifiant : � φ2
i
� 1 et � x � �Ui , �

dφi � x � � � c/ai . (c
� max

x �
�
n
#I � x � ,

avec I � x � � � i � 0; x � �
Ωi � . c est une constante qui ne dépend que de n ). On définit

une injection de D � q f /h2 � dans �
i 	 0H

1
0 � Ui � par : u $ �

i 	 0 � uφi � , et une forme quadratique
q1 ��� ui � comme précédemment.

a) Lien entre
�
uφi et

�
u.

On a :�
i 	 0

� �
uφi

� 2 � �
i 	 0

�
φi

�
u
�
u � dφi � � 2 � �

i 	 0
�
φi

�
u

� 2 � �
u

� 2 �
i 	 0

�
dφi

� 2 .

En effet le double produit est nul à cause du choix desφi :

0 � d � �
i 	 0

φ2
i � � 2

�
i 	 0

φidφi .

Par intégration on obtient donc :���
n � 1 �i 	 0 � �

uφi

� 2 � ���
n � 1 � �

u
� 2 � ���

n � 1 �i 	 0 �
dφi

� 2 �
u

� 2 .
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De plus, d’après l’inégalité ii) du lemme, on a :�
i 	 0

�
dφi � x � � 2 � �

i � I � x �
�
dφi � x � � 2 � c3

a2i
� c3cε,h ,

avec :

cε,h
� 4ε/h

�
1/ε .

d’où : � �
n � 1 � i 	 0 �

dφi

� 2 �
u

� 2 � c3cε,h

� �
n � 1 �

u
� 2 .

et finalement : ���
n � 1 � i 	 0 � �

uφi

� 2 � ���
n � 1 � �

u
� 2 � c3cε,h

���
n � 1 �

u
� 2 .

b) Minimax pour les nouveaux cubes . — Posons pour simplifier : uφi
� ui .

D’après ce qui précède on a :

qf /h2 � u ��� �
i 	 0

�
Ui

� �
ui

� 2 � � �
n � 1 f � x �h2

y2
�
u

� 2 � c3cε,h

� �
n � 1 �

u
� 2 .

Or : �
i 	 0φ2

i
� 1 , donc :� �
n � 1 f � x �h2

y2
�
u

� 2 � � �
n � 1 � i 	 0 f � x �h2

y2
�
u

� 2
φ
2
i
� �

i 	 0
�
Ui

f � x �
h2

y2
�
ui

� 2 .

qf /h2 � u ��� q1

� �
i 	 1

ui " � A0 � �
i 	 1

�
Ui

f � x � � f � xi �
h2

y2
�
ui

� 2 � c3cε,h

� �
n � 1 �

u
� 2

avec :

A0
� �

U0

� �
u0

� 2 � 1

h2

�
U0

f � x � y2 �
u0

� 2 .

On utilise encore une fois l’hypothèse �
��� � et le lemme pour les indices i non nuls.
Pour le terme concernant l’indice 0, on utilise l’hypothèse �
��� , qui permet de trouver une
constante β strictement positive telle que : f � x ��� β pour tout x dansΩ0.

On peut alors écrire :�
i 	 1

�
Ui

f � x � � f � xi �
h2

y2
�
u

� 2 � ε � h �
i 	 1

���
n � 1 f � xi �h2

y2
�
u

� 2

et :

A0 �
�
U0

� �
u0

� 2 � β

�
U0

y2

h2

�
u0

� 2 .
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Nous pouvons à présent comparer les deux formes quadratiques :

qf /h2 � u ��� � 1 � ε � h � q1 � �
i 	 1

ui " � c3cε,h

���
n � 1 �

u
� 2 � �

U0

� �
u0

� 2 � �
U0

βy2

h2

�
u0

� 2 .

On a alors , en utilisant le principe duminimax :

N � λ ��� �
i 	 1

Nf � xi � /h2,ri � ai � λ
�
K

1 � ε � h � �
N0

avec
K � c3cε,h

N0
� Nβ/h2,r0 � a0 � λ

�
.

On obtient donc la majoration suivante :

N � λ ��� �
i 	 1

� ri � ai � n νf � xi � /h2 � λ
�
K

1 � ε � h � �
N0

Par des calculs analogues à ceux de la section précédente on peut alors écrire :

N � E
h2
��� � 1 � 0 � � ε �#� � �

i 	 1
rni νf � xi � /h2 � Eh2 � 1 � 0 � h � � 0 � ε � � K � � �

N0

d’où :

N � E
h2
��� � 1 � 0 � � ε � � �

x �� �Ω0 νf � x � /h2 � Eh2 � 1 � 0 � h � � 0 � ε �#� � Kε,h

� �
N0 .

Comme précédemment, on peut faire tendre h vers 0 et conclure, puisque N0 et�
�Ω0 νf � x � /h2 � Eh2

�
sont alors négligeables devant

�
x �� �Ω0 νf � x � /h2 � Eh2

�
:

Nh � E ��� � �
n

νf � x � /h2 � Eh2
�
.
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