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REsUME. On présente ici une approche directe pour le calcul des déterminants
d’opérateurs de type Schrodinger sur un graphe fini. Du calcul de 'intégrale
de Fresnel associée, on déduit le déterminant. Le calcul des intégrales de
Fresnel est grandement facilité par I'utilisation simultanée du théoréme de Fu-
bini et d’une version linéaire du calcul symbolique des opérateurs intégraux
de Fourier. On obtient de facon directe une formule générale exprimant le
déterminant en terme des conditions aux bords et du propagateur. Dans
le cas d’'un opérateur de Sturm-Liouville, le propagateur s’exprime simple-
ment a ’aide de I'application de Poincaré. Le passage au continu permet de
retrouver directement la formule de Levit-Smilansky pour le déterminant d’un
opérateur de Sturm-Liouville : on introduit et on calcule une régularisation
des déterminants d’opérateurs de Sturm-Liouville, appelée régularisation de
Feynman, parce que c’est celle qu’on doit utiliser pour calculer la limite semi-
classique a partir des intégrales de Feynman. On peut ainsi donner une preuve
directe des formules de traces semi-classiques en restant proche de 'intuition
des intégrales de Feynman.

1. INTRODUCTION

Soit A une matrice réelle n x n, symétrique et non dégénérée de signature o

(0 =ny—n_ ot n_ (resp. n,) est I'indice de Morse de g4(z) = 5 < Az|z > (resp.

—qa(z))). L’intégrale de Fresnel (semi-convergente) associée a A est donnée par

/ GZWiqA(m)‘dCd — 1 . eimr/4 )
" |det(A)]z

Dans cet article, les calculs d’intégrales de Fresnel sont utilisés comme outil
pour calculer des déterminants de matrices symétriques. On particularise le cal-
cul symbolique des opérateurs intégraux de Fourier a ces intégrales. Le calcul
des intégrales de Fresnel (et par suite des déterminants) peut alors se faire de
fagon purement symbolique (une version linéaire exacte du calcul des opérateurs
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intégraux de Fourier de [21], [9], voir aussi [10] et [17]). Cela donne une approche
directe aux formules pour les déterminants de laplaciens sur les graphes et les
variétés a bord et leur relation avec la réponse (voir [7], [5]) ou 'opérateur Dirich-
let to Neumann (voir [15], [16], [24]). On peut passer du cas de la dimension
finie a celui de la dimension infinie grace a la définition des intégrales de Feyn-
man par approximations de dimension finie ([13]). On obtient en particulier un
calcul simple et direct des déterminants d’opérateurs de Sturm-Liouville discrets
ou continus (formule de Levit-Smilansky [24]). Le terme associé a une trajectoire
périodique dans la formule de Gutzwiller ([18], [1], [2], [6], [4], [12], [27], [19]) s’en
déduit facilement.

A chaque fonction d’onde classique (demi-densité) T = ae?™@@)|dz|z ou Q
est une forme quadratique sur un espace vectoriel réel X de dimension n, on
associe le sous-espace lagrangien Ly de X @ X' graphe de I'application linéaire

1

symétrique A : X — X' telle que Q(z) = 5 < Az|r > et la demi-densité

o(T) = ¢*(|a||dz|2) € Q2(Lg) sur Ly ol ¢ : L — X est la projection canonique.
On peut prolonger par continuité (phase stationnaire) cette correspondance aux
distributions du type ad(Y)e2™@®)|dz|z ot Y C X est un sous-espace et () une
forme quadratique sur Y. On se focalisera sur deux opérations de base :

1) Le produit scalaire f Ty Ty qui est défini comme une mesure sur q(Ly N Ly)
et qui se calcule grace a un produit scalaire de demi-densités.

2) L’image par un opérateur intégral de noyau

K(z,y) = anmQ(x’y)|dxdy\%

associé a la relation canonique Ry de fonction génératrice (), i.e. dont le graphe

est 90 90

2. CONVENTIONS ET NOTATIONS

2.1. Phases. On ne fera que des calculs d’amplitude, les phases seront correctes
a un décalage de k7 pres. En particulier, on n’insistera pas pour calculer le signe
des déterminants.

2.2. Espaces de phases. En général, X, Y désigneront des espaces vectoriels
réels de dimension finie ; X', ) seront les espaces de phases associés : si X'
est le dual de X, X = X @ X'. On notera z, y les vecteurs des espaces de
configuration, £, n ceux de leurs duaux. On notera Lx la grassmannienne des
sous-espaces lagrangiens de X'. On notera |dx| une mesure de Lebesgue sur X et
|dxd€| la mesure de Liouville.

2.3. Demi-densités. Si Z est un espace vectoriel de dimension finie, on note
1 A 7 . . l .

Q2(Z) le cone réel de dimension 1 des aldz|z, a > 0. Si L : X — Z est un

isomorphisme linéaire et que X (resp. Z) est muni d’une mesure |dz| (resp.
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|dz|), on peut définir le déterminant de L et on a L*(a|dz|2) = a|det(L)|2|dz|z.
Le carré d’'une demi-densité est une densité (i.e. une mesure de Lebesgue).

2.4. Distributions. On note S(X,Q2) Iespace des demi-densités f(z)|dz|z ol
f est une fonction de la classe de Schwartz sur X. Le dual est noté¢ &'(X, Q2).
On a . .
S(X,Qz) C §'(X,02) .

On note T' = §(0)|dz|~2 la distribution de &' donnée par < T' | f|dz|z >= f(0).

Plus généralement si Y C X est un sous-espace et X =Y @ Z, on introduit
des distributions de Dirac

T = 5(Y)|dy|*|dz| =

définies par

<T| fy,2)ldydz|} >= /Y £(,0)|dy]

2.5. Opérateurs symétriques et formes quadratiques. Si A : X — X'
est une application linéaire symétrique, on note gu(x) = % < Az|z > la forme
quadratique associée et I'y = {(z, Az)} C X son graphe.

Définition 1. SiY C X et B : Y — Y' est symétrique, le couple (Y, B) sera
appelé opérateur symétrique avec domaine. On lui associe la forme qp(y) = % <
Byly > sur'Y et le graphe

Iy ={u¢& |yeY, §y = By} .
On rappelle le :

Théoreme 1. [8] L’application ® : (Y, B) — I'y,p est une bijection de ’ensem-
ble des opérateurs symétriques avec domaine sur la grassmannienne lagrangienne
Lx.

3. DISTRIBUTION DE FRESNEL ET LEURS SYMBOLES

Soit L un sous-espace lagrangien de X@ X', on note ¢, (resp. pr) les projections
de L sur X (resp. X’). On associe & chaque L un sous-espace complexe Dj, de
dimension 1 de 8'(E,Q2). Si L = {(z, Az)|z € X}, Dy, = {ae*™44@)|dz|2 | a €

C}.
SiL=0@ X',
Dy, = {ab(0)|dz|"? | a € C} .
Sl L = FY,B;

Dy, = {ae®™ "W |dy|7|dz| % | a € C} .
La collection des Dy est un fibré vectoriel de rang 1 sur la grassmannienne

lagrangienne. Pour le voir au voisinage de (Y, B), on utilise une transformée de
Fourier partielle par rapport a la variable z.
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On va définir, pour tout 7' € Dy, son symbole o(T) € Q2 (L). On aura
o(AT) = |Mo(T) .
Définition 2. (Voir [30], [10]) A la distribution T = ae*™44@)|dg|z de Dr, on

associe son symbole, la demi-densité o(T) sur 'y définie par :

o(T) = ¢, (lalldz|?) .

Si T = ae2™5O)|dy|z|dz|~2, et 11 : Ly g — Y & Z' est la projection canonique,
o(T) = II*(|al|dy|2|d¢|2) ou |dC| est telle que |dzdC| est la mesure de Liouville
sur Z.

La méthode de la phase stationnaire montre que
T. = |(det(Q/e)|2€™9W/"|dx |2 — *7/5(0)|da| 2
dans &'(R",Qz) lorsque € — 0. Or

o(T.) = ph(|d€]7)

d’ou ’on déduit la continuité du calcul symbolique.
L’application T — o (T) est une application continue fibrée du fibré (D, — L)
sur le fibré (Q3 (L) — L£).

4. LE PRODUIT SCALAIRE

4.1. Produit de demi-densités. Soient L, et L, deux espaces lagrangiens et
1 . . 7 .
w; € Q2(L;), 1 = 1,2, on leur associe une densité wyxwy sur LiNLy. Si LiNLy = 0,
L& Ly = X et on a ainsi une demi-densité w; X ws sur X. On pose
w1 X Wy

 |dadg]?

W1 * W2 ,
qui est un élément de Q'(0) qui s’identifie canoniquement & R.

Si LN Ly = K, soit W = K°/K Pespace symplectique réduit associé et M,
les images des L; par la réduction. On a les isomorphismes L; = K & M;,

Q3 (L) = Q3 (K) ® QF (M;)

ce qui permet de se ramener au cas précédent : si w; = k; ® p;, on pose wy xwy =
(k1ks) ® (p1 * o) ot le produit kqko est le produit de 2 demi-densités dans K qui
est une densité sur K.

Proposition 1. Supposons X muni d’une mesure de Lebesgue |dz|, on peut alors
définir le déterminant d’une application linéaire de X dans X', car X' est muni
d’une mesure de Lebesgue |d€| associée d |dz|, on demande a |dzd| d’étre la
mesure de Liouuville.
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Si L1 N Ly =0 et que L; = {(x, Aix)}, le produit p = qzl(|dx\%) *qz2(|dac|%)
vaut
1

\det(Al — AQ)‘% '

p:

Preuve.—
On doit calculer le déterminant de ’application
C: XX XX

définie par

C(z,y) = (z +y, A1z + Agy) .
Il est clair que

|det(C)| = |det(A; — As)|,

d’ou I'on déduit le résultat.

g

4.2. Produit scalaire de distributions. Si on souhaite calculer f T,T,, on
obtient une intégrale de Fresnel si L; N Ly = 0 dont la valeur absolue est o(T7) x
O'(TQ) .

En général cette intégrale n’est calculable que transversalement & Z = w(L; N
L) et donne lieu & une mesure sur Z.

Théoréme 2. Si f : x — z est une projection linéaire de X sur Z et p € CX(Z),

p>0,0na:

[ TTuetr@)] = [ eaue)
ot dp = o(T) * o(T3).
Preuve.—

Soit, pour j = 1,2, T; = a;e*™Qi® )|dz|2 et supposons Qi(x) =
2 < Ajz|z > avec ker(A1 Ag) =0,ona:

|/ |a1ds|
" (det(A; — Ay)[F

C’est exactement le produit o(77) x o(T3) d’apres la proposition 1.
Le cas général s’obtient par continuité du calcul symbolique et par
produits tensoriels.
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5. OPERATEURS UNITAIRES
Soit Y =XpX' et Yy=YY"

Définition 3. Soit x : Y — X un isomorphisme canonique. Le graphe de x est
muni d’une demi-densité canonique, notée w, transportée de celle de X ou de .

Sila projection canonique 7 : I'y, — X @Y est un isomorphisme, la demi-densité
canonique w, s’exprime en terme de = et y par

wy = (0] 72|da|dy|?)
ou # est le déterminant des applications exponentielles

a: (2,8 = (z,y) ouB:(y,m) — (v, 2),
définies par la condition que si x(z, &) = (y,n)

a(z,§) = (z,y) -
Définition 4. Soit x la transformation canonique de fonction génératrice Q(x,y),
i.€.
0Q 0Q
x(¥, —a—y) = (, %) :

L’opérateur unitaire associé a x est l'opérateur dont le noyau (au sens de lintégrale
de Fresnel) est :

Ky (2,y)|dvdy|? = |0] 229 | dudy|? .

On a alors le :

Théoréme 3. i Ty|dy|2 € Dy, et o(Tp) = wo,
[ Kl ) To(w) sl sl = o) s
ol Ty (2)|ds]} € Dyqrey et o(Ti(2) dol?) = x*(o(To(y) dyl)).
Corollaire 1.
[ B i) Kl )] = Kona(s,2)

a une phase pres.

Preuve.—
Soit

1 1
Q(x,y)zi <Aa:\x>+<Bx\y>+§ < Cyly >,

on a alors :
1
6 = |det(B)|"= .
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On doit évaluer
I = /ag—ée%i(Q(w,y)JrQo(y))|dy||dx|§ )

Par la phase stationnaire, on trouve :
I = 0722 |det(C + Ag)| "2 |da]? .

La demi-densité
02 |det(C + Ap)| ?|dz|>

est bien I'image de a\dyﬁ par y — z = —B7'(Ay + C)y qui est
I’application résultant des fleches évidentes :

X5 LS50, - X.

6. PROBLEMES A BORD

On suppose maintenant que X = X, @® X; et on écrit z = (y, z). On suppose X;
muni d’une mesure de Lebesgue et X, d’une structure euclidienne. On se donne
une forme quadratique Q@ = Q(y, z) sur X. On pose

oQ 0Q

—:A - = * B .
P z + Cy, By C*2+ By

On supposera (bien que ce ne soit pas nécessaire) que A est inversible.

Définition 5. L’application réponse Rg : X, — X;, est Uapplication linéaire
symétrique définie par Rg(y) = C*z + By ou z vérifie Az + Cy = 0.

S1 L = Lo C X, R = Lg, est la réduite symplectique de L par rapport a
Pespace coisotrope ¢ = 0. Dans le langage de Hormander ([10], [21]) @ est une
fonction phase de R. Dans le langage des EDP, R est ’application Dirichlet
to Neumann (voir [29]). Dans le langage des réseauz électriques ([7]), Rg est la
réponse.

Définition 6. On définit le propagateur associé a Q) comme la distribution P €
Dg définie par l'intégrale de Fresnel

P ([ oo as)aylt
X

et son symbole o(P) € Q2 (R).

Soit maintenant (W, B) un opérateur symétrique sur W C X,. On lui associe
la forme quadratique de domaine X; W définie par : Qp(y, 2) = Q(y, 2) +q5(y).
Comme X; W est muni de la mesure de Lebesgue |dz;|® |dw| (|dw| est la mesure
euclidienne), on peut définir le déterminant de la forme quadratique @ p.
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Définition 7. La distribution B € Dw p appelée distribution limite est définie
par :

B(y) = e 215 |du|7|dv| 7
oy = (v,w) €Y.

On s’intéresse au calcul de |det(Qp)| ; on aimerait en particulier connaitre sa
dépendance par rapport a B.
Avec les notations précédentes, on a :

Théoréme 4. Si Qp = Q + gp est non dégénérée,
|det(Qp)| = |o(P) *o(B)|~

est le produit x des symboles du propagateur et de la distribution limite. On
convient dans cette formule et dans la suite de poser o(P) *o(B) = oo si les 2
variétés lagrangiennes R et Ly, ne se coupent pas transversalement.

Preuve.-

En effet

I = |det(QB)\_% = /627Ti(Q(yaz)+‘IB(y))|dy|‘dzl

et cette intégrale I se calcule en intégrant d’abord par rapport a z,
ce qui donne

I=<P|B>
et donc [ est le produit * des symboles.

O
L’objectif de ce qui suit est de calculer le symbole du propagateur dans un
contexte géométrique (graphes ou opérateurs de Sturm-Liouville).

7. DETERMINANTS D’OPERATEURS DIFFERENTIELS SUR UN GRAPHE FINI

Le formalisme précédent peut s’appliquer au cas d’un graphe fini G = (V, E) ;
V' désigne 'ensemble (fini) des sommets de G et E l'ensemble (fini) des arétes
(paires de sommets). On introduit un espace euclidien X¢g = @jcy X; ol les X
sont des espaces euclidiens de dimension n que ’on identifie une fois pour toutes
a un unique espace euclidien X;. Soit V5 C V' (le bord de G) et V; = V' \ V4. On
note F; I'ensemble des arétes dont au moins un des sommets est dans V;. On
pose X; = @jev; Xj et Xp = Djey, X;. On note z (resp. y) le vecteur générique
de X; (resp. X3) et © = (z;) = (v, 2)-
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7.1. Le propagateur.

Définition 8. La forme quadratique

Q)= Y aylnz)+ Y glz;)
{i,i}eEr Jjev
ou les q; sont des formes quadratiques sur X; et les c;; des formes bilinéaires
non dégénérées sur X; x X; est dite subordonnée a G.

On définit alors comme au paragraphe 6 la réponse R (voir aussi [7] et [5]) et
le propagateur P € Dy par

P= (/ e2i7f@<w>|dz|)\dy|% .
X;

On s’intéressera plus bas aux calculs de propagateurs, mais on peut déja noter
la formule de composition suivante. Si G’ et G” sont deux graphes disjoints et
qu’on a identifié une partie W du bord de G’ & une partie du bord de G” : Vj =
W{UW, V7o = W”oUW. On a alors 3 propagateurs naturels P’ (yg, 2), P”(2,9y”0)
et P(y',y”) qui sont reliés par

(1) PW.y") = - Py, w)P" (w, y")|dw] .
7.2. Les distributions limites. Donnons quelques exemples de distributions
limites.

Ezxemple 1 : probleme de Dirichlet.

On prend W = {0} et B = 6(0)|dy|=.

Ezxemple 2 : probleme périodique.

Soit Vo = AUB une partition du bord en 2 sous-ensembles de mémes cardinaux
et 0 : A — Bune bijection. Onprend W ={y=(--- ,ya,---; -+, Yp,---) | Va €
A, Yoa) = Yo} Si Xy = W @ W' est une décomposition orthogonale, on pose

B =6(W)|dw'|"2|dw|> .

Ezemple 8 : probléeme de Neumann.
On prend W = X, et B=0.

7.3. Les déterminants. Le déterminant de (Qp se calcule a partir du propaga-
teur et de la distribution B comme dans le théoreme 4.

Le but est de calculer exactement les propagateurs, mais on a en tout cas une
formule relative :

Proposition 2. Supposons Q(y, z) donnée ; soient wy € Q%(R) \ 0, et B; et By
deuz distributions limites, on a :

det(Q1)] _
) det(Qy)] |

wo* o (By) |2

Wo * O'(BQ)
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8. PROPAGATEURS D’OPERATEURS DE STURM-LIOUVILLE DISCRETS

8.1. Le cas d’un graphe linéaire. On considere le cas ou G = Py est un
chemin & N +1sommets: V ={0,1,--- ,N}, Vi ={0,N} et E = {{i,i+1}|i =
0,---,N —1}. Soit

=

N

Qo+ an) = ) cilw, zivn) + ) ailwi)

1=0

Il
)

i
avec ¢;(z) = % < Aixlz > et ¢z, xip1) =< x|Ciwipy >=< Cfzilzipy >. On
pose ; = |det(c;)| > 0.
8.2. Réponse et application de Poincaré. La réponse R est liée de facon
simple a ’application de Poincaré. On définit pour 0 <:< N —1
Xi: & — X

comme la transformation canonique de fonction génératrice S;(z;, xi11) = ¢;(z;)+
¢i(xi, 2ip1) - On a donc, pour 0 < ¢ < N —1:

Xi(®i, —Aiw; — Cixiq1) = (w341, Ciz;)

Soit x = xny_10---0xo : &y = Xy la transformation canonique (application
de Poincaré) qui, & (x¢, —Aoxo — Coz1), associe (zn,Ch_i1Zn-1 + Anzy) OU Z;
satisfait pour 1 <i < N —1:
(3) 02111'1'71 -+ Azx, + CZ’SIJZ'+1 =0.
La réponse R est I’ensemble des

(z0, 2n5 Aozo + Coz1, Cy_1ZN—1 + ANTN)
tels que (z;) satisfait I’équation (3) et aussi ’ensemble des

(zo, zn; —&0,EN)

tels que
((z0,&)(zn,€n))
soit dans le graphe de Y.

8.3. Le propagateur de Sturm-Liouville. L’énoncé qui suit est un des prin-
cipaux résultat de cet article. Il a comme conséquence, via le théoréeme 4, une
version discrete du théoréme de Levit-Smilansky [24].

Théoreme 5. Le propagateur de Sturm-Liouville a pour symbole

N-—1
(4) U(P) = H h’iriwcan )
=0

0l Wegn €St la demi-densité canonique sur le graphe de [’application de Poincaré
X-

Preuve.—
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Pour 0 < j < N — 1 les opérateurs de noyaux
L oo (Ve (s s 1
Pj (:L'j, xj—i—l) _ 'Yj2 e2z7r(q] (z;)+c;(x; ,mj+1)) |dxjd33j+1‘2

sont unitaires et opérateur R est |[] 7,2 fois le composé des
unitaires P;. Le théoreme résulte donc du théoreme 3.

O
Corollaire 2. Le déterminant de l’opérateur de Sturm-Liouuville est donné par :
N-1 1
) det = .
( ) ‘ € (QW,B)‘ ‘g73‘|wx*0(6)|2

8.4. Le cas des arbres. On se place dans le cas ou le graphe T'= (V, E) est un
arbre et V5 = {1,--- ,p} est ’ensemble des sommets de degré 1. Cela contient
aussi le cas d’un graphe arbitraire en prenant pour G un arbre maximal. On pose

Qz) = > cijlziz) + > g(z;) -

{i,j}€E jev
Théoréme 6. Soit P = aeQmR(y)|dy|% le propagateur associé a ) avec
Rly)= > rijlzsz)+ Y tilx),
1<i<j<p 1<5<p

et vi; = |det(ci ;). On a, pour toute paire i, jo € Vo, io # jo -

N-1
_1 1
a= (H |Yirsinss | 2>|det(7“z',j)\2 :
k=0
ou T ={iy =14,i1,--- ,iy = j} est le chemin de iy a jo dans larbre T.

Preuve. -

On fait le calcul pour les z; = 0 sauf z;, et z;,. On se ramene au
cas de Sturm-Liouville en calculant d’abord l'intégrale par rapport
aux sommets non situés sur le chemin I' de ig a jo.

0

8.5. Le cas des cylindres. C’est le cas d’un produit cartésien d’un graphe I’
par le chemin Py. On se rameéne au cas du chemin. Cela permet de traiter le cas
des rectangles et des tores.

8.6. Transformations élémentaires des graphes. Il s’agit de controler ’ac-
tion au niveau du propagateur des transformations électriques élémentaires :
série, parallele, étoile-triangle (voir [5]). L’idée est que ces transformations n’agissent
pas sur la réponse, mais uniquement sur 'amplitude du propagateur suivant des
formules simples.
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9. DETERMINANTS REGULARISES

9.1. Opérateurs de Sturm-Liouville. Soit A : [0,7] — Sym(R") une appli-

cation continue et S = %(—% + A(t)) Popérateur de Sturm-Liouville vectoriel

formellement symétrique associé. L’application de Poincaré (ou résolvante) x est
le difféomorphisme canonique de Xy = T*R" dans Xy = T*R" défini par

x(2(0),2'(0))= («(T),'(T))

ot z(t) est solution de Sz = 0. Une extension autoadjointe Sy, p de S est
donnée par une forme quadratique avec domaine (W, B) sur Xy @& Xy. On pose
[ = dim(W).

Sw,p est I'extension de Friedrichs de la forme quadratique

2

définie sur H*([0,T],R*) N {(z(0),z(T)) € W} = H};.
Le spectre de Sy p est de la forme

M< e <A< e

Qup(z) = 1/0 (1224 < A@)z()|z(t) >)dt + B(z(0), =(T))

avec \, ~ Ck2.

9.2. Déterminants régularisés. On veut donner un sens au déterminant régu-
larisé de Sw,p. La méthode la plus standard est la (-régularisation (voir [28]).
Elle n’est pas bien adaptée ici. On va considérer une régularisation a partir
d’une discrétisation par éléments finis qui correspond exactement a la définition
de l'intégrale de Feynman (voir [13]) et appelée régularisation de Feynman.

On définit une discrétisation Q% g de Qw,p. Soit N > 1 donné, 6 = % et, pour
0 <i< N, t; =di, on pose

N-1 9 N-1
Q{;V[/,B(.’E(), cee ,.TN) = ; w + % ZZI < A(tz).’l?z|l'l > +%B($0,$N) ,
avec (zo,z7) € W. La forme Qg p s'identifie & la restriction de forme Qw,p
a l'espace Ay des fonctions continues affines par morceaux sur la subdivision
réguliere de [0,7] en N intervalles (modulo renormalisation pour que la norme

L? corresponde a la norme euclidienne sur &X;).

Il est facile de montrer que les valeurs propres de Q%, g convergent simplement
(et uniformément en A si la norme L* de A reste bornée) vers celles de Sy p ;
c’est une conséquence du fait que tout sous-espace de dimension finie de Hjy, est

approchable & € prés au sens H' par un Ay et du minimax.
On a le :

Théoréme 7. Sidy est le déterminant de QY g, 8"V dy a une limite detf(Sw,p)
quand N — 0o. On dit que dety est le déterminant régularisé au sens de Feynman
de SVV,B-
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On a :
det(Sw,p) = |wy *o(B)[7*
ou x est l’application de Poincaré.

Corollaire 3. 57

(6 =(a 1)

on a, pour les problémes de Dirichlet, Neumann et périodique, les formules :

(7)
|det(Sair)| = |det(B)] , [detf(Speu)| = |det(C)[ , |det;(Sper)| = [det(ld — x)| -

Preuve.—
On applique le corollaire 2 & 6Q, p avec ¢;(z;, Tiy1) = —ZHH

On obtient ainsi :
dy = 6702w, > o (B)[7

oll xn est I'application de Poincaré pour §@Q%. Il suffit de remar-
quer que xy — X lorsque N tend vers I'infini ; en effet ’application
X~ est définie par composition des x; définies par :
Xi (5, 5) = (x5 + 6p; + 62 A(t;)x5, p; + 5A(L))z;)
et correspond donc a une discrétisation de type Euler de
dx dp

_— = _— = A
il e (t)x

O
Probléme : comparer la régularisation de Feynman a la (-régularisation.

Théoréme 8. Soient S, et Sy 2 opérateurs de Sturm-Liouville sur [0,T] avec
des conditions au bord (W, B). On a

‘H /\]c Sl _ detf(Sl)
/\k Sg

B detf(SQ)

On aura besoin du :

Lemme 1. Supposons A;(t), j = 1,2 et (W, B;) fizés, si /\?;N, k=1,---,ny
sont les wvaleurs propres des formes quadratiques (5Q{,VV”%J, discrétisées de S7 a
lUordre N, il existe o > 0 et (3 tels que, uniformément en N, on ait :

Ny >ak’+ 0.

Et on a : . .
N A 1
I[[ 55=1+0(—).
k=mo+1 )\k’N Mo

Preuve.—
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(du lemme 1) Les formes Q{,V[,’féj peuvent s’obtenir par restriction

A x_; =0 de formes QV sur le cercle Ty, = z_; qui s’écrivent

N
v 1 () + &
Q¥ =55 D I — zil” + B (@) + 5Bj (w0, 2v)

1=—1

oll les R™ sont uniformément bornées. L’estimation provient alors
N <
du calcul exact du spectre de Y ;° | |z;—z;41/? sur le cycle & N +2
points.
La deuxiéme estimation provient du minimax qui implique

|)‘119,N - )‘%,N| = 0(1) .

Preuve.—

(du théoréme 8)

© 0S5 [ A(SY) |
P=115 e = (H /\k(52)> (1+0i)

k=1 k=1

. . N,j
Puis par la convergence simple des valeurs propres des Q%5 vers
)

celles de S7 :
TNy 1
P= (A}ano ¥ )(HO(E)) -

k=1 k,N

Et d’apres le lemme 1 :

T My 1
p- (1) 00

k=1 k,N
Et donc :
. |dy 1
Pl = Jim | (1+06,0)
et par définition de det;(S7) :
detf(Sl) 1
=|—S{1+0(—)) .
PI= | Get, ) (1 (mo))

La preuve se termine en prenant la limite quand m, tend vers
I’infini.
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