SYMBOLES MODULAIRES ET METHODE DE RANKIN
par Fabienne Jory

Les symboles modulaires ont été introduits dans les années 1970 par Mazur, Manin, comme
moyen principal pour la construction de fonctions L p-adiques de formes modulaires et courbes
elliptiques. Ces symboles modulaires représentent certaines classes d’homologie sur les courbes
modulaires et ils possedent certaines propriétés d’intégralité, provenant du fait que I'on peut les

réaliser comme éléments du réseau d’homologie & coefficients entiers sur cette courbe.

Du point de vue analytique, ces symboles modulaires sont les intégrales suivantes :
P(z,r, f) f f(2)2"dz, avec 0 < r < k—2 ou k est le poids de f. Le premier objectif de ce travail
est de donner une expression explicite pour les symboles modulaires en termes de produit scalaire de
Petersson de deux formes modulaires. Ce calcul est motivé par le fait qu’il existe beaucoup d’autres
constructions de fonctions L, en particulier celles utilisant la méthode de Rankin. Il se trouve que
les mesures p—adiques attachées aux formes modulaires et courbes elliptiques s’expriment d’une
part en termes de symboles modulaires, et d’autre part comme produit scalaire de Petersson de
certaines formes modulaires. C’est pourquoi on peut légitimement espérer exprimer les symboles
modulaires qui interviennent dans cette construction directement par la méthode de Rankin.

Le but principal de ce travail est de donner une réponse affirmative & cette question.
Ayant fixé un caractére auxiliaire { mod B, nous montrons qu’il existe des séries de Fourier Fy . ;
(proposition 14.1) telles que les symboles modulaires s’expriment comme combinaisons linéaires :

T
P(LL', T, f) = Zﬂj+2Lf(j + Ea 5)_1 X <fp’ Fﬂf,T,j)CMoB2
=0
(z =a/M, avec (a, M) =1; Ex(—1) = (=1)¢ ; € est choisi de telle sorte que L(j + £,&) soit non
nul;0<2<k—1;(C,MB?) =1;C est le niveau de f et My = leMp). 11 faut souligner le fait
que les coefficients L¢(j + £,£)™! ne dépendent ni de z ni de 7, mais dépendent seulement de f.
Nous calculons explicitement les coefficients de Fourier des formes modulaires F; , ;, et il se trouve

que ce sont des nombres algébriques de Q?°, I'extension maximale abélienne de Q (propositions
15.2 et 16.3).

Il s’ensuit de cette description que les formes modulaires F; , ; peuvent étre développées
sur une base (finie) de formes propres des opérateurs de Hecke, dont un élément est f?, avec des
coordonnées dans Q : Fy ;= Ay rjf? + h, ot Agrj € Q et (f?, h)onr, 82 = 0. Ceci implique :

P(z,r, f) = Z it j;j_ﬂzog Az

Mots-clés : symboles modulaires, formes modulaires, séries de Dirichlet, valeurs spéciales de fonctions L.
Classification Mathématique : 11F67, 11F03, 11F11, 11F33, 11F37, 11F66, 19F15.
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c’est—a—dire que les symboles modulaires s’expriment comme combinaisons linéaires d’un nombre

fini de nombres algébriques, et les coefficients 7/ T¢(f, f) o, B2 L (+¢,€) ! peuvent étre considérés

comme des sortes de “périodes”, qui sont des constantes essentielles attachées a la forme f.

Nous montrons aussi que si M est une puissance de p, il existe un entier naturel N non

nul qui ne dépend pas de = tel que NM"P(z,r, f) est p-entier, dans le sens ot NM"X; , ; est un

entier algébrique dans Q (proposition 17.1). Cette propriété est essentielle pour des constructions

de fonctions L p—adiques. Nous envisageons a la suite de ce travail de déduire explicitement une

construction des fonctions L p—adiques & partir de ce résultat.

Voici le contenu de ce travail :

1
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1 : Symboles modulaires (définitions et généralités).
Fixons tout d’abord les principales notations utilisées.

On pose ¢ = e(z) = exp(2inz). Rappelons les définitions des opérateurs Uy, Vg, Ty (Ty est
o0

dit opérateur de Hecke). Pour f(z) = > a,q" série de Fourier formelle, on pose :
n=0

fIUa(z) = "> Z Sl ((1) Z) = d*/>! Z f((z‘l‘u)/d) = iandqna

u mod d u mod d n=0
PWVale) = 5 = a2 (4 0) =3 g

FleTa(z) = p(n)n* = flxUapnVa-
n|d
Une forme vieille f € M2 (I‘l (C)) est une combinaison linéaire de formes des deux types
suivants : pour un ¢ > 1 qui divise C, une forme de Mj,(I'1(C/c)) que I'on plonge dans My (T'1(C))
ou une forme qui résulte de 'action de Popérateur V, sur My(T'1(C/c)) (pour les définitions
standard, voir [16, ch. 2] ou [10, ch. 2 et 4]). L’ensemble des formes nouvelles, Sp°¥(T'1(C)),
est Porthogonal de S9'4(T'1(C)) pour le produit scalaire de Petersson (voir section 12).

[e.°]
Soit 9 un caractére de Dirichlet modulo C. On considére ici une forme f(z) = > a,q" €
n=1

Sk (C,v) primitive c’est-a-dire f € Sp°V(C, ) fonction propre des opérateurs de Hecke T}, pour n
premier avec C et U, pour n | C, et aussi normalisée par a; = 1 (donc les coefficients a,, coincident
avec les valeurs propres \,, définies par f|;7,, = A, f, pour n premier avec C). Notons aussi que
dans ce cas les coefficients a, sont des entiers algébriques ([16, ch. 3]).

s . a
Définition 1.1 : Soient z € Q, z = —, avec (e, M) =1, et r € Z, 0 < r < k — 2. Les symboles
modulaires attachés & f sont les nombres suivants :

manﬁz/mfwfw.

2 : Expression des symboles modulaires en fonction de caractéres additifs.

Nous établissons la premiere formule pour les symboles modulaires, a 'aide d’un calcul
élémentaire sur les intégrales.

Proposition 2.1 : Pour z, r, f choisisen 1, on a :
& r o . o0 _
P(z,r, f) = Z (3) 2"t (2m) =0 5) Z ane(nz)n~Uth),
=0 n=1

Preuve.



/ f(2)z"dz = i/o flz+iy)(z +iy)"dy

[e.o] o0
r L .
——iE ay, exp(2irnz E " JiJ/ 7 exp(—2mny)d
n €xp( ) (j) o y’ exp( y)dy

n=0 j=0

[ee] T o
. r s i 1 Pt
zlzane(nm)z ( .):cT 11 (2mn) ™7 / t'e~"dt
n=0 =0 J 0
T

= igane(nx) > (;) "IV (2n) TITIT(G 4 1)

=0

= Z (;) "I (2m)~ U+ 51 Z ane(nz)n~ U+, O

Remarque : On peut voir dans cette proposition I'expression des symboles modulaires comme
combinaisons linéaires d’intégrales p—adiques, lorsque M est une puissance de p :

o0

nZ::O ane(nz)n=Uth) = fz,, e(yz) dus(y) ot x = 5= € Qp, y la variable de Z, et la mesure py
0 .
est définie par la série partielle suivante : ps(b+ pVZ,) = > apn~Ut1)_ Ensuite on peut
n=0

n=b mod p~

A~ 0 -
encore généraliser en passant & Z = limZ/MZ et définir ) ane(nz)n~UtY = [, e(yz) dus(y) :
M n=0

les ouverts de Z proviennent des images réciproques des points de Z/MZ par la projection
7 — 17 /MZ avec un M convenable ; la fonction y — e(yx) est une fonction localement constante
sur Z avec pour valeurs des racines de 'unité (donc dans Q?P), et I’intégrale se réduit & une somme
finie.

3 : Caractéres (définitions et propriétés).
Rappelons les notations et résultats principaux concernant les caracteres de Dirichlet.

Un caractere trivial ey est un caractere modulo N défini sur Z par
1 sia=1modN,
en(a) = .
0 sinon
et étendu & Q de maniere usuelle : en(b) =0si b ¢ Z.
Nous noterons 6 le caractére suivant : §(a) = 1sia € Z et 6(a) = 0sia ¢ Z. (0 pourra aussi

désigner un indice de sommation).

*
> signifie que dans la somme, on impose (n, M) = 1.
n mod M

Somme de Gauss pour y caractere modulo M :

G = X x(men/M)= ¥ x(n)e(n/M).

n mod M n mod M



Sommes de Gauss décalées pour x caractére modulo M et a € Z :

Go(x) = X x(n)e(na/M), et Gournr(x) = > x(n)e(na/(MM')).

n mod M n mod MM’
o
p la fonction de Méobius : ((s)™' =[[(1 —p~%) = 3. u(n)n=%.
p n=1

On peut noter les propriétés suivantes :
Z { Si n = 1,
p(d .
i sin > 2.
Lemme 3.1 : Si x est un caractére primitif modulo M, G,(x) = x(a)~1G(x). Si x n’est pas
primitif modulo M et si xo modulo M /M’ est le caractére primitif associé & x, alors on a :

xB) = B xo®nlt) et 600 = So)M’ T uthot)t5(ih ) (#).

t(b,M7)
(voir [12, (4.20)]). En particulier pour a =1 : G(x) = G(xo)u(M")xo(M'), car le seul ¢ est M'.

0  six non trivial
Pour tout caractére x mod M, > x(n)= { X ’

n mod M M sinon ;
* 0 si ¥ non trivial,
x{n)= .
n mzozl M ( ) { (P(M) S1non.
5 e(ad/N):{O si N Jd c’est—a—dire d # 0 mod N,
amod N N sinon.

4 : Passage du caractére additif n — e(nz) & des caractéres multiplicatifs .

Les x(n/d) pour § | M et x mod M /§ forment une base de Z/MZ dans laquelle s’expriment
les e(na/M) pour a mod M :

e(na/M) = Z Z Cayx,m/5 X(1/0).
0|M x mod M/d
Nous donnons maintenant une formule explicite pour les coefficients c,,,,ar/5 €t nous en déduirons
une expression des symboles modulaires en fonction des caractéres x de Dirichlet.

Lemme 4.1 : Calcul des coefficients : Cax,Mys = P(M/8) 1G4 (%)-

Démonstration. — Cas ot M =1 : Alors § = 1 et le caracteére x mod 1 est trivial : x(n) = 1 pour
tout n € Z. Pour n = 0, on obtient e(na) = 1. Donc ¢, 5,1 = 1.

e(na/p) = Z Z Ca,x,p X(1/6).

dlp x mod p/d

Cas ot M = p premier :

Il y a deux termes, correspondant & § = 1 et § = p (qui donne le caractere trivial) :

e(na/p) = Z Ca,x.p X () + 1.

x mod p
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On introduit un caractere auxiliaire 9 modulo p. On a par définition > 1 (n)e(na/p) = Ga(¥)

n mod p
et aussi i} .
Z P(n)e(na/p) = Z "p(n)( Z Caxp X(N) + 1)
n mod p n mod p x mod p
= Z Ca,x,p Z P(n)x(n) + Z P(n)
x mod p n mod p n mod p
= Z Ca,x.p Z P(n)x(n)
x mod p n mod p
* 0 ] 7y
Or > 9(n)x(n) = { S% X7y ou ¢ est la fonction d’Euler. Alors 'expression devient
n mod p ©(p) sinon
> P(n)e(na/p) = c,yp ¢(p)
n mod p

On obtient (pour x mod p) : cax.p = ©(p) " Ga(X)-

Cas ou M = p¥ avec p premier :

na/p Z Z Ca,x,pK /& X(n/é)a

d|pK x mod pX/é

e(na/pK) = Z Ca,x,p¥ x(n) + Z Z Ca,x,p¥ X(’I’L/(S) +1

x mod pK d|p¥ x mod p¥ /4§
0#1,6#p™

Fixons n premier avec p ; pour 6 | p et 6 £1,0 = p* avecaw > 0 et ona % = oa ¢ Z, donc si

onaaussid # p¥ (x #1), x(n/d) = 0; il reste dans la somme : e(na/p%) = 3 ¢4y prx(n)+1.
x mod pK
On introduit un caractére auxiliaire 1 modulo p¥. On aencore : Y.  #(n)e(na/pX) = Gu (),
n mod p¥&
et aussi :

Y dmena/pX)= Y $m)( Y cappr x(n) +1)

n mod pK n mod pK x mod pK
*
- Z a,xpK Z P(n Z P(n)
x mod pK n mod pK n mod pK
= E : a,x,p* § : P(n
x mod pK n mod pK

Co i, pK (P(pK)

(le seul terme non nul est celui correspondant a ¥y = 1).

On obtient (pour x mod p¥) : ¢,y px = ©(P®) 1G4 (X).
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Cas général : M = pfl .- pKs avec p; premiers distincts :

Z/MZ~7/p"Z & - -0 Z/pEZ
(Z/MZ)* ~ (Z/p{Z)" x - x (Z/plZ)"
ne (npu"' anps)
e(na/M) est un caractére additif mais & valeurs dans (Z/M Z)* ; on pose :
Cpua(1) = exp(2imnp, /p) = e(np,a/p)

e(na/M) — H €p;,a(m)

pi|M
Xx(n) est un caractére multiplicatif, on définit ses composantes x,, = x mod pf(" c’est—a—dire :
Xpl(n) = X(]-a]-a o Mpy ]-)

x(n) = II xp.(n)
p;i| M

On peut alors pour chaque composante utiliser les résultats précédents.

Cas ou M = pf{lpé{z avec py et py premiers distincts :

e(na/M) = ey, ,a(n)ep,,a(n)
= e(np,a/p)e(np,a/p3*)

Z c”uXpl JJ;(I Xp1 (n) + 1) ( Z ca,xp2 ,pfz Xp2 (n) + 1)

K
Xp, mod p] Xpy mod p; 2

eI G e )+ 1) (Y @E) TG (R (m) + 1)

K
Xpy mod p; 2

= Z Z Qo(pl)_l‘p(péﬁ)_1ga(>2p1)ga(>_<p2)XP1 (In’)XPQ (’)’L)

K K
Xp; mod p; ! xp, mod p, 2

+ 0> o) TG xm M)+ DY 0(05?) T Ga()xpa (7) + 1.

K K
Xp; mod p;t Xpy mod p, 2

|
(]

Ki\— Ko\— K1 Ko\— —_ N
Or p(p1 ") to(py?) ™ = o 'pa )™ = (M)~ 5 Xp, (n)Xpo(n) = Xx(n) OU X = Xp, Xps
modulo pf{lpgf2 =M ;et:

ga(Xpl)ga(sz) = ( Z Xpl (m’ 1)6(ma/p{<1)) ( Z sz (1’ ml)e(mla/p§2))

m mod pf(l m’ mod pé(z
*
= Z Xp1 (1) Xps (1) €py,0(n)€p, (1)

K, K
n mod p; ' p, ?



*

GaXp)Ga(Xpa) = D X(n)e(na/pi"p3")

n mod p] 1p£(2

*

= Y x(n)e(na/M)

n mod M
= ga()_()
Donc pour M = p{ﬁp;@,

e(na/M)= Y o(M)"'Ga(x)x(n)

x mod M

+ Y o) TG )+ Y e(r?) T Ga(0)Xpa () + 1

Xp; mod pl Xpy mod pz

=3 S o(M/8) G (R)x(n/5).

§|M x mod M/§
On peut donc écrire pour x mod pX1pk2 C o p K12 = o(pfpE2) 16, (%).
»XoPy TPy

De méme par récurrence pour y mod N pf(i avec (N, pf(’) = 1. La formule donnant ¢4y,
est donc multiplicative par rapport & M et on a pour tout M > 1 : cay.m = ©(M) 1G4 (%)-

Revenons au cas ot M = 1 : Nous avons vu que x est trivial et c4,,1 = 1 ; on peut calculer
©(1)71G,(x) = Gu(¥) = 1 donc la formule générale est aussi vérifiée dans le cas M = 1.

Finalement : ¢, 0 = (M) ™G, (%) pour tout M > O

La formule du début de cette section 4 s’écrit donc :

e(na/M)=73 " > @(M/8)7'Ga(x)x(n/)).

6|M x mod M/é
En utilisant la proposition 2.1 et le lemme 4.1, on obtient directement ’expression des symboles
modulaires en fonction des x(n/d) :

Proposition 4.2 : Pour z, r, f comme en 1, on a :

P(z,r f) = Z‘PM/‘S) 1 Z Gu (50 )Z(j>xr 330+ (27)~ (5+1) |Za x(n/8)n~ G+1),

5| M x mod M/§ j=0 n=1
ouGe(x)= Y. x(u)e(ua/(M/5)), et la sommation porte sur tous les caractéres de Dirichlet
u mod M/§
modulo M/4.

5 : Opérateur U et fonction L attachée a f.

0 .
Dans cette partie, on exprime la somme de la série 3 a,x(n/6)n~U*Y comme la valeur en
n=1
j + 1 de la fonction L attachée a la fonction f|;Us tordue par le caractere x.
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Onfixe § | M.Sin/é ¢ Z, x(n/d) = 0. Dans la somme, on effectue le changement de variable
m=n/d, meZ:

Z(Lnx n/8)n~ U+ = Z anx(n/8)n= 0+

(5|n

= Z amsx(m)(ms)~Uth
m=1
o0
— 5~ (+D) Z amsx(m)m~ U+

o0
Rappelons que 'on a f(z) = Y. aye(nz), et action de 'opérateur Us s’exprime par :

n=0

I1eUs(z Zanaq =Mty f|k(0 5) 6271 S (e +w)/s)

» mod § » mod d

o0
On définit aussi la fonction L de Dirichlet attachée & f par Ls(s) = > apn~?, éventuellement
n=1

tordue par un caractére w : L¢(s,w) = Y apw(n)n™*.

w . .
Alors 21 anx(n/d)n=U+h) = 5_(3+1)Lf|kU5(j + 1,x), et on peut écrire la proposition
n=
suivante :
Proposition 5.1 : Pour z, r, f comme en 1, on a :

P )= o™ Y G Y () e en i LG+,

8| M x mod M/§ j=0

6 : Expression de L¢(s) et L¢(s,w) en produit eulérien.

Nous écrivons ici de maniére générale le développement de la fonction L attachée & f comme

un produit eulérien, c¢’est—a—dire un produit portant sur tous les nombres premiers.

Rappelons que comme f est une forme primitive et normalisée, on a I’égalité entre ses
coefficients et ses valeurs propres pour tous les indices premiers avec le niveau de f : a,, = A\, pour

(TL, C) =

De plus f|xT0Tm = >, ¢(d)dk_1f|kTmn/dz donc apa, = ). ¢(d)dk_1amn/dz. Et si
d|(m,n) d|(m,n)

o
(n,m) =1o0na apm = apam, donc Lf(s) = H(Zo aprp~ ).
p =

OrT,=U, + ¢(p)pk_1Vp.



Ceci permet d’écrire : A\, Y ang™ = M\pof = fleTp = 3 anpg™ + ¥(p)pF~! > an/pq", donc
pour tout 1, Ap@n = anp + P(p)p*an, et pour n=p" (r > 1), apayr = apr+r + Y(p)p* a1,

d’ou (io: apr X") (1 — apX +9(p)p*~1X?) = 1. On a donc :
r=0

Ly(s) = H(l —app~® + Qﬁ(p)pk_l_zs)—l_

P
o
Soit maintenant w un caractere fixé. L¢(s,w) = ) apw(n)n™*, et on a appw(nm) =
n=1
o0
anw(n)amw(m) pour (n,m) = 1. On peut alors écrire L¢(s,w) = [[( Y aprw(®")p™"%), et apres
p r=0

calcul, on a Iégalité : (Y aprw(p”)X") (1 — apw(p)X + yw?(p)p*~1X?) = 1. Donc :
r=0

Li(s,w) = [ (1 = apw(p)p™® + ¢’ (p)p"~17%%) 71,

Ceci montre le résultat suivant :
Lemme 6.1 : En posant : 1 — a, X + ¢(p)p* ' X% = (1 — 0, X)(1 — &, X), on a ap + o, = ay,
eyt = P(p)pF1 et :

Li(s) = JJ[(1 — app™)(1 — ap™)] 7",

p

Ly(s,w) = [[[(1 = apw(p)p™*) (1 — apw(p)p™)]

-1

7 : Etude de f|;Us.
On montre ici le résultat suivant :

Lemme 7.1 : Pour f € Sk(C, %), on a: f|yUs € Si(C9,) et f|xUs est fonction propre des Tj,
pour (p,Cd) =1 avec les mémes valeurs propres A\, que f.

Démonstration. —

7.1. — Si f1 € M (T(N)) et 0 € Ma(Z) avec det o =m alors f1|xo € Mg (T'(Nm)) :
En effet, soient fi € My (I'(N)), 0 € My(Z) avec deto = m, et v € I'(Nm). On peut écrire

v = I+ Nma avec a € M3(Z), ou I, est la matrice identité ((1) (1)) Alors :

filkoy = filko(lz + Nma)
= filgo(Is + Nma)o~lo
= filk(cl2o™" + Noa(mo™"))o
= filx(I2 + Noa(mo™"))o.
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Or mo~? est a coefficients dans M5(Z) donc I, + Noa(mo™!) € T'(N) et f; est invariante sous

laction de cette matrice. Finalement fi|xoy = fi|xo, donc fi|yo € My (F(Nm)) O
7.2.— Si fi € My (I‘(N)) alors fi|xVin € My (I‘(Nm)) ainsi que f1|xUn et fi|xTm pour
(m,N)=1":

En effet, soit f1 € My (T(NV)).

fi1leVin = m=k2 f1];, (73 (1)> Or pour 0 = (73 (1)>, on a fi|xo € Mk(F(Nm)) d’apres

7.1, donc f1|ka S Mk(F(Nm))

filkUm = mk/2-1 > filk <(1) :;L) Or pour ¢ = <(1) :;L) € M>5(Z), on a encore
u mod m

d’apres 7.1 f1|xo € My (I‘(Nm)), donc f1|xUpm € My (F(Nm))
Pour (m,N) =1, f1|xTm = Y. ¢(d)dk_1f1|kUm/dVd. Or ce qui précede montre que pour

dlm

d | m, fileUnja € My(D(Nm/d)) et fuleUm/aVi € M; (I‘((Nm/d)d)) — My (T(Nm)). Donc
fileTm € My (T(Nm)). 0

Remarque : En fait on peut méme montrer que fi|xT), € M (I‘(N)) si (m,N) = 1. Pour la
démonstration générale, qui utilise des systemes de représentants de I'o(N)\ A, (N) ou A, (N) =

{’y = (Z Z) € M3(Z),c = 0 mod N,dety = m}, voir [16]. Dans ce qui précede, il s’agit d’une

forme modulaire f; € M (I'(N)) quelconque ; évidemment si f; est fonction propre des opérateurs
de Hecke, on a f1]yTpm = A f1 donc f1|T, € My (T'(N)) comme f;.

7.83. — Retour a f :

o0
Reprenons la fonction f(z) = Y anq" € Sk(C,%) primitive normalisée. D’apres 7.2, pour
n=1
0| M fixé, f|yUs € Sk(Cd,v) (et méme f| Us € Sk(C,9) sid | C).
De plus f est fonction propre des opérateurs 7, pour (p,C) = 1 avec les valeurs propres \p.
Or pour p premier avec C4, on a (p,d) = 1 donc U; et T}, commutent, et on a aussi (p, C) = 1 donc
fleTp = Mpf 5 alors fyUsT, = flTpUs = Apf|kUs, ce qui montre que f[,Us est fonction propre
des T}, pour (p,Cd) = 1 avec les mémes valeurs propres A, que f. O

8 : Passage de Ly, y;(j +1,x) & Ly(j +1,x) et & des polyndmes A,(X).

Dans cette (longue) section, on utilise ’expression sous forme de produit eulérien de la
fonction L attachée & f pour transformer la fonction L attachée & f|xUs (qui apparait dans les
symboles modulaires) en le produit de L par un nombre fini de polyndmes A, (X) treés simples ;
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autrement dit, on remplace I'action de Uy par un polynéme dont les coefficients dépendent de f.
Fixons § | M et appelons S(n) le support de n : S(n) = {p, p premier,p | n}.

Lemme 8.1 : Premiére expression de Ly, y,(s) :

Lf|kU5 (8) = ( Z (lnén_s> X H (1 — /\pp_s + ¢(p)pk_1_2s)_1.

n tel que pfCé
S(n)CS(C9)
Démonstration. — On définit pour simplifier 1’écriture C' = C¢ et f' = f|xUs avec pour
coefficients les a], = ay;s :
o0 o
fl(2) =" ahq” = flxUs(z) = ) ansq™
n=1 n=1
Avec ces notations, on a f' € Si(C’,4) et pour (p,C’") =1, f'|yTp, = A\, f' (d’apres le lemme 7.1).
o0
Lf(S) = Zl ann™® = [[(1 - app™® + ,Lp(p)pk—l—Zs)—l.
n= P
o0 o0 o0 o0 o
Ly(s)= X apm™ =11 X X ap,(np") " =11 X n7° X ap,p™".
m=1 p n=1 r=0 p

(n,p)=1 (n,p)

o
Fixons p premier qui ne divise pas C’ et étudions I'expression ) ay,,-p~"* :

r=0
Ona T, = Uy, + ¢(p)p*~1V,. Ceci permet d’écrire :

A 2and" = N f = [Ty = f'leUp + ()P Vo = X an,d™ + d(0)p*~* Y ay, 0"

donc en identifiant les coefficients, on obtient pour tout n, Aya;, = a;,, + Y(p)p*~tal /p- On change
alors n en np” avec (n,p) =letr >1: a’npr+1 — Aplgpr + Q/J(p)pk_la;pr_l = 0, soit encore pour
(n,p) =1letr>2:ap, —Apaj .1+ ¢(p)pk_1a%pr,2 = 0.
D’ou le calcul suivant :
o
O ah, X7) (1= A X + 9(p)p* 1 X?)
r=0
o0
= ay, + (a7, — Apay) X + Z(a'npr — )\pa;pr,l + ¢(p)pk_1a;pr,g X"
r=2

= a;, + (asnp — apasn)X

!/

:aTb

car p est premier avec on (premier avec n et avec C' = C0) ce qui implique asnp = apas, (propriété
des valeurs propres de f).

o0
Substituons p~* & X : (Zo anyrp~ ") (1 = App™ + 9p(p)p*~172%) = aj, ce qui revient & :
r=

12



r=0
[e.o]
Lyi(s) = ) apm™
m=1
o0 o0
=11 > n7 X dpp™
) n=1 r=0
(n,p)=1
- 1
=1 D ann™ (1= 2™ +o(p)p*~17%) 7,
P n=1
(n,p)=1
[e.] o0 (o]
et on recommence avec », a,n”°= [[ >3 n7° 3 a;.p'~"°, o le produit porte sur les
n=1 p'#p n=1 r=0
(n,p)=1 (n,p")=1

o0

nombres premiers p’ autres que p : on étudie I'expression ) a;,,-p'~"° pour p’ fixé ne divisant pas
r=0

C’, ce qui donne :

Lyg(s) = (H Z a%n_s) X H (1 —App~° +¢(p)pk—1—2s)—1

p fC’ (n7’1p=)1:1 pfC’
_ _ _q{_9g\ —1
Ly(s) = ( Z an,mn s) X H (1= Mpp S ap(p)p* Tt 27
n tel que pfC’
S(n)cs(C’)
Le lemme 8.1 est démontré. O

Nous devons fixer d’autres notations :

Définition 8.2 : Nous avons déja défini le support de n : S(n) = {p,p premier,p | n}. Posons
S(M)US(C) ={q1,+-,q:} ou les ¢; sont des nombres premiers distincts, M = ¢7" --- ¢;"*, o; > 0,
C = qfl ---qtﬁt, Bi = 0,et pour § | M, § = q*---¢/*, 0 < v < ;. Ainsi le support de C’ est
S(C") = S(C8) ={aq1," -, at}-

Nous allons maintenant exprimer la somme > ay,n~* al'aide de polynomes :
n tel que
S(n)cs(C")
! - —
E a,n”° = g ansn”_°
n tel que n tel que
S(n)cs(c’) S(n)cs(c’)
o0
_ —ms
- H § :a’(qz‘m(h”’i)qi
qilc’ m=0

13



> o= TLa 3 oy ™
m=0

n tel que q:|C’
S(n)CS(C’)
)
__ £8 —ms
=0 H § : Qgq;m4;
qi|C’m=’7i

o0
Or le facteur eulérien correspondant au nombre premier ¢; dans Lf(s) s’écrit : > agmX™ =

(1= XX +9(q:)gf 1X2) . Alors

vi—1
Z agmX™ = (1 - A, X +9(q:)gF 1 X?)" Z agm X™
m=7;
1 vi—1
= (1 XX (g X T x (1 3 e X (1 2 X pla)a X)),
m=0

Définition 8.3 : Posons A, (X)=1— Z agn X™(1—ag X +(g:)gF "1 X?). C’est un polynome

de degré au plus ; + 1, dont les coefﬁments sont des entiers algébriques. Remarquons que cette
définition inclut le cas v; = 0, o1 'on a A4, (X) = 1.

On a alors :

Zaqu (1= A X + 9(g)gf 1 X2) 1 x A, (X),

m="7;

S dn =00 [ (- A+ (a)af %) T A (67)

n tel que gi|C’
S(n)CS(C)
S an = [T - e + 9@ 2) T x [ Ane
n tel que p|C’ p|C’
S(n)CS(C’)

ou 'on note pour simplifier I’écriture p 'un des ¢; du support de C’, avec v = ; correspondant.
Or C'"=C4, et pour p| C, on a A,(X)=1; on peut donc écrire :

Z arn”®=4° H (1= 2pp~ % +9(p)p"~172) ' x H.A p~%).
n tel que p|C’ plo
S(n)cs(Cc’)
Nous pouvons maintenant exprimer Ly, y, en fonction de Ly et d’un nombre fini de polynémes
Ay (X) :
Lemme 8.4 : Deuxieme expression de Ly, y; :

Lyus(s) =6 x [ Ap(p™?) x Ly(s).
p|d
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Preuve. —

Ly(s) = ( Z a;ln_s) X H (1=Xpp~° + zb(p)pk_l_%)_l (lemme 8.1)

n tel que pfC’
S(n)cs(Cc’)
=3 [T =2 + @) 7 x [T A™) x T (1= 2™ +w(pp*~72) ™
p|C’ pld p fC’
=% x H.Ap(p_s) X H(l -0 ° 4+ 1&(10)19'“_1_25)_1
plo P
= 6" x [JAp(p™") x Ly(s). O
p|o

On peut de la méme maniere avec un caractere w fixé, exprimer Ly, y;(s,w) en fonction de L (s, w)
et des polynémes A,(X). On a par définition :

Li(s,0) = 3 anw(m)n = [1[(1 — apw(p)p=*)(1 — cyw(p)p~)]

n=1 P

-1

I1 suffit de reprendre I’expression du lemme 8.4 en remplagant p~* par w(p)p~° ou ¢; * par
w(g;)g; *. On a alors pour ¢; | C' :

vi—1
A (@(a:)gi™) = 1= agnw(gi")g™ (1 — agw(a:)gi + $w’(¢:)af " a°);
m=0

avec aussi Ag, (w(gi)g;~°) = 1si7; =0 ; et I'on peut écrire :
Lemme 8.5 : Expression de Ly, y,(s,w) pour un caractére w :

Lpj,0,(5,0) = 8 x [ Ap w®)p™) x Ly(s,).
plo

Nous montrons maintenant, en utilisant une technique due & Rankin, comment la définition des
polynoémes A,(X) peut étre considérablement simplifiée, & aide du lemme suivant :

. 0o . 1 ar-l—l _ alr+1
Lemme 8.6 : Si Tz::Oa(r)X = A= aX)(i—aX) alors on a pour tout r : a(r) = — =
zr: a?"—malm.
m=0
Preuve. — Sia #d :
1 1 ( «a o )
1-aX)(1-a’X) a—-a'1-aX 1-aoX
1 o
- ) (a(aX)" - o (o X))
a—ao =
1 o0
n+1 m+1 n
= — Z(a — )X .
a—ao =
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De plus, a(r) est un polynéme en « et . En se plagant dans le corps des séries formelles
en X a coefficients dans Q(w, ') o « et o sont deux indéterminées, on a formellement

a’l‘+1 _ a/’l‘+1 r
a(r) = —————— = ) o'7™a/™. Donc on a bien I'égalité méme si les nombres o et o
a—« m=0
sont égaux. On peut bien siir retrouver ce résultat par le calcul (dans le cas ol a = ') : d’une
part le polynéme a(r) = (r + 1)a” et d’autre part m est a~! fois la dérivée de la série
-«
o0

3 (aX). 0

n=0

Les polynémes A,(X) prennent alors la forme :
Lemme 8.7 : Pour p | § (p est 'un des ¢; du support de C’, avec y = -; correspondant), on a :
Ap(X) = apr X7 — Qﬁ(p)pk_lapv—lX’YHa
et pourp |C,p J6, A,(X) =1

Preuve. —

= H(Z aprp” ") = H(l — a,p~® + P(p)ph172) L

Définition 8.8 : Pour chaque p, posons 1 — a, X + 9 (p)pF~1X2%2 = (1 — , X)(1 — a,X).
Reprenons la preuve du lemme 8.7 : avec ces notations,

Li(s) = [T[Q = app™) (1 = app™)]”

-1

P
Fixons p. On a o + oy, = a,, et apa, 9(p)p*~1. On applique le lemme 8.6 avec a(r) = a,r,
am-i—l Oé’ m+1
/ / / P k
a=ap et =af, (ap#ap):apm = F— L — = Z . Alors :
oy — oy, =0
v—1
Ap(X)=1- Z apm X™(1 — ap X +9(p)p* =1 X?)
m=0
y—1 amtl _ of m+1
_ 74 P /
7—1 y—1
=1-—2 3" o' X™(1 - o X)(1 - Z o) X™(1 -, X)(1— a, X)
Qp — p m=0 m=
a, (1—-alX7) o/ (1-a)7X7)
=1- P P 1—ao,X)(1-a X L 1—a,X)(1-a X
ap —ap (1 —apX) (1= X~ oy )+ap—a§, (1—a,X) (1 - 0pX)(1 - 0 X)
1
=1 - —— [ap(1 - a}X")(1 - ) X) + aj (1 - ) X7)(1 - 0, X)]
p D
1
=1- P [a,,(l —ap X — o) X"+ oo, X' + o (1 — apX — o)) X7 + a;7apX7+1)]
p D

16



1 )
_1_ — o — (g7 F 17+l 5y (oY — y+1
Ap(X) = 1= [y = = (@ = )X + apa(af — )X
D
y+1 ry+1 v
— ap ap X’y —a al ap ap X’y-l-l
ap — o, PPy —al)
= apr X7 — (p)pF a1 X7
amtl _ o m+1
Dans le cas ol @ = o/, on remplace —2 p, par Z ap'” k ;, Comme a,~ est un entier
oy — o
p P
algébrique, c’est un polyndme en o, et aj,, et I'égalité formelle sur le polynéme A, dans le corps
Q(a, o')[[X]] reste valable. O

Nous pouvons finalement exprimer les symboles modulaires en fonction de L¢ (s, x) et des
polynémes A,(X). Il suffit de remplacer dans la proposition 5.1 I'expression de Ly, y;(j + 1,x)
obtenue par le lemme 8.5, avec s =75+ 1:

Proposition 8.9 : Pour z, r, f comme en 1 et avec les notations 8.2, on a :

Pler ) = o (M/5) Y Gulx Z( )y OO T] A o™ L (41,0

8| M x mod M/é j=0 p|o

avec Go(X) = X /67((’“)6("1(1/(]\/[/5)), Ap(X) = aps X7 —4p(p)pF~tapy-1 X T oup =g, v =
u mod M

o0
correspondant, et L¢(s,x) = Y, apx(n)n™%.
n=1

9 : Une certaine série d’Eisenstein.

Dans cette partie, on établit 'existence d’une série d’Eisenstein G et on exprime le produit
de Rankin de f et G en fonction de séries L attachées a f.

Fixons x mod M/§ et choisissons un caractére auxiliaire £ mod B tel que £x(—1) = (—1)*
avec B > 1et 0 < £ < k—1, caractere fixé lui aussi. On supposera désormais que (C, M B?) = 1.

Remarquons que ’on peut supposer ¢ primitif modulo B et B = cond £ le conducteur de &.
De plus d’apres Khoai [5], on peut aussi choisir £ de telle sorte que L¢(j+¢,€) #0pour0 < j <7
cette condition serait automatiquement satisfaite si j+£ > (k+1)/2 parce que L¢(s) est un produit
eulérien absolument convergent pour Re(s) > (k + 1)/2.

D’apres Hecke [2, Satz 44] ou Miyake [10, theorem 4.7.1], il existe une série d’Eisenstein
G = G5 = Eg(&,x) € Se(To(MB/6),£x) telle que : Lg(s) = L(s, &) x L(s — £+ 1,), donnée
o
explicitement par : G(z) = 3. Y &(d)x(n/d)d*"1¢™. Le terme constant de cette série est nul si &
n=1d|n

et x ne sont pas triviaux simultanément. Or on peut montrer que x n’est jamais trivial.

En effet si x mod M/§ est trivial,
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N na \ na \ [0 si(M/o) fa
Ga(X) = Z 6(M/(5) - Z e(M—/(5) _{M/5 sinon =0
n mod M/§ n mod M/d
(n,M/d)=1
car M /6 est premier avec a du fait que 6 | M et (a, M) = 1. Donc le terme correspondant & un tel
X disparait et on peut supposer dans la somme que x mod M/§ n’est pas trivial. Par conséquent

le terme constant de G(z) est nul.

Introduisons de nouvelles notations :
Définition 9.1 : Ecrivons G(z) = Z bng™ et 1—b,X + Ex(p)p*~1X2% = (1-B,X)(1 - B,X). On
définit la série de Dirichlet et le prodmt de Rankin attachés & f et G :

[e.o]

Lf,G(S) = Z anbnn_sa
n=1

Ds(s) = [J1(1 — apBpp™®) (1 — alyBypp~*) (1 — Byp~*) (1 — e Bop™*)] .
y4

Ainsi :

=3 ban= = [J(1 = bpp~* + Ex(@)p' ™ 7%) 7 = [[ [ = Bop™) (A = Bpp™)]
n=1 p

2
On peut calculer 8, et 3, :

La(s) = ( S)L(8—€+1,X)

Zén Z x(m)m‘=17?)

m=1

= H 1 — p p_s)_ H(l _ X(p)pz_l_s)_l
- H[(l —&p)p~%)(1 - X(p)pe—lp_s)] —1’

2
d’ou By = £(p) et B, = x(p)p®~! & 'ordre pres. Alors :

Dr(s) = [T1(1 — awBpp™*)(1 — afBpp™*) (1 — cBp™*) (1 — apBip™*)] ™
D

=TI = cpé@)p™*) (1 = cpé(p)p™*) (1 — apx(p)p* " 'p™*)(1 — apx(p)p*'p™*)]

= Lf(S,(S) X Lf(s _£+ 17X)
Nous écrivons :
Lemme 9.2 : Avec les notations de 9.1, on a :

Df7g(8) = Lf(s,é) X Lf(s — 4+ 1,X).
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10 : Lemme de Rankin et expression des symboles modulaires en fonction de L ¢(j+£).

A Taide du lemme de Rankin, nous donnons une autre expression du produit de Rankin de
f et G, qui permet d’établir une formule pour les symboles modulaires en fonction des valeurs de
la série L de Dirichlet attachée & f et G.

Lemme 10.1 : Lemme de Rankin :
x 1 & 1
i Xr = t 3 B(r) X" = 1 :
S 2 X = e ax) 5 PN = i pxy Al en

1—ad/Bp' X3
(1-afX)(1-o/'BX)(1—-afX)(1-o/f'X)

Z a(r)B(r)X" =

r=0

Démonstration.
Otr+1 _ Ot’H'l ﬂr—}—l _ IBIH—I

On a pour tout r d’apres le lemme 8.6 : a(r) = ainsi que B(r) = 5

(en supposant o # o' et 5 # ().

a—ao

(@—a)(B-6)X ) a(r)B(r)X"

r=0

(ar+1 o a/r—}—l)(ﬂr—{—l _ ﬂ/r-}—l)Xr-{—l

M

ﬁ
Il
<)

M

[(aB)™ — (af)+! — (/B)"H + (o/B) T X+

Il
<)

s

1 1 1 1
:(1—aﬂX_1)_(1—aﬂ’X_1)_(1—a’ﬁX_1)+(1—a’ﬂ’X_1)
1 1 1 1
T 1-aBfX 1-ofX 1—a’BX+1—a’ﬁ’X’
(@—a)(B-B)X(1—afX)(1—af' X)(1-a/BX)(1- /X)) a(r)B(r)X"
r=0

=(1-af'X)(1-ad'BX)(1-d/f'X) - (1-afX)(1-aBX)(1-dpX)
—1-afX)1-af'X)1-dB'X)+(1—-aBX)(1-af'X)(1-dBX).

Si aucun des nombres «, o', 8, 8’ n’est nul, alors ce dernier polynéme et le polynéme
(a—a)(B—pB)X(1 - ad B8 X?), tous deux de degré 3 (car pour chacun le coefficient de X3 est
—ad BB (a—a')(B— ') # 0), coincident aux points (a3)~1, (a8')71, (¢/B)7L, (&/B)~! et 0, donc
ils sont égaux et on a le résultat.

1 1
Sia = o ou ﬁ = ﬂ’ on rempl ot — ot < r—m Im Dar
= = f, place — par Zoa o™ = (r+ 1)a” ou
ﬁr—l—l _ IBIT-H r m=
par Y, ("~ ™pB'"™ = (r + 1)F" et les calculs sont formellement les mémes.

-4 m=0
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1 °° oo
Si par exemple o est nul, alors = ZOATXT ;a(r) = a5 Y a(r)B(r)X" =
1-—aX —0 r=0
% B(r)(aX) 1 g
B(r)(aX)" = et le lemme est aussi vérifié. O
r=0 (1= pBaX)(1 - f'aX)

/
p?

B = By et B = B,. Comme G, = &(p), B, = x(p)p*~1 et &(p) ainsi que x(p) sont des racines de
'unité, on a B, # B,. Avec les mémes réserves que dans le lemme 8.7 sur I’égalité entre oy, et a,

Utilisons le lemme de Rankin pour chaque p avec a(r) = apr, B(r) = byr, @ = 0, &/ =

on obtient :

3 ap X7 = [(1- apX)(1 - afX)] 7,
r=0

S b X7 = [(1- B,X)(1- X)),

r=0

3 by X7 = (1 apalBpBiX?) x [(1— apfBpX) (1 — B X) (1 — a8, X) (1 — 8L X)) 7

= Or ooy, = P(p)p*~1, B, = &(p) et B, = x(p)p®~1, donc on peut écrire :

3 aprbyr X7 = (1— 9Ex(0)pF T 2X2) X [(1— 4B X) (1 — By X) (1 — 0B, X) (1 — 0 8 X)]
r=0

Aioros<> :

11D wrborp™ = T (1 — hex(p)p"+7272%)

p r=0 P
- - _ syl
X JTI(1 = epBop™) (1 = cpByp™*)(1 = 0 Bpp™*) (1 — 03 Byp™")]
P
d’ou :
o0
Lemme 10.2 : Avec les notations rappelées en 9.1 et L¢ ¢(s) = Y apb,n™%, on a:
n=1

Lia(s)=L(2s+2 —k — £,46x)"" x Dy.a(s).

En comparant cette expression et celle du lemme 9.2 : D¢ g(s) = L¢(s,€) x Li(s—£+1, ),
on obtient immédiatement : L¢g(s) = L(2s +2 — k — £,9€x) ™" x L(s,&) x Le(s — £+ 1,), ou
encore Ly(s—0+1,x) = L(2s+2—k—£,9&x) X L¢(s,€) "t x L g(s). Remplagons dans I’expression
de la proposition 8.9 avec s = j + £ ; nous pouvons écrire :

Proposition 10.3 : Pour z, r, f comme en 1, et les notations rappelées en 8.9, 9.1, 10.2, et avec
(C,MB?)=1,0ona:
r

P )= Y ot/57 S G Y () e en

0| M x mod M/§ j=0
x [T Ap(x(@)p™ D) x L(2j + £ — k + 2,9x) x L (j + £,6) ™ x Lya(j +0).
p|o
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11 : Généralisation du lemme de Rankin et expression des symboles modulaires comme
une convolution.

L’objectif de cette (longue) section est de donner une expression des symboles modulaires
en fonction non plus du produit Ls(j + £,€) ' L,c(j + £) mais de Ly, y,.c(j + £), & Paide d’un
lemme de Rankin plus général ; nous obtenons une expression proche de celle de la proposition
10.3, corrigée par un produit fini de facteurs explicites (proposition 11.5).

Lemme 11.1 : Lemme de Rankin généralisé :

e 1 S e P(x)
SneXT = gana ey S00F 0= aX)(1 - aX)
avec P(X)=1- (72_:1 a(m)Xm> (1 —a(1)X + aoz’X2> eb io: B(r)X" = ! et
= 2 (=X pX)
si on pose Q(X) = mzzjoa(m)B(m)Xm, alors on a :
S A(r)B(r) X" = L~ ad' 55X - Q(X).

= (1-afX)1—-aBX)(1—af'X)(1-op'X)
ot g/rtl
Démonstration. — On suppose que a # o’ et 3 # . On a par le lemme 8.6 : a(r) = ———

a—ao

IBr+1 _ IB/T+1 y+1 e o
et B(r) = 5 5 Posons P(X) = Y ¢(m)X™, alors ZA(’I‘)XT = P(X) x Za(r)X” =
- m=0 — —
1 - 1 r=0 r=0
(Z c(m)Xm> (Z a(r)XT>, donc A(r) = Z c(m)a(r —m) avec la convention a(r) = 0 si
m=0 r=0 m=0
r < 0.
00 y+1 00 y+1 9]
Y AMB(r)XT =Y c(m)d alr—m)B(r)X" =Y c(m) ) a(r —m)B(r)X",
r=0 m=0 r=0 m=0 r=m
Alors :
(a—a)(B-F)X Y alr —m)B(r)X"
— - r—m+1 Im—m+1 r+1 _ pir+1 r+1
> (e ol T (BT — BT X
— .- r+1 r+1 m+r+1 _ gm+4r+l m+r+1
> (a o) (B p )X
r=0
— Xm [ﬁm(aﬂ)T+1 _ ﬁ’m(aﬂl)T+1 _ ﬁm(alﬂ)r+1 + ﬂlm(alﬁl)T-l-l]XT-l-l
r=0
m m 1 'm 1 m 1 'm 1
= X" 6" ez V0" (amx )" gz V" (—xY)]
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g pm g pm ]

:Xm|: - - I
1—apX 1-afX 1-apBX ' 1-afXx

(a—a')(B-B)X Y A(r)B(r)X"

r=0

_ m[_B" g g p
=2 dm)X [1—ozﬁX TT1-afX 1-aBX 1—04'3'X]’

(a—a)(B-F)XY Alr)B(r)X"
r=0
_ P(BX)  P(FX)  P(X) , P(FX)

l—afX 1—af'X 1-adpX 1-dp'X

_ P(BX)(a—a)BX  PB'X)(a-d)fX

(1-afX)1—-apX) (Q1-af'X)(1-dp'X)
(amax [ POXE____ PEXF
(1-aBX)1—-dpX) (Q1-afX)(1-op'X))

(B-8))_ A(r)B(r)X"

_ PBXB_ PEX)
(1= apX)( —a'fX) (1= afX)(1 - afX)’

(8- 8)(1 = afX)(1 - o/BX)(1 — af X)(1 - o/ f'X) ZA

= P(BX)B(1 - af'X)(1 - a'f'X) - (ﬂX)ﬁ(l—aﬂX)(l—a'ﬁX)-
OrP(X)—l—(’yz_:la Xm>(1—a X-I—aaX)
m=0
= (ia Xm>(1— a+d X+aaX2>

= (Bt (1-ox) (1),

—f'(1-afX)(1-'BX)+ ) a(m)B" X" (1-afX)(1-o'AX)(1-af' X)(1-'F'X)

3
Il
(e}
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=B(1-dfX-—af X +adppX)-pF(1-dBX —aBX + ad B8 X)

LB )Y alm)Bm)X™(1 - apX)(1— o/ BX)(1L - af X)(1 - /B X)
m=0
= (8- [1-00/88' X7~ 3" alm) B(m)X™(1-afX)(1—a/AX) (1-af X)(1—a X))
m=0

= (B-8)[1 - aa/BFX? - QX)(1 ~ afX)(1 - a/BX)(1 -~ af X)(1 - /F'X)]. O

Notations 11.2 : N = C(M/§)B? ; Ly ou Dy désigne le méme produit que L ou D mais pris sur
les p qui ne divisent pas N (on enléve dans L ou D les p—facteurs eulériens pour lesquels p | N).

Lemme 11.3 : Premiere expression de Ly, y;,¢(s) :

Ly a(s) = Pr";rlj:[ﬁm x 6% x Ly (25 +2—k — £,40¢x)™" x Dy s.a(s).
Preuve. —

=5[] As(p™*)Ls(s)

p|C’
=5 [[ A0 wr™

p|C’ p r=0

1

_ 55 A —S

4@ 115 e el

Pour chaque p fixé, on applique le lemme de Rankin généralisé (11.1) avec P(X ) = Pp(X) et
Q(X) = Qp(X), otsip | O (p = ¢ et ¥ = 7), Pp(X) = Ap(X) et Qp(X) = Z apmb m X

et sip fC', Py(X) = 1et Qp(X) = 0. De plus, ap—l—a = Qp, Op, —¢() L p—f()a
B, = x(p)p*~1. 1l vient :

s 1 — péx(p)p*ti—>—2 s
Ly als) = - .
#:6(5) 5ghbﬂmwﬂu—%@rﬂuﬂmwﬂm—%@rﬂ %)

Le produit sur tous les premiers p a différents facteurs selon que p divise N = C(M/§)B? ou

non. Si p | C, alors 9(p) = 0, apay, = 0. Si p | (M/0), alors x(p) = 0, B, = 0. Si p | B, alors
&(p) =0, Bp =0 (Les deux dermers cas peuvent apparaitre pour des p communs). Sip f N, alors
Qp(p~*) = 0. On obtient :
1
Ly (s) = 6° -~ Q)
e E[ 1—ap€(p)p=*)(1 — apx(p)p*=1=) *F ]

1 —-s
g H [(1 — ap€(p)p~*)(1 — a,é(p)p~*) ~ @0 )] %

p|(M/4)
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1 —S
g H[ 1— apx(pP)p=1=9) (1 — afpx(p)p?=1-%) @ (P )]

p|B
< 11 1—¢€x<p>p’“”‘2‘25] [T [(—anBop™*)(1—pBp ") (1= Bop =) (1=apByp~*)]
pfN p N
s 1 .,
Lyia(s) = 0° yc[(l TR E e G )
1 -8
Xp|(g/a>[1 Wk e P )]
1 —s
Xpll_gl — apx(p)pt=1=5 + ¢x2(p)pk+2t-3-2s Qp(p )]
xLy(25+2—k—£,49&x)"" x Dy s.6(5)- .
On a aussi :

Lemme 11.4 : Deuxiéme expression de Ly|,v,,c(s) :

produit fini

Ly g(s) = DN x 6% x Ln(25+2—k — £,9&x) ™ x Dy.q(s).
Pour I'expression explicite :
L) =0 < = T e~ %)
i p|<g/a>[1 v %)
g E[l — apx(p)p*~1=* i hx2(p)phtat=3-2s O (p_s)]

x T = epfop™) (1 = cpfyp™*) (1 — e Bpp~*) (1 — e Byp )]

p|N
XLN(2S +2—-k— é, 1/J§X)_1 X Df’G(S).

Preuve. —
Dy, s,6(s 1;[ [(1— apBpp™*) (1 — 0 Byp™*) (1 — e B ™*) (1 — alyByp™*)] ™
N
= [T[Q = cwBop™) (1 — 0 Byp™*) (1 — &y Bpp™*) (1 — alyByp™*)]
D
X H [(1 = apBop™) (1 — 0pByp™*) (1 — 0 Bypp™*) (1 — 0 Bpp~ )]
p|N
= Dj g x 1|_1[v[(1 — opBpp ™) (1 — apByp™ *) (1 — 0 Bpp™*) (1 — By ™*)],
Y4
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et on remplace dans 11.3. O

Nous pouvons maintenant donner une expression explicite pour les symboles modulaires.

Rappelons que d’apres la proposition 8.9, on a :

(2,7, ) =D 0(M/9)7" ) GalX Z (J) "I @2rr UG T A Oe(p)p™ V) Ly (41, x)
j=0

5| M x mod M/é pld
Or nous savons par le lemme 9.2 que L¢(j+1,%) = L§(j +£,€) " Dt.c(j +£). Utilisons le résultat
du lemme 11.4 qui exprime Dy g(s) en fonction de Ly|,y;,c(s) ; alors nous pouvons écrire :

Proposition 11.5 : Pour z, r, f comme en 1, avec les mémes notations qu’en 10.3 et 11.2, et
avec (C, M B?) = 1, on a l'expression suivante pour les symboles modulaires :

(M5 (% ") 2r—ip (o)~ 51 5= GHO L (5 4 0. &)1
P ) =S et/ Y G Y ()i o (G +6,6)
oM x mod M/§ 7=0
x [T Ap(x(p)p=UFD) x Protilint s Ly (25 + £ = b+ 2,9€X) X Lgju,,60 + 0,
p|d
ou plus précisément :

(z,r, f) = Zga M/6)~ Z Ga(x (]) mr—jij+1(27r)—(j+1)j!5—(j+£)Lf(j +2,6)!
6| M x mod M/é j=0
x [ Ao (x(p)p~0+1)
p|é
1 -1

_ —j—t
* H[ 1—apé(p)p==4)(1 — apx(p)p~I~1) lp )]

-1

1 o
< M e yemms ~ %)

-1

1 L
<l [1 — apx(P)p T+ x> (p)pF Y (e e)]

p|B

x [T = awBop™8)(1 — apByp™ ) (1 = apBpp ™74 (1 — By~ 76)]
p|N

XLN(2] +4—k+ 27¢£X) X Lf|kU5,G(j + E)a

7
ousip|Co(p=giety="), Qp(X)= Z_:Oapmbmem setsip fCOO, Qp(X) = 0.

12 : Produit scalaire de Petersson.

On donne ici la définition du produit scalaire de Petersson de deux formes modulaires de
méme niveau et méme caractere, ainsi que ’expression des séries L comme intégrales et comme

certains produits scalaires.
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Pour f; € Sp(N,v) et fo € My(N,), on définit :
(o fadn = | [1(2) f2(2)y* Pdady  (z =z + iy, y > 0)

ot Dy est un domaine fondamental de I'g(N)\H c’est—a—dire de H modulo I'x(N).

On peut écrire une représentation intégrale pour Ly, :

F(S) _ 00 . s—1
WLJ%(S)—/O f1(iy)y* dy,

( 2z7r / f1(2)2° " Hdz.

On peut aussi écrire une représentation intégrale pour la fonction Ly, ¢, (s) & aide de

f(2) = 3 Gne(nz) si fi(e) = 5 ane(nz) :

n=0 n=0

ou encore :

(Z(S)) Lfl,fz 3) / / fl f2 z)ys ld.’de
Pour f1 € Sk(N,%1) et fo € My(N,13), on a :

%L.ﬁ’flz(s) = <f1paf2E;;_g’N(z;s —k+1)y

avec pour t > 0, B} y(2;8) =9y° ) " Pripa(d)(Nez + d) "t |Nez + d| =25, Ef n € My_o(N,¥192),
(Ne,d)=1

ot la somme Y signifie que ’on prend d = 1 si ¢ = 0 (voir Miyake [10, (7.22)]).

13 : Expression des symboles modulaires en fonction d’un produit scalaire.

Nous utilisons ici I’expression des séries L comme produit scalaire de Petersson, nous
transformons la définition de E,’;_Z’ y en une série d’Eisenstein Ey_y y qui contient le facteur
L(2s+ 2 — k — £,9&x), et nous passons pour le produit scalaire & un niveau fixé, griace aux
opérateurs de la trace et de la projection holomorphe.

Lemme 13.1 : Posons E; y(z;8) = y* > 9192(d)(Nez + d) "t Nez + d|~2%, avec 91 = 1,
(¢,d)#(0,0)
hy = Ex, et N = C(M/5)B2. Alors :
L(QS +2—-k-— E, ¢§X) X E;—Z,C(M/é)Bz (Z' s—k+ 1) = Ek—K,C(M/J)BZ (Z; s—k+ 1),

47
et  L(2s+2—Fk—L,9x) x Ly g,;(s) = (F( )) (f?,GsEx—g,cmyeyB2 (255 — k + 1)) c(ary6)B2-

Démonstration. — Revenons a f € Sp(C,9) et G = G5 € S¢(To(MB/6),£x). Avec N =
C(M/8)B?, on a f € Sk(N,1) et G € S¢(To(N),£&x), alors on peut écrire d’apres 12 :

Lra(9) = 8P, GaBi v (zis — b+ D)
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ot By_, n(z:8) =y° > " pex(d)(Nez + d) " | Nez + d|=25.
(Ne,d)=1

Calculons :
L(2s+2—k—£,9%&x) x Ef_y n(z;8 —k+1)

= (Z ¢§X(n)n_(2s+2_k_e))y8_k+1( Z ! ¢£X(d)(NCZ—I—d)_(k_e)|ch—|—d|_2(s_k+1))
(Ne,d)=1

= ¢S TR H Z Z " péx(nd)(Nncz + nd)~* =9 |Nncz + nd|~2(67F+D)
n=1(Nc,d)=1

L(2s+2—-k—¢, wﬁx)xE}; en(zs—k+1)

=y k+12 Z Yéx(nd)(Nnez + nd)~* 9| Nncz 4 nd| 72675+
n=1(Nnec,nd)=n

— ys—k-l-l Z ,lpé-x(dl)(Nclz 4 d’)_(k_£)|NCIZ + dl‘—Q(S—k-l—l)
(Ne¢',d")#(0,0)
= Ej_yn(z;s —k+1). O

En remplacant la deuxiéme expression de ce lemme dans la proposition 10.3 avec s = j + £ et
N = C(M/5)B?, on obtient 1’écriture des symboles modulaires en fonction d’un produit scalaire :

Proposition 13.2 : Pour z, 7, f comme en 1, avec les notations de 8.9 et 13.1, et (C, M B?) =
on a:

~(r - , m)Ite
Panf) =S e/p)" Y G () irien i S

5| M x mod M/§ Jj=0

X HAp(X(p)p_(jH)) X Lg(j+£,6)7" x (f*,GsEx_r,comseyp2 (25 + £ — k+ 1)) o(a/5)B2-
pld

Le niveau du produit scalaire N = C(M/§)B? n’est pas fixé (§ intervient dans la sommation). On
passe dans un premier temps au niveau supérieur C M B? par un argument de dénombrement en
considérant I'o(C M B?) en tant que sous—groupe de I'o(N) :

1
~ [To(N) : To(CMB?)] (%, GoBr-e.n (2] + €=k +1))ompe

[SL3(Z) : To(CMB?)]
[SLy(Z) : Ty (C(M/5)B2)]
CMB> J] (+13)

(f°,GsEp—yn(z55 +L—k+1)n

[To(N) : To(CMB?)] =

_ p|CM B2 P
cm/e)B> I (1+3)
p|C(M/5)B?
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5H(1+ =)

Po(N) : To(CMBY)] — — 2"
p|(M/9)
=4 H (1 +
PX(M/5)
. 1 .
Alors (f#,GsEp—o,n(2) +€—k+1))n = ST+ D) (ff,GsEy—e,N(25 +€—k+1)omp:.
p|M P
p/(M/5)
On passe ensuite du niveau C M B? au niveau inférieur CMyB? (M, = [] g) en utilisant

a|M
I'opérateur de la trace de CM B? sur C M, B?, Trg%f;z :

(fP,GsEx_yn(z5 +L—k+1)cmp> = (f°, (GsEx—en(2;5 + L=k + 1))|kﬁg%5322>0MoB2-

Définition 13.3 : Rappelons que Iopérateur T&E%ﬁ; est défini pour f; € My (To(CMB?)) par
1 0

. 1 0
_ 21 .
f1|kTTCM032 = mOdZ:M/MO filk (CM()BQU, 1) € My (FO(CMOB )) ; les matrices (CMoBzu 1)

pour u modulo M /M, formant un systéme de représentants de ['o(C M B?)/T'o(CMyB?).

Enfin on prend la partie holomorphe de (GsEy_¢ (25 + £ —k + 1))\k'1‘r8%f322 :
Définition 13.4 : Si F € M, (I‘O(N),qp) est une forme modulaire réelle analytique de type r
et de poids k (voir Sturm [18], [19]), alors pour tout f € Sk(T'o(NN), %), le produit scalaire de
Petersson (f, F) v est bien défini et il existe une unique forme parabolique Hol(F) € Sk (To(N), )
telle que (f,Hol(F'))n = (f,F)n pour tout f € Sk (FO(N),¢). L’application F' — Hol(F') est
appelée opérateur de projection holomorphe. On peut trouver un moyen de calcul des coefficients
de la série de Fourier de Hol(F') en fonction de ceux de F' dans [18, théoreme 1] ou [12, (3.6)], que
nous utiliserons plus loin (15.3 et 17.2).

La formule de la proposition 13.2 s’écrit maintenant sous la forme :

Proposition 13.5 : Pour z, r, f comme en 1, avec les notations de 8.9, 13.1, 13.3, 13.4, on a :

T 7T_] Y,
o= 3 si0F (5) el

0| M x mod M/§ j=0
» 1 . -
x [T Ao (x(p)p~ ) x ~ X Le(G+£,6)7
5 I (1+2)
plo p|M P
p f(M/9)

x (f*,Hol (GéEk—e,C(M/J)B2(Z;j +L—-k+ 1)|kTTgAz\f1[fBz)>CMOB2

ot My = [] g, sous 'hypothese (C, M B2) = 1.
alM
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Des calculs explicites pour Hol (G(;Ek_g,c(M/(j)Bz (z;7+0—k+1) |k’I‘rg%ﬁ;2) sont développés

dans la section 15.

14 : Vers une famille de fonctions universelles.

Le but de cette section est d’exprimer les symboles modulaires comme combinaisons linéaires
de produits scalaires, de niveau fixé, entre la fonction f” et des fonctions F) , ; indépendantes de

f.

f € Sk(C, 1) est primitive et normalisée, donc pour ¢ | C, a,f = f|xUy et pour (¢,C) =1,
aqf = flxTy. Fixons ¢ | 4. Rappelons que 6 = ¢J*---¢/*. Comme ¢ = ¢;, notons aussi pour
simplifier 'écriture v = ;. De plus, (C,§(M/§)B?) = 1, puisque (C, M B2?) = 1, donc ¢ | § entraine
(¢, C) = 1.

Nous avons défini le polynéme A, (X) = a,n X ¥ —9(p)p*ap—1 X7, ot p | 6, v = ord,(6).
Remplagons maintenant ce polynéme A,(X) € C[X] dépendant de f par un opérateur A,(X)
agissant sur f° :

Ap(X)(f*,9)crtoB2 = (Ap(X) 7, 9)cnto B
= (f*[kAp(X), 9) o1, B2
= (f?, 9lxAp (X)) cnmyB2-

Pour cela il suffit de poser, pour tout X € C: 4,(X) = T,»X ' — (p)p f‘lT X Comme
P16 Ty = Gpv f?, on a bien f#|xAp(X) = (apr X — $(p)p*~tap—1 X ') f? = A,(X)f. Enfin
A%(X) désigne I'adjoint de A,(X) pour le produit scalaire de niveau CM,B>.

Proposition 14.1 : Pour z, r, f comme en 1, avec les notations de 13.5, on a :

P(‘Talr? f) = Zﬂ-j-i-e‘[’f(j + eaé)_l X <fp7Fx,7“,j>CMoBza ol

5=0
L. 4j+l 1
—Ji (J+1)
$’I‘,j Z(P M/é) Z ga(X) ( ) " JIJ+1(27T) —
8| M x mod M/é (] +4-1)4 ll_[ (1+ )
af(M/9)
x Hol (G5Ek—€,C(M/6)B2 (5 +0—k+ 1)|kTr8%fB:) ‘ HA* p=G+D),

ot pour X € C, Ay(X) =Tpn X — p(p)p*~ 1Tp7—177+1 et Ay (X) est 'adjoint de A,(X) pour le
produit scalaire de niveau C M,B2.

I1 faut noter que les coefficients de cette combinaison linéaire dépendent de la forme f.
De plus nous n’expliciterons pas Ay (X) ici car nous verrons plus loin que la somme des termes

dépendant de x a une expression trés simple (proposition 16.2) et que 'on peut pour M = p™
considérer uniquement les contributions de § = 1 et 6 = M (section 17).
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. . . Y CMB?
15 : Calcul explicite de Hol(G(;Ek_e,c(M/(;)Bz (z;7+L—k+ 1)|k’I‘rCMOBz).
Nous prouvons tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 15.1 :
Hol (G(SEk—Z,C(M/é)Bz (z; +L—k+ 1)|kag%fBZ>
= (M/M,)*~*/2 Hol <G6|2WCMB2EIC—Z,C(M/5)B2 (z3 +L—k+ 1)|k—eWCMB2) ‘k UntymoWeon, B2

Les calculs seront présentés en suivant cette formule. Dans un premier temps, on écrit les
développements de Fourier de Gs|¢(Wearpe (15.1) et Ey_y c(mys)82 (258 —k+1)[k—eWenpe (15.2),
puis celui de HO](G6|ZWCMB2EI€—£,C(M/6)B2 (z,j +/4—k+ 1)|k—€WCMB2) (153) et enfin celui de
Hol (G(jEk_g,CU\/[/(;)Bz (z; j+€—k+1)|k’1‘r8%£322) (15.4), oul'on gardera Weyy, g2, qui est de niveau
fixé. Nous exprimons ensuite les symboles modulaires comme combinaisons linéaires de certains

produits scalaires de niveau fixé :

Proposition 15.2 : P(z,r, f) = Z?TjHLf(j + 0,67 X (f?, Fyr i)Yo, B > AVEC

j=0

Fx,r,j(z)
_ ZSO(M/(S)_l Z ga(X) ( > ( )T—j(_l)k—f ij+1+k—€ 22j—k+22j! F(] + e)—l

8| M x mod M/é

r 1 M 1-k/21 05
(3+1) - 2/2 s2j+0—k+1
pld P
p|M
pf(M/3)

(CMBQ)—j—1+(k—K)/2
t2j+i—kvz J©

i L(2j+4—k+2)T(k—j—1)
L | PTFERHIT(j 4 4 - k+1) (k—1)

L(2j+2—Fk+1,9%&x)

nM 3 g1
X‘S(Moas Z Ga,Bm/5(X g(dMoCé)
MOC6
d>0
_ n e
+ Z Z Ga,,BM/s(X f(d 05) K 15(72) Z dy*I kA
nrl-”z—% d1|c5 1 da|na
7L1>0 ’I’L2>0 d1>0 d2>0
k—1—j5—¢ . . .
no . k—l—]—e P(]"‘l)r(k—i—l) k—1—j—0—3 TLM 1
N2 _1)¢ j nit
*Vox(Z5) ; ( )< i )r(j+1—¢)r(k—1)”2 5
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Remargue : Les coefficients de Fourier des formes F) , ;, indépendantes de f, sont des nombres
algébriques de Q2 : combinaisons linéaires de racines de I'unité & coefficients dans Q.

Preuve du lemme 15.1 : Posons momentanément F' = G5Ey_y c(my5)2 (255 + £ — Kk +1).

2 1 0
F|kTrg%OBB2 = Z F|k (CM Bz’U, 1)
u mod M /Mgy 0
. Z Fl —CMB? 0
- ¥\ —uCMB2CMyB> —CM B2
u mod M /My
. Z Fl 0 -1 —uCMyB? -1
- F\oemMB?> o CMB> 0
u mod M /My
- Y n 0 -1\ (1 —u 0 —1
- \emB2 o 0 M/M,)\CM,B% 0
u mod M /Mgy
_ _ 1 —
:(M/Mo)1 k/2F|kWCMB2((M/M0)1 k2 Z <() M/;jlu()))WCMOBz

u mod M /M,
Flkﬁgﬁﬁéa = (M/Mo)**/2F |, Worrg2Unt/at, Won, B2
HOI(F|kTTg%£2) = (M/My)*~*/?Hol(F |« Woarg2) |k Unt/nt, Wort, B2
alors
Hol (GéEk—K,C(M/é)BZ (55 +2—k+ 1)|kTTg%fB22>

= (M/Mo)*=*/2 HOI(Gd|zWCMBzEk—z,C(M/5)Bz (z5+L—k+ 1)|k—£WCMB2) ‘k Unt/moWenm, B2

et le lemme est démontré. O

15.1. — Développement de Fourier de Gs5|¢{Wenrp? -

Dans ce paragraphe, on transforme G5 en une série d’Eisenstein Ey pas/5((BM/6)z,0, F),
puis on applique l'involution de niveau CM B? et Ion obtient une nouvelle série d’Eisenstein
E gmjs(CMB2BM /62,0, F*) dont on écrit ensuite le développement de Fourier.

L’outil principal est I'identité (4.13) de [12] qui, pour une application f définie sur Z/NZ x

Z/NZ et une série d’Eisenstein E,, (2,8, f) = >, f(d,c)(cz + d)"™|cz + d|~2%, donne le
(¢,d)#(0,0)
développement de Fourier de E,, n(Nz,s, f) & 'aide de la transformation de Fourier partielle

Pf(d,d') de f et de la notation g(z)m) = g(z) + (=1)"g(—=z) :

N™+25T(m + s)
(—2mi)m+2s(—4my)—
(—Amy)°T(m + )

= T 1 25) L(1—m —2s,PF(-,0))

Propositionl15.3 :

~Ep n(Nz, 8 F)
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'(m+2s—1)
()11 (5)
+(4my)® Z (sgnd)d™ 25~ (PF)(d,d") x W(4rdd'y, m+s, —s)e(dd'z).
dd’>0

L(m +2s — 17PF(07 ')(m+2s))+

([12, (4.13)])

Il apparait aussi dans cette formule les fonctions de Whittaker définies pour y > 0, a € C,
B € C, avec Re(8) > 0 : W(y,a, 8) = T(B)~! fooo(u + 1) 1uf~le ¥ dy ; on a aussi 'équation
fonctionnelle suivante : W(y, a, 8) = y1=*#W(y,1 — 5,1 — «) ainsi que I'expression pour r > 0

entier : W(y,a, —1) = 3° (T) F(l;(oi)i)y“i.

i=0 \'*

Explicitons le développement de Fourier de Gy :

Gs = bag"
n=1

=YY e@x(5)d g

n=1 d|n
= Y d D@ eldd2)
d>0,d’>0
1 _
=5 > sen(d) d7NE(d)x(d)e(dd'z).
dd’' >0
Posons F'(d,d') = G4 amys(€)x(d') = > {(b)e(ng/d)X(d’). Pour appliquer la proposition
b mod BM/§

15.3, nous calculons maintenant PF(d,d’) :

PR(@d.d)= > Flud)e(gys)
u mod BM/§
d
= Y GO )
u mod BM/§

) Y S el

u mod BM/§ b mod BM/)

S CIND SR UND SRE L

b mod BM/6 u mod BM/§
=x(d) Y, &b)BM/S
b mod BM/§

(b+d,BM/8)=1
— x(d)é(~d)BM /5
= (BM/8)E(d)x(d)(~1).
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Donc &(d)x(d') = £&(—1)PF(d,d')/(BM/J), et 'on peut écrire :

_ 6(_1) —1 ! I

"= 2315 ) sgn(d)d* " PF(d,d")e(dd'z).
dd’>0

Or PF(d,0) = 0, PF(0,d’) = 0, donc L(1 — £, PF(-,0)) = 0 et L(¢{ — 1,PF(0,-)) = 0. On

applique alors la proposition 15.3 avec m = ¢, s =0, N = BM/¢ :

(BM/5)T ()

(2ri) Bypumys(BM/8)z,0;F) = > (sgnd)d" ™ (PF)(d, d')e(dd'z).

dd’>0

Alors :

£(=1) (BM/6)*'T(¢)
2 (—27i)f

G,s = Eg’BM/(j((BM/é)Z,O,F)

Ensuite on applique Wgjsp2, en remarquant que on a lidentité (Af)|Wenmp: = Af|leWeompe

pour A € C:

£(=1) (BM/é)*'T(¢)
2 (—2mi)¢

Gs|lWempe = Ey s ((BM/6)z,0, F)|eWenpe-

-1
CMB?2Nz’
_ 2\—£/2 ., —C =L
(c,d)#(0,0)
= (CMB*)™*?(Nz)""(CMB’Nz)" >  F(d,c)(—c+dCMB’Nz)~*
(¢,d)#(0,0)

= (CMB** ¥~ Gy pumys(©)x(e)(—c+dCMB*Nz)™

(e,d)#(0,0)
= (CMB*>"? 3" G.pumys(©)x(—d)(cCMB?*Nz + d)~

(¢,d)#(0,0)
= (CMB?*)*2Ey par/s(CMB?N 2,0, F*)

Eyn(N2,0,F)|[(Wenp: = (CMB?) 2 (CMB*Nz) ™" Ey gy ( 0, F)

ou F*(c,d) = F(—d,c).
£(=1) (BM/5)*~'T(¢)
2 (—2mi)t
On va appliquer la proposition 15.3 & E; /s (BM/6CM B?2,0, F*). 1l faut donc calculer
PF*(d,d).

Alors : G| Wenp: = (CMB?)?Ey par/s(CMB?BM /52,0, F*).

! * ! d
PFr(d,d)= Y F(u,d)e(BXJ/(S)
u mod BM/§
, d
- ¥ F(—d,u)e(B;/I/é)
u mod BM/§
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PF*(d,d") = G_q Bnm/s(E) Z X(“)e(BXj/(;)

u mod BM/§

—1)Ga . Brmys(§)Ga,Brmys(X)

)
—1)Ga,Bmys(X)Gar,Brys(€),
-1)
)

Go,Bm/6(X)Gar, Brays(€)
> x(wGa,pays(€)
u mod BM/§

/0 si x non trivial mod BM /¢
L &(-1)B(M/6) G, prys(§)  sinon

car on a remarqué dans 9 que x n’est pas trivial modulo M/§ donc pas trivial non plus modulo
BM/é. Ainsi L(£ — 1, PF*(0,-)(g = 0.
PF*(d,0) = £(~=1)G4,Br/s(x)%0,B0/5(E)
= &(=1)Gq,BMm/5(X) Z §(u)
u mod BM /6
0 si & non trivial mod BM/§
- {5(—1)B(M/5) Ga,Bmys(x) sinon
=0
car & n’est pas trivial modulo B. Alors L(1 — ¢, PF*(-,0)) = 0. Maintenant la proposition 15.3
s’écrit :
Eism /J(BM/éCMBzz, 0,F*)

(BM/(S)K T(0) ddZ;()( gnd)d" =" PF*(d,d")e(dd'CM B*z)
2mi 1 /
W . d,>0(sgnd) 4 1G4, Br75(X)Gar, s (€)e(dd' C M B2z)
27 1) & » B 2
((BM/)éw nz::l dzh; (1= (=) "x¢(=1))d" Ga,Br/5(X)Gn/a,Br/5(€)e(nC M B2)
d>0

2(=2mi)é(-1) & . 2
_ MB
(BM/5) T (0) ; dzh; d“ ' Ga,Brry5(X)Gnya,Brrss(€)e(nC z)
d>0
CMBZ £/2 _
% >N 47 Ga 5arys(X)Gnya,Baes5(§)e(nC M Bz). Rappelons
i
que l'on a : G,/q Brmys(E) = > 5(u)e(g§4//d5) et que ¢ est supposé primitif modulo B.
u mod BM/§
Ecrivons ce résultat sous la forme :

Enﬁn G5|5WCMB2 =
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Lemme 15.4 : G4|Wepp2 = Z Be(nz), avec :
n (CMB2)U2

= > : t-1 3 nu/(dCMB?)
Bn_(s(CMBz) BM/5 J d gd,BM/(5(X) dBM/J&(u)e( BM/6 )
YeTY¥Y) u mo
et d>0

15.2. — Développement de Fourier de Ey_; c(n/5)B2 (258 — k+ 1)|k—eWeonmp? -

Dans cette partie, on exprime la série Ey_; c(m/s)p2(2;8)k—eWenmp> en fonction de
Ey_¢,c(my5)B2(02,8, f) ; puis a l'aide de la proposition 15.3, on obtient le développement de
Fourier de Ex_g,c(m/s5)2(C(M/6)B?z, s, f). Enfin on substitue dz & C(M/6)B?z, et s —k+1 & s.

Nous utiliserons les notations de Deligne-Ribet : z5+15l = 2|2|5. D’autre part la définition

des séries B, n(2,8) est : B, n(2,8) =y° Y. éx(d)(Nez + d)~m+=2s1,
(c,d)#0

Ey_¢,c(m/6)B2(2,8) k—eWonm B2

-1

2\ (k—£)/2 2 \—(k—t

= (CMB*)*=9/2(CMB?%)" )Ek—Z,C(M/é)Bz(Was)

— (CMB2)~(k=0/2 ,~(k=10) 2 Y s
(C ) z (CMB 7|CMB2z\2)

C(M/8) B>z
x(cal;oo)qu x(d)(— NG +d)

—(k— —s —(k—=0)—|2s| s c —(k—t)—|2s

:((JMBz) (k=0)/2—5 ,— (k=)= |2 |y Z ¢§X(d)(—£+d) (k—£)—|2s|
(¢,d)#(0,0)
— (CMB2)—(k—(f)/2—sz—(k—£)—|2s|ys(6z)k—2+|25| Z ¢£X(d)(—c+ d5z)—(k—1f)—|2$|
(¢,d)#(0,0)
:(CMB2)—(k—f)/2—s(5k—2+2sys Z wfx(c)(céz+d)_(k—e)_|25|
(c,d)#(0,0)

= (CMB2)_(k_z)/%s(sk_zﬁsysEk—e,C(M/a)B2 (0z,s, f),

ot f(c.d) = pex(d) mod C(M/5) B
Calculons maintenant P f(d,d’) :

Pf(d,d) = Y fla, d’)e(Wdé)BQ)

a mod C(M/§)B?

, ad
= pEx(d") > B(W)

a mod C(M/6)B?

- 5(W)C(M/6)Bz¢§x(d’)-

Alors Pf(d,0) =0 et L(1 — (k — £) — 25, Pf(-,0)) = 0.

—(k—0)—|2s|
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D’autre part :
Pf(0,d") = C(M/8)B*péx(d),
Pf(0,d)k-r425 = Pf(0,d) + (=1)*"*>*Pf(0, ~d')
Pf(0,d")k—et2s = (14 (=1)F =229 x (1)) C(M/6) B>péx(d')
PF(0,d)x_e126 = 2C(M/8) B2px(d),
L(k—£+25 —1,Pf(0,")p_ry2s) = 2C(M/8§)BL(k — £ + 25 — 1,9€X).
On peut maintenant substituer dans la proposition 15.3 :

M/6§)B2)F=t+25T(k — ¢
e/ )(_)27Ti)k—2+(28 + 28)(—47ry)sEk—e,c(M/6)Bz(C(M/5)B2Z,S,f)

_D(k—l+42s-1)
 (dmy)k-tHTIT(s)

20(M/8)B*L(k — £ + 25 — 1,v€x)
d

+ (47y)* ddz;ﬂ sgn(d)d’“‘”%‘lé(W)C(M/(S)B2¢§X(d')W(47rdd’y, k—£+s,5)e(dd'z)
= C(M/5)B? iiﬁ’;)zijﬁlf(;))uk — 0+ 25 — 1,9&x) + (4my)® 2(1 + (=1 25ex (~1))
x dz|: 5(W)d’“—‘+28‘1¢£x(%)W(zmy, k—10+s, s)e(nz)]
d>0
= 2C(M/§)B? afy)_kﬁfi;é))uk —£+2s —1,9€x)

+ (47y)°® Z Z §( M/6 C(M /) B? dk_e+25_1¢§x(%)W(47my, k—2+s, s)e(nz)] .

n=1 d|
d>0

Dans la somme, on a d | n et C(M/§)B? | d, donc C(M/§)B? | n. On effectue le changement
d’indices suivant : n = n; x C(M/§)B?, d = dy x C(M/8)B? (n1, di seront encore notés n, d).

CM5B2 k—ﬁ-l—?s—lr k—0+2 ,
L 2()_27ri)k—£+2(s 8)(—47Ty) Ey_o,cm/6)52(C(M/8) B2, s, f)

T(k—-2+25-1)
= (47ry)k—¢+5—1f‘( )L(k — 0+ 2s—1,9%€x)

+(4my)° zllz (M/8) B?d)* =447 yex(Z)W(4mnC (M/8) By, k — L+ 5, 5)e(nC (M/8) B*2).
n d|ln
d>0

On remplace maintenant C'(M/§) B2z par 6z :

(C(M/5)32)k—2+23—lr(k —E+2S) _47T5y .
2(—27i)k—t+2s (C( M/3) 53) Br-t.c0/0)82 (92,8, f) =
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T(k—£+2s—1)
- ((47r76y)k—€+s—1F(S)L(k — 0+ 2s—1,9€x)

C(M/5)B?
47é
]\/_;T/(SyBZ Z Z (M/6)B2d)*~ 2= pex (S )W(47m5y,k — L+ s,s)e(ndz).
n=1 d|n
d>0

Alors on obtient :
I'(k -2+ 2s
W(_‘lﬂéy)sEk—ﬂ,C(M/(s)Bz (02,8, f)

C T(k—f+25-1) B
= ndy) =T 10 () (k=24 2s—1,9&x)

+ (47dy)® Z Z dk_z"'%_liﬁfx(%)W(élﬁnéy, k— £+ s,s)e(ndz).

n=1 d|n
d>0
Reprenons au début :
Ey_o,c(m/5)B2(2,8)|[k—eWeonm B2
= (CMB?)~k=0/2=sgh=tt2sys 3\ caysyp2 (62,8, f)

o B B 2( 27”)Ic £+2s
— MB2 (k—t)/2—s sk—£+2s
(CMEB) 0 T(k — £+ 25)(—4md)®

T(k—0+2s—1)
(47r6y)’“—e+8—1I‘(s) (k — 4+ 25— 15¢§X)

+ (4méy)°® i Z dk_e+23_11/)£x(%)W(47rn6y, k—2+s, s)e(néz)]

n=1 d|n

d>0
— (CMB2)—(k—Z)/2—s k—£62s—1 - k—£+2s ]
= TG i+2s) X (—27i)" %2 ) (4my)

M'k—2+2s—1)
8 [(4w5y)k—e+2s—1p(s) (k —€+2s —1,9¢x)

£ 30 DT AR e (W dmny b~ £+ s, s)e(nz>]

n=1 dln
dln 4>

Enfin on change sen s —k+1:
Ey_ecm/oyp2 (2,8 — k+ 1) k—eWenpe
(CMB2)—(k—K)/2—(s—k+1)

- Tk—f+2(s—k+1))

T(k—£+2(s—k+1) 1)
Lk—2+2(s—k+1)—1
(@ndy)F 26D T(s 4 DUk~ 20—k 1) - Ly&) +

( 27”)16 £22(s k+1)—1 (s k—l—l)(sk 0+2(s— k+1)(47{-y)(3_k+1)
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+ Z de —lH2(s—k+1)- 1/)§X( ) (4mny,s — €+ 1,s — k+ 1)e(nz)

n=1 d|n
d|n d>0

Ecrivons ce résultat sous la forme :

Lemme 15.5 :

Ey_go(m/)B2 (2,8 — k + 1) s_eWonpe = (4my) S7F+Y Z CoW(drny,s — £+ 1,5 — k + 1)e(nz)
n=0
(CMBQ)—(k—Z)/Q—(s—k+1)
T(k—£+2(s—k+1))
Pk —£42(s—k+1)—1)
(47T5y)k—1f+2(s—k+1)—11’\(3 k4 1)

O =Cx 6(5) Do =P M D Nyex(z) (> 1),

dln
d>0

x (—2mi)k- (92(s=h+1) =17 (s—k+1) gh—E+2(s—k+1)

avec C=

Co = Co(y) =C x

Lk —£+2(s—k+1) — 1,9¢x),

15.3. — Développement de Fourier de la partie holomorphe du produit Ggs|eWearpe
XEy_s,cm/0)B2 (238 — k+1)k—eWenpe -
Gs|ltWemp? X Ex_i,c(mys)p2 (258 — k + 1) k—eWenpe

= (i Bne(nz)) X ((47Ty)(s_k+1) i CoW(4nny,s —0+1,s — k + 1)e(nz))

n=0

= Z 4my) =RV B, Gy (y)e(n2)

(Z Be nz)) (Z(47ry)(s_k+1)CnW(47my, s—0+1,s—k+ 1)e(nz)).

o0
Dans un premier temps, on va calculer Hol( Z (4my) =R+ B, Cy(y)e (nz)) en utilisant la

définition de la partie holomorphe et l'identité [12, (3 4)] qui calcule la partie holomorphe de
certaines séries :

k—1 o)
Hol(ZA (n,y)e(nx) ) ZAO ott Ag(n) = (4(7m1 . / A(n,y)e_zwnyyk_zdy-
n=0
Puis on calculera Hol[( > B e(nz)) <§ (4my)s=*+DC, W (4nny,s — L+ 1,5 — k + 1)e(nz)>]
n=1 n=1

en utilisant [12, (3.6)] :

Hol[(nijo Bne(nz)) X ( i (4my)~"C, W (4mny, r + m, —r)e(nz))] = nijl A(n)e(nz),

n=0

_ (r+m)k—i—-1) ,_; ;
A(n)_ Z Bn1Cn2Z () 7"—|—m—z) (k—]_)n2 n-.

ni+nz=n
n1>0,m2>0
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Commencons les calculs pour la premiére partie :

Hol(Z(47ry)(s_k+1)BnCo(y)e(nz)) = (471)(3_k+1)H01(Z BnCO(y)ys_k+le_27mye(na:)>

= (47)(—k+D) Z Ao(n)e(nz)

oulon a:
I'k—1)

— = s—k+1_-—27mny\ _—2mny,6 k—2
(4m)k_1A0(n) /0<Bn00(y)y e )e y" " dy.

L’expression des coefficients B,, est donnée dans le lemme 15.4 et celle de Cy(y) dans le
lemme 15.5 :
I'(k—1)
(4mrm)k—1
CB,T'(k—/¢+2(s—k+1)—1)

B (4mé)k—t+2(s—k+1)-1D(s — k + 1)L(k —l+2(s —k+1) - 1Lyx)

o /oo ¢=Amny = (k= 2(a—k+1) =Dk (5= k1) +(k=2) g,
0

Ap(n)

_ CBI'(k—t+2(s—k+1)—1) ookt
T (4md)k—t+2G—k+D-1T (5 — k + 1)L(k —0+2(s—k+1)—1,9€x) X /0 e y dy

_ CB,T(k—t+2(s—k+1)—1)
"~ (4md)F—tr26—k+ D10 (s — k + 1)L(k L+2(s—k+1)—1,9%¢x)

X(47rn)_e+(3—k+1) /oo e~ Uy t—1=(s—k=+1) 7.,
0

_ CBI'(k—L+2(s—k+1)—1)

T (4md)F— 26 —k+ D10 (s — k + 1)L(k —0+2(s—k+1)—1,9%&x)

X (47n) ~HERADD (0 — (s — K+ 1)).
Alors on peut écrire :
CB,T'(k—£+2(s—k+1)—1)

AO(n) = (47T5)k_g+2(s_k+1)_11—\(8 —k+ 1)L(k —L+ 2(3 —k+ 1) - 17¢§X)

L(¢—(s—k+1))

x (4mn)*=* TE—1)
1 .C CT(k—£+2(s—k+1)—1) T(¢—(s—k+1))
Ao(n) = E(M)f/%fg(f) (4md)k—t+2(s—k+1) -1 (s — k + 1) T(k—1)

n

-1
dC(S)d )

n _ _
xL(k—£+2(s—k+1) - 1,¢§X)6(a)(47m)5 ¢ Z Ga,Bm/s(X)E(
&
Pour la deuxiéme partie, on remplace r par —(s —k — 1) et m par (s — £+ 1)+ (s—k—1) =
k—f+2(s—k—1),aveck—1—5s>0:
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o0
Hol(G5|WCM32Ek_e,C(M/5)32(Z; s—k+ 1)|WCMB2) = 21 A(n)e(nz),

k—1-—s .

(k—1—s\T(s—C0+1)T(k—i—1) p_1_g_i ;

A = Bn Cn -1 3 s—1 Z’

() Z_ Lo Z( )( i )P(s—e+1—z’)r(k—1)”2 "
ni+nz=n =0
n1>0,n2>0
avec ’expression des coefficients B,,, et C,, donnée dans les lemmes 15.4 et 15.5 :
1 C6é n _1 oM
A = 59O 3 8(E5) 3 Gumrs (08 ) ()

k—£+2(s—k+1)—
x ) ds e d6 Z (s—f+1-_9(k—1)"

=

T n n.

d2|n2
dy>0

Regroupons les deux calculs :

HO](G(S'KWCMB? X Ex_s,c(mys)p2 (28 — k + 1)|k—zWCMB2)

= Hol () (4my) ") B, Co(y)e(nz)

n=1

+ Hol[(i Bne(nz)) X (i(47ry)(s_k+1)CnW(47my, s—0+1,s—k+ 1)e(nz))].
n=1

n=1
Nous pouvons donc écrire :
Lemme 15.6 :

HOI(G5|@WCM32 X Ek—Z,C(M/J)B2 (z38 —k+ 1)|k_eWCMBZ>

1.,C6 45 (CM B?)~(k=0)/2=(s—k+1) b tid B _ _
— ) 9 (s—k+1)— (s k+1) sk—£+2(s—k+1)
TSV iy Ty ) B ’

i (k — £+2(s—k+1)—I)P(e_(3_k+1))L(k—€+2(s—k—I—1)—1,¢§X)

(476)k—t+2(s=k+1)-17 (5 — g+ 1)T'(k — 1)
X (47r)(3—k+1)5(%)(47m)s_e Z Ga,Bm/s(X )g(dCé) -

d|%
d>0
n n o
+ Z 1 Z gdl,BM/d(X)f(d 05)d - 1 2 Z d h=th2(s=kt1)- Ilpé (d 5
ni+ns=n d1|06 t(1i2|n2
2>0

n1>0 no >0 d1>0

k—1-s “1-s D(s—L+1C(k—i—1) g1 g4 ;
y Z < )r(3_4+1—i)P(k—1)ng n'| e(nz).

=
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15.4. — Développement de Fourier de la partie holomorphe de la série suivante
. 2
(GéEk—Z,C(M/é)BQ (55 +L—k+ 1)>‘kﬁg%£32 :

11 suffit maintenant de reprendre I’expression donnée dans le lemme 15.1 :

HO](GaEk_e,c(M/J)B2 (Z; s—k+ 1)|’6Tr8%f32>

M\ i-
= (m)l k/QHOI(G6|ZWCMBzEk—e,C(M/(S)B2(Z; s—k+ 1)|k_gWCMBz) kUM/MoWCMoB2
M _ o0
= (m)l k/Z{Z[(47r)S—k+1Ao(n) +A(n)]e(nz)}‘kUM/MOWCMOBz
n=1
M 12 [ s nM nM
- (E) {Z[(M) k14, (Mo ) +A(E)]e(nz)}‘kWCMOBQ,

n=1
Nous n’expliciterons pas I'action de W¢as, g2 car cet opérateur est de niveau fixé. Les calculs du
paragraphe 15.8 permettent alors d’expliciter les coefficients Ao( i ) et A(”M ) :

Lemme 15.7 : Avec s =5+ £ :

HOI(G5Ek_z,C(M/5)B2 (58 —k+ 1)|kag%fB2)
M)l k/2 1 (05
M, B'M

Nk—£+2(s—k+1) -1 (¢—(s—k+1))
% {Z [ (4md)F—EF2G=R+D=1D(5 — k + 1)F(k )

(CMBQ)—(k—Z)/Q—(s—k-I—l)
T(k—£+2(s—k+1))

)£/2g(£)(_27Ti5)k—Z(25)2(s—k+1)—157r(s—k+1) %

L(k—£+2(s — k+1) — 1,9¢x)

n=1
(s—k+1) ’TLM 47rnM — ’I'LM /—1
X (4.7[') 5(M005) MO Z gdBM/5 é(M()dC(S)d
d| 5563
d>0
n

+ Z Z gdl,BM/J(X)f( )dlz 15( ) Z dy k—0+2(s—k+1)— 1ng (22 2 )
ni+na=47" Mo di| &% da|na
ni1>0,mn2>0 d1>0 do>0

k—1-—s .

—1—s F(s—¢+1)I(k—i—1) j_q_g_;/nM\i| ,nM
XZ ( >P(8—€—I—1—z’)I‘(k—1)n2 Gr)'| (i kWCM032

En remplacant cette expression dans le lemme 13.5, et s par j+ £, nous pouvons maintenant
écrire :

Proposition 15.8 : Expression explicite des symboles modulaires :

P(z,r, f)
T r QG \r—j —0 511 _ j— . ﬂ-]+£
=Y oM/ > G0 (j) () ()t Rtg ’c+f]!1%)+£) x

5| M x mod M/d j=0
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—( 1 M 1-k/21 C6 o
(4+1) - - = (292 g2+ 0—k+1

x T4 (x(e)p ) X I (1+1)X(Mo) 5 ()

vl p|M ?

pJ(M/5)

CM B2 —j—1+(k—£)/2 .

d I(2j+4—k+2)T(k—j—1) .
x (7 { > [52i+¢—’“+1I‘(j oy g e DG A R A

n=1

nM nM _ 21
X5(M006 Z gdBM/5 g(dM(]C(S)

M006
d>0
+ Z Z gdl,BM/J E( dl(Jé e 15 Z ds 2j+0—k+1
n1 ng_"M d, da|no
nl-;O n21\>/18 dllgg d2|>0
k—1-j—¢ . . .
D) (k—1-— J - L F(j + ].)F(k — 17— 1) k—1—j—0—3 nM .
= —1)¢ -
g ¢£X(d25) — 1) ( i TG+1—i)(k—1) 2 (MO )
nM
e(mz)} i Wen,p2 >CM0B2

C .. a . .
ou f € Sk(C, ) primitive ; z = 27 2veca et M premiers entre eux ; 7 entier, 0 < r < k— 2 ; pour

chaque caractére x mod M /6, ¢ mod B primitif, £x(—1) = (=1)%, 0 < £ < k —1; C est supposé
premier avec M B ; enfin pour p | 4, v est I'ordre en p de & et Ay (X) = apr X7 —1p(p)pF~Layr-1 X 7T

Ce qui revient a l’expression annoncée dans la proposition 15.2. O

16 : Sommation sur les caractéres y modulo M/é.

Le regroupement et le calcul de tous les termes en x nous permet dans cette partie de
simplifier I’expression précédente.

Les termes dépendant de x sont de deux types :

Z Ga()X(P?)Ga,Brys(X)L(2] + £ — k + 1,9€X)

x mod M/§
td .
= ) > X(U)e((ﬁ%))x(pg) > x(t)e((BT/é))L(QJH—kH,w{x)
x mod M/§u mod M/§ t mod BM/§
et > Ga(®)x(0°)Gay,Baass(x )¢§X(5n722)
x mod M/d

= >y > X(U)e((ﬂz(/l(s))x(pg) mz x(t)e(ajj\(zﬁ)%x(%)

x mod M/§ u mod M/§



ot1p|d, g = ouy+1 (apparaissant dans A, (x(p)p~U+1)).

On connait le comportement de la fonction zéta de Riemann : {(0) = —1/2, ((1 —m) = 0 si
m > 1 est impair et ((1 —m) = —%ﬂ sim > 1 est pair (B, sont les nombres de Bernoulli), avec
(2m)°

I’équation fonctionnelle {(s) = I'(s) cos(ms/2) =)

Cette situation se généralise avec un caractére y (primitif ou non) : Si m > 1 est de parité
contraire & x, L(1 — m,x) = 0 mais si m > 1 est de méme parité que x, L(1 — m,x) = —%.

On peut expliciter ces nombres de Bernoulli généralisés : pour x caracteére de Dirichlet modulo

K K
K, By, =Km! 21 x(w) > (II{> B; (%)m_l. De plus on a ’équation fonctionnelle suivante,
w=

I=0
pour un caractére xo primitif modulo K et pour s € C (voir [21, ch. 3], [4, ch. 1], [3, ch. 2]) :
. : G(xo0)(2m/Ko)* .
- L = L(1 - ;
si yo est pair (s, x0) 20 (s) cos(ms/2) (1-5,X0);
. o G(xo)(2m/Ko)* _
t : L = L(1- .
si xo est impair (s,x0) 20 (s) sin(rs/2) (1-5,Xo)

G0xo)(2m/Ko)*  G(x0)(27/Ko)*
2I'(s) cos(ms/2) 2I'(s) sin(ws/2)
holomorphe sur C : les zéros de cos(ms/2) ou sin(ms/2) sont les entiers relatifs, donc parmi les

est une fonction entiere, c’est—a—dire

Remarquons que

poles (simples) de la fonction I'(s) (puisque la fonction I'(s)~! est holomorphe sur C avec des zéros
simples aux entiers non positifs ; ce qui rend la fonction I'(s) ™! cos(ms/2) ™! holomorphe ainsi que
['(s)"!sin(rs/2)7!

Remarquons aussi que ’on peut trouver une expression explicite de L(1, x) dans [1, ch. 5 :
(17) ou theorem 3], [4, ch. 1], [21, theorem 4.9] pour un caractére x primitif.

On peut cependant se ramener & un caractere xy modulo K non primitif : tout d’abord
on a un lien entre x et le caractére primitif qui lui est associé xo modulo Ky = K/K; (voir
section 3) : x(n) = > xo(n)p(t), G(x) = G(xo0)u(K1)xo(K1). Nous prouvons maintenant que

t|(n, K1)
L(s,x) = Lk, (s,x0) = }l{;[{ (1= xo(P)p~*)~", et L(s,x0) = L(s,x) x |1;I< (1= xo(p)p~*)~".
En effet :
L(s,x) = ZX(”)”“S = Z Z Xo(n)p(t)n™* = Z Xo(n)n™% = H (1= xolp)p™*)~"
n=1 n=1t|(n,K1) n= pfK1

(s,X0) ZXO =1 -xo@p™)" = J] @ =x0p™) " x [] (1= x0(p)p~*)~".

Ceci permet d’écrire :
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Lemme 16.1 : Equation fonctionnelle pour L(s, x) :

2w/ Ky)® 1-— S
G(xo)(27/Ko) 1 (1 - xo(p)p 1) L1 - 5.5):
2T (s) cos(ms/2) o[t (1 - xo(p)p*—1)

si x est pair : L(s,x) =

G(x0)(27/Ky)® H (1= xo(p)p™*) (1

20(s)sin(ms/2) 2 (1= xo(P)p*~") —5X)-

si x est impair : L(s,x) =

Revenons & L(2j 4+ £ — k + 1,9€x) : éx(=1) = (=1)k¢, 4&x a donc la parité de k + £, et
d’autre part 2j+/—k+1=1—(k—£—2j) =1—m avec m = k— £ — 25 de méme parité que €.

Sim >1: Alors L(1 —m,9&x) = Bm,,#gx.

Sim < 1: Alors on utilise I’équation fonctionnelle, qui exprime L(1 — m,¥{x) en fonction
de L(m,y€éx) = L(1 — (2§ +£—k +1),9Ex) = L(1 —m/,9%Ex) et d’un facteur bien défini, ot I'on a
&x de méme parité que €y, et m’ = 25 + £ —k + 1 de parité contraire. Donc L(1 —m/',9€x) = 0,
L(m,9&x) =0 et L(1 —m,pEx) = 0.

On a alors pour m > 1 c’est—-a—dire k — £ —25 > 1, avec K = CMB :

CMB CMB ]
L2j + 0kt 1 gey) = - (GBI 3 T 3 (CMB) By ()t

k—40—2j CMB
Les termes dépendant de x sont donc nuls ou sous 'une des formes
Z Ga(X)X(P*)Ga,Brys (X)L(2] + € — k + 1,9Ex)
x mod M/§
ua td
== > elgm) 2 elmum)
u mod M/§ (M/(S) t mod BM/é (BM/(S)
.1 CMB CMB
(CMB)k—¢-2-1 — CMB W\ k—0-2j—T _ g _
g 2 VW) T ) Br(gg) > x(uw)x(@)x(t)x(w)
w=1 I=0 x mod M/é
n
et > Gu()xP)Gar a5 OWEX(5=)
0ds
x mod M/§
ua tdy Na _ na
u mod M/§ t mod BM/6 2 mod M/s 2
or Y xwx@)x®xw)= >  x(u'ptw?)
x mod M/§ x mod M/é

0 siu™lp9tw=! # 1 mod M/§
o(M/8) siu"lpdtw=! =1 mod M/§
_ n _ n
et Y XxEXOx(5) = Y xu Tt
x mod M/é 2 x mod M/é 2
_J0 si u™lpIt e = # 1 mod M/§
|l p(M/8) siu~ p-qt(S"dZ2 =1 mod M/§
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On change donc encore l'ordre des sommations :

Z ga gdBM/(S( )L(2]+é_k+17¢§X)
x mod M/é
B td | (CMB)k—t-2-1UE
== 2 Agum) hoimy 2 WW)
t mod BM/§ w=1

CMB

CMB w k: 0—2j—1 9 UG
XZ( )71 (Gip) 2D e,

x mod M /6§ u mod M/(S

et
Z Ga (X)X (0?)Ga,, By s(X )¢£X(;TZ)

x mod M/d

tdq g, M2 uaQ
= Z e((BM/5))¢§((5d2) Z Z X(u pt(Sng)e((M/é‘))'

t mod BM/¢ x mod M/é w mod M/é

On peut momentanément fixer p9, ¢, w, et ne retenir parmi les indices u mod M/§ que
I'unique uw mod M/§ défini par les conditions (u, M/§) = 1 et u = p%tw—! mod M/5. Alors on
s _ _ ua pItw =1 pItwla
peut écrire simplement Z x(u™tp9tw l)e(w) = X(l)e(W) = e(W)' La

u mod M/§
premiere somme devient alors :

Z Ga ()X (P?)Ga,Brys(X)L(2] + £ — k + 1,9€X)

x mod M/d

td Itwla
__(P(M/‘S) Z e((BM/é))e(p(M/(s) )

t mod BM/§

- CMB
(CMB)k—t-2-1 QXE__ CMB W\ k—0-2j—1
X k—0—2; ;¢£(w) ; I B (CMB) :

De méme en fixant p9, t, ;72, on définit w mod M/§ par (u, M/6) =1 et u Ep%(?%2 mod M/§ ;
2 2

. ua pItnaa N )
on obtient x(u™tp? t—) =e . La deuxiéme somme devient :
Z 2l ) = el

Z Ga (X)X () Ga,,BMys(X )¢£X(%) = p(M/9) Z e((BtJ\il/é))e(pj\:szza)wé(%).

x mod M/d t mod BM /4§

Regroupons maintenant toutes les conditions imposées :

(C, MB2) =1,
oy | M
(t, M/5) =1,
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CMB?’
’)’LM/MO .
(dCMBz’B) - 17
k—0—-2j>1,
(w, M/(S) =1,

B) =
w C)—l
nM
nl—l—ng:ﬁo,

(CMB?) | n4,
ni

hl eup

(ty, M/5) = 1,

ni
— 1 __B)=1
(d]_CMB2’ ) Y

5"!1,2,

dy | >

(w,
(

2,
(B =1
(5O =1
(g MI9) =1,

(v, M/5) = 1.

On peut donc écrire la (principale) expression explicite suivante pour les symboles modu-
laires :

Proposition 16.2 : Pour z, r, f comme en 1, avec les notations de 13.5, on a :

P(z,r, f)
= )~ J(_ k=€ sj+14k— oj—k+e (47T)J+K 1
=3 (5) ()t gioie SO e

§|M j=0 pIM
pA(M/4)

Ly(j+£,67'G(6)

y (M 1-k/2 1 (05)”252”@ k1, (CMB?) I H G0/
M, B'M T(2j+—k+2)

< i I(2j+0—k+2)I(k—35—1)
L | UHEEHT(j 4+ £ -k + )Tk — 1)
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—t¢—2i_1 CMB CMB _
(CM B)k—t-2j-1 JE (w) Z (CMB>BI( w )k—£—23—1

k—0—2j —~ o\ 1 CMB
(w, Ctgl\_l/é) 1 -
nM -1 td k—1-¢
5(M005 DD dMoC<5 )d 2 e((BM/(S))n
d| 20 t mod BM/5
>0 (t,M/8)=1
x H[ —7(+1) (M) — (p)p"t —(v+D(G+1) (M
S TR ‘o
D
ni tdl = 2_1
LD SN (Bars) £(d105)
ny+n,=2M di| g% t mod BM/§
ni >0,n2>(()) di >0 (t M/6)=
n n
x8(55) D0 AT
dg'ﬂg,d2>0 2
(5 yM[8)=1
k—1—j—t . .
= k—1-j5-1¢ F(]+1)F(/€—Z—1)nk—1—j—e—¢(ﬂ)i
Pt i IGj+1-9)I'(k—1) 2 M,
(i prtnsa _ _ . pYHinsa
x [ [lapwp 7(”J’l)e(dezz ) =¥ @)p" ey pm U e(Fr) |
plo
nM
e(mz)} . Wenmys2 >CM032

Proposition 16.3 : Pour z, r, f comme en 1, avec les notations de 13.5, on a :

P(.’I,',T‘, f) = Zﬂ-j-i-ZLf(j +ea 5)_1 X <fpaFa:,T,]'>CMoBZJ

Jj=0
ou
o T\ (@ \r=d, KL s 1th—t o2j—k+2E: (s 4 =1 1
Fx’m(z)—z<j>(ﬂ) (-1)F ¢ 92 JITG+0) 1t x 007D
s|M p|M P
P A(M/5)

X %)l—k/Zl (@)¢/252j+£—k+1 « (CMBZ)_j—l-}-(k—e)/z
My B M NCTE Y

X{ > [ T(2j+£—k+2)T(k—j—1)

g(6)

CSUHERHIT(j 4 £~k + 1)T(k — 1)

(CMB)k—t-2i-1 qMB %(w)CMB CMB B ( w )k—z—zj—l
k—0—2j o I "\cmB

w=1
(w,CBM/§)=1
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nM M\, -, nM 1 td 1
Xé(MgC(S) (ﬁo)] Z g(dMgCé)dz Z e((BM/(S))nIc Z

nM t mod BM/§
dl(;\/;o()o(S (t,(])\/f/ﬁ)::/l
(i p"/t’w_la k—1 (1) (1) p'y+1t,w—1a
x [[lapp "9 Ve(=~ =) — ¢ (p)p* apy-1p~ 0TI e (0 ———
1_'![ pY ( (M/(5) ) pY ( (M/(5) )]
tdy g 4yt
n1+n2=M—"g d1| t mod BM/§
n1>0,n2>0 d1>0 (t,M/é)=1
N2 2j+4—k+1 N2
x6(5) > ve)
d2|n2,d2>0
ad ,M/§)=1
k—1— ] .
—j= k—1—5—1¢ F(J—I_l)r(k_z_1)nk—1—j—e—i(ﬂ)i
=0 i F(j+1-i)T(k—1) 2 M,
—v(4 ptnqa k— _ ; p""'ltnga
Xrlyamp e (Siggy ) — @Rt apap OO e ()]
P
nM
e(ﬁz)} Wen, B2
0 k

Remarque : La conséquence essentielle de cette proposition est le développement des formes
modulaires F , ; sur une base (finie) de formes propres des opérateurs de Hecke, dont le premier
élément est f?, avec des coordonnées dans Q : on peut écrire

Fm,r,j = Am,r,jfp + h,

ot \prj € Q, (f*,hYer,pz = 0, P(z,7, f) = Z T +5%7+“205;\x,r,j. Les symboles modulaires

s’expriment ainsi comme combinaisons linéalres d un nombre fini de nombres algébriques. Notons
aussi que les coefficients 7/ T¢(f, fYonr, B2 L (j + £,€) ! sont des constantes essentielles attachées
a la forme f.

17 : Cas ot M = p™ (p premier) : estimation des dénominateurs.

Dans cette derniére partie, nous donnons lorque M est une puissance de p, une expression
explicite simplifiée pour les fonctions Fy ,; qui représentent les symboles modulaires, et nous
démontrons que, multipliés par un certain nombre entier, les symboles modulaires sont des
combinaisons linéaires de produits scalaires de f” et de fonctions F ,. ; dont les coefficients sont &
des facteurs fixés pres des entiers algébriques.
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Proposition 17.1 : Lorsque M = p™ :
r .
P('T7T7 f) = ZTPH—ZLf(j + éaf)_l X <fp7F.’r,T‘7j)CPB27
J=0

et il existe un entier naturel N non nul et indépendant de x = a/M tel que pour tout j,
NMT"Fy, i(2) a pour coefficients des entiers algébriques.

Démonstration. — On reprend ici la démarche précédente (section 16) mais dans ce cas, elle
se simplifie considérablement : x est un caractére modulo M/J ; le produit [] .Aq(x(q)q_(j )y =
qlé

IT (aqv g7ty (") =4 (q) ¢ tag-rna+n x(q7+1)> s’entend sur les nombres premiers qui divisent
alé

0 ; comme M = p™ et § | M, le seul nombre premier qui divise § est p. Donc x(p?) = 0 sauf si
y=0ousi M/6=1;x(p"*!) = 0saufsiy+1=0 (impossible) ou si M/J = 1.

On a donc 3 cas :
Ou bien M /6 =1 : alors § = M, v = m et x est le caractére trivial modulo 1.
Ou bien M/6 > 1 et y =0 : alors § = 1, aucun nombre premier ne divise J et il n’y a pas de A,.
Ou bien M /6 > 1 et~y > 0: alors p est 'unique nombre premier qui divise 6, et A, (x(p)p~ YY) = 0.

La somme ) se réduit donc aux seuls termes obtenus lorsque § =1 ou d = M :
8[M

P(z,r, f) = {partie de P(z,r, f) pour § = 1} + {partie de P(z,r, f) pour § = M},

P(.Z"’I", f) = Zﬂ-j-l-sz(j +€a 5)_1 X <fpan,7',j>Csza
=0

et Fprj= {partie de Fy . j pour § = 1} + {partie de Fy . j pour § = M}, pour tout j.

17.1. — FEtude de la partie correspondant ¢ 6 =1 :

Reprenons la proposition 16.3 :

{partie de Fy . j pour § = 1}
=" O NT= Nk b1k~ 92j—k+2¢ ) (s _1
(j)(M) (1) i 2 JIT(5+0)
Myi-kj21 ,C . pp  (CMB2)=i=1+(k=0/2
x(p) B(M) X F(2j+€—k+2) g(f)x
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| TQj+L—k+2)T(k—75—-1)
X{ﬂ; [_ T(G+6—k+ DIk —1)

(CMB)k—t-2i-1 L EromB W \k—t—2j—1
Y 2 e 2\ ) Br(Garp)
w=1 I=0

(w, C'MB) 1

xé(zjg My ZE )“ 3 e(%)nk—l—f

t mod BM
d>0 (t,M)=1
'nfl tdy \ =, n —1
Val —) &(5—=)d
+ Z By C) Z; Z e(BM)g(dlC) 1
n1+ng == di| & t mod BM
n1>0, n2>0 di1>0 (t,M)=1
> do 2j4+0—k+1 T2
> v
dz|na,d2>0
(n_§7M)_1
k—1—j—¢ . . .
o (_1)i(k -1-35- e) LG+ 1)I'k—i— 1)n’“‘1‘j“—i(ﬂ)i
— i T(j+1—i)l(k-1) 2 p
nM
6(—2)} WCsz
b
k
CMB CMB
L’idée dominante maintenant est de considérer la somme double > > comme

w
(w,CM B)=1
correspondant a un certain nombre de Bernoulli vu comme une distribution. On sait en effet qu’il

existe une distribution E,, telle que pour toute fonction périodique f, Ep,(f) = Bm, s ([7]). Ceci
signifie que la valeur ne dépend pas du choix de la période. On peut ainsi écrire dans un premier
temps :
CMB CMB
k—2—2j—1 CMB W \k—-2j-1 o
cmp) Y 2 (07 ) = P

(w, CMB) 1

en considérant ¥¢ comme un caractere modulo CM B. Mais en tant que caractere modulo C' B, on

B CBkggjch CBB ’wk£2jl
k—0—25,9€ — = (CB) Z Z I(C’B)

w=1 I=0
(w,CB)=1

a aussi :

Cette transformation nous permet de nous affranchir de toute référence & M. Il faut aussi noter que

cette simplification n’a pas été possible de maniere plus générale directement dans la proposition
CMB

16.3 a cause du fait que dans la somme > , on avait w premier avec CBM/§, au lieu de
w=1
(w,CBM/§)=1

w premier avec CM B ici (6 = 1).
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. . c 1z e td \ s 13 N
On peut par ailleurs modifier aussi 'écriture de > e(m) a I'aide du caractere xo,m
t mod BM
(t,M)=1

défini par xo ar(z) = 1si (z, M) =1 et xo,m(z) = 0 sinon, & I’aide aussi de la fonction yx de M6bius

et du changement de variable ¢ = bt;
td td
Z 6(@) = Z XO,M(t)e(W)
t mod BM

t mod BM
(t,M)=1
td
= D> > wDe(gyy)
t mod BM b|(t,M)
t1d
=2 nl) 3 e(BM/b)
b| M t, mod BM/b
d

= > ) 5 37)
b|M
=BM Y u(b)b_lé(ﬁ/b)
blp™
= BM(5() _p—la(rﬂj/p))

Cette deuxieme simplification est elle aussi particulére a la situation § = 1 car le polynéme A,(X),

contenant des termes en ¢, n’apparait plus.
D’ol1 'expression suivante :

Proposition 17.2 : Lorsque M = p™ :

{partie de Fy . j pour 6 = 1}
) T ()R L 920k 2Ly (4 g

£0)G
=\i) ‘M
Mi—k21 C . (CMB?)=i-1+(E-0)/2
<) T s ) T re ik 9OBM
[ TEj+L—k+2T(k—j—1)
g 7;[_ TGj+£L—k+1)T(k—1)
(CcBk—t-2-1 B OB op o etn
(w,CB)=1
nM, M,; aM. oy d i d .
5(pc)(p)d% o) 0 (G
20

o1



+ X i) Y () (g Eght

n1+n2:% di|
n1>0,n2>0 dy>0
d,20H—k+1 n2
x ) d veC)
d2|n2,d2>0
(32,M)=1
k—1—j—¢ . . .
Pt i T(j+1—i)l(k—1) 2 P
nM
6(—2) WCpB2
p k

Cette expression montre que, si on laisse de coté les puissances de p fixées, les puissances de M
sont : M—(r=0)+1=k/2=£/2=j=-1+(k=0)/2+1 — pr—r—t+1 {54y Jes facteurs communs, et respectivement
M7 puis M* pour les termes de la somme. Par ailleurs, on a j > 0, i > 0, et on peut toujours
choisir £ = 0 ou 1. Donc les puissances de M sont au minimum M ~".

Autrement dit, nous avons démontré le résultat suivant (ot il suffit de choisir par exemple
pour N; le produit de tous les dénominateurs hormis les puissances de M) :

Proposition 17.3 : Lorsque M = p™, il existe un entier naturel N; non nul et indépendant de
z = a/M tel que pour tout j :

Ny x M" x {partz’e de Fy . ;j pour 6 = 1} a pour coefficients des entiers algébriques,

ce que I’on peut écrire sous la forme Ny x M" x {partie de Fy . j pour § = 1} € Z2[[q]] o1 ¢ = e(nz),

Q2P désigne 'extension maximale abélienne (cyclotomique) de Q et Z2" ’'anneau de tous les entiers
algébriques de Q2.
17.2. — Etude de la partie correspondant a 6 = M :

La proposition 16.3 donne la formule suivante :

{partie de Fy . j pour 6 = M}

r a \r—j iy — - . . —
- <J> (37) 7 (DF TR 22T EEID (4 )7 x

X (ﬂ)l—kﬁl CZ/2M2j+z_k+1 o (CMB2)_j—1+(k—e)/2
e b r2j+¢—k+2)

i T(2j+¢—k+2T(k—j—1)
X { Z [_ M?iHE=kHIT(j + £ — k+ 1)T'(k — 1)

n=1
_1 CMB CMB
(CMB)k—¢-2i-1 — CMB W\ k—t-2j—1
(w,CB)=1
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M. ; _n td
xd(l) (_)J Z 5(_)(12—1 Z e(_)nk—l—z
pC d|p% de t mod B B
d>0

x [aMM“j“) (P"tw'a )—w(p)p’“‘laM/p(Mp)‘(j“)e(Mptw‘la)]

X M) XX el g ggpht

n1+n2:M dy| 2L t mod B
’I’L1>0 ’n2>p0 d1>0
x 5(52) 3 @yl 2 )
M i) Md,
d2>8
k—1— .
== k—1-—j5-1¢ (J+1)P(k—2—1)nk—1—j—e—i(ﬂ)i
o i T(j+1-9)I'(k—-1) 2 p
s tnsa _ (s ptnsa
< ans 0 e(“22) — gt angp(Mp) 0 e (2]

Wepn?

Dans cette expression, les puissances de M pour les facteurs communs sont :
M=) A1-k/242+0—k+1—j—14(k—0)/2 _ jr-r+1+2j+E/2—k

CMB CMB
Ici encore nous allons considérablement simplifier la somme double ) >
(w,CB)=1

1€ est un caractére modulo CB donc si w n’est pas premier avec C' B, on a ¥&(w) = 0 et I'on peut

écrire :
CMB CMB CMB CMB
CMB w k -2j—1 CMB W\ k—0—2j—1
3wt 3 () pr i) = v X (YY) i (3)
(w, C’B) 1

Ensuite il reste & considérer, comme en 17. 1, 1€ successivement comme un caractére modulo CM B
puis modulo CB :

M B)k-t-2j-1 CMB __ CMB o
(CMB) . Z DE (w) Z CMB By ( w )k —2j—1
k—0—2j 2 o\ T CMB
(w,CB)=1 -
_ (CMB)k-t=2-1 CMB%(M) Cﬁl:B CMB) g ( w )k—e—zj—f
I ~ I CMB
= By _y_2j ¢
_ (CB)f~t2-1 o CB CB i)k 0—2j—1
k—424—2j I CB

I:

o
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La partie pour § = M peut donc prendre la forme suivante :
Proposition 17.4 : Lorsque M = p™,
{partie de Fy . ;j pour 6 = M}

T a \r—j k—L0 «j+1+k—£ 62j—k+2¢ - . -1 1
=) (= -1 JPTitk=t 92)=k+265 (5 4y
(]) (L)~ (1) ATG 07
_ 2\ —j—14+(k—£)/2
x (Myrrz L gurpgziveirn  (OMB) G(¢)

P B T(2j+0—k+2)
X{i [_ (2 +e—k+2T(k—j 1)

M2+HEEHD (G + 0 — k+ D)I(k—1)

k—t-2j—1 €B W \k—t—2j—1
X L Z¢f(’w)§ (CB) By (CB)k ‘

n=1

k—(—Qj =
TN—
) Z 6 Z 6(B)n
d|o& t mod B
d>0

X [aMM"(j“)e(pmm_l") —(p)p* " anr/p(Mp) = De(Mptw™a)]

tdl n -1
DI Z > ol F) g™’

ni+n,=2M4 | tmodB
n1>0,m2>0 d1>0
5(52) 3 a2
M i Mds
da>0
k—1—j— ( —1—7 —f) F(j—l—l)l"(k—z— 1)nk—1—j—€—i(ﬂ)i
P i T(j+1-9)T(k—1) 2 P

x [are M~ 0*De(Z2%) — ()t anesp (Mp) ™0 e (70)]

e(ﬂz)} |

» Wepn?

k

Les puissances de M a lintérieur du produit scalaire sont donc respectivement :
M~2=ttk=1=(+1) ot Mi=(+1) et nous avons vu que pour les facteurs communs il s’agissait
de M—TH1+2/+/2-k  ce qui donne globalement M —7—¢/2-U+1) et M —rHI+2i+E/2-k+i—(G+1)
Autrement dit, si on multiplie la partie pour § = M par M*—{-2-1+G+1)+r+6/2 — ppr+k—£/2-]
il reste M*—¢=2-1 et M". Remarquons que l'onai >0,k—£—2j—1>0et k—£/2—5 >0 (car
k—2—25>1).

On a donc le résultat suivant :
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Proposition 17.5 : Lorsque M = p™, il existe un entier naturel Ny , indépendant de z = a/M
tel que pour tout j :

Ny x MTHE=4/2=7 {partie de Fy . j pour 6 = M} a pour coefficients des entiers algébriques.

Ce qui n’est pas treés satisfaisant comparé & la partie pour § = 1 ou 'on avait seulement
MT. Reprenons alors cette étude un peu plus finement. Regardons la partie pour § = M dans la
proposition 13.2 ol x devient le caractére trivial (modulo 1) :

r L ) 4r)itHe
{partz’e de P(z,r, f) pour § = M} = Z (;) (%)T T+ (2)~ ) 41 %Lf(j +£,6)71
5=0
x Ap(pUt)(f?, GuEy_gcp2 (235 + £ — k + 1)) cpe.

De plus, v = m, et Ap(X) = apmX™ — 9(p)p* " tapym-1 X™* . Comme dans la section 14, on
transforme le polynéme A,(X) en un opérateur agissant sur f* : on définit pour tout z € C,
Ap(X) = Tpmfm —@(p)pk_lTpm_lme. Onap| M et (C,MB) =1, donc p ne divise pas C qui
est le niveau de f € Si(C, %) ; alors f|xT, = apf et on obtient :

Ap(X)(f?,9)e2 = (f?, 9l Ay (X)) oBe2-

Ici A%(X) désigne I'adjoint de Ap(X) pour le produit scalaire de niveau CB2. —II faut bien noter

que la situation est différente de celle des sections 14 et 15 ou le niveau du produit scalaire

m—1

considéré C' MyB? était divisible par p.— Or p™ et p sont premiers avec le niveau C B2, et on

peut considérer f € Sx(C,%) comme f € Sy (CB?2,4). Alors on peut utiliser un résultat de Rankin
qui dit que le produit scalaire de Petersson est —hermitien (voir [13] ou [14]) : Tpm = ¢¥(p™)Tpm

D p
ot Ty = Y(p™ )T,

pm—1 pour le niveau CB2. D’ou :

AL(X) = (™) T X = p(p)p* T (0™ ) Tyms X = (M) X™ (Tag — p*7 ' Ty X).
On substitue p=U+D) & X : AX(p=U+D)) = op(M)p=mU+D (T — pk=9=2T),), et on obtient :
Proposition 17.6 : Lorsque M = p™,

{partie de P(z,r, f) pour § = M}
= ; (;) (37) P01 %L,«u + 6,0 H(M)M D
x(f*, HO](GMEk—E,CBZ(sz +4—k+ 1)) ‘k (Tar — P77 Tag)p)) o2,

{partie de Fy . ; pour § = M}
. i+
— (7)) (Lt =(G+1) 5 v —(i+1)
(J.) (M) i/t (27) 4! P(j+£)¢(M)M
xHol(G E (z;j+0—k+1))| (Ty —pt=i—2T
ML _¢c0B2(2;7 + +1) k( M —Pp M/p)-
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On calcule le développement de Fourier de Ey_; cp2(2;j5 + £ — k + 1) a laide encore de la
proposition 15.3, puis celui de la partie holomorphe du produit Gy Ex_¢cp2(2;5 + £ — k + 1) de
la méme manieére que dans la section 15.3.

Biicop(z8) =y Y, YEd)(CBcz+d) " * 97 = By 4 op (25, f)
(¢,d)#(0,0)

ol f(c,d) = €&(c) modulo CB? et E,, o2 (258, f) = Y.  f(d,c)(cz+d)~™ 1%l
(¢,d)#(0,0)

On commence donc par calculer Pf(d,d’) :

Pf(d,d)= 3  f(a, df)e(CBz) > ws()(CBz) Ga,cme (VE),

u mod CB? u mod CB?

(u,CB2):1
Pf(d,0)= Y ¢ue (CBQ)
u mod C B?
(u,0B?*)=1
U k l+2s—1 s _ o
L(1—-k+¢—2s,Pf(, Z PE(u 032 T2l _ (oB2)IkH? Z bE (w)ub 21,
u mod CB? u mod CB?
(u,CB*)=1 (u,CB?)=1
Pf(0,d) = Z Yé(u) =0,
u mod C B?
Lk —£+2s—1,Pf(0,")(k—r+25)) = 0.
Enfin :
> (sgnd)d* 2P f(d, YW (Andd'y, k — £+ s, 5)e(dd z)
dd'>0

=3 D[ G 0m (96) — (—F TG0 () |[Wldtny, b — £+ 5, 8)e(n)

"
= [1+ (-1 e~ 1) Z 3 dF 216, e (Y)W (dmny, k — £+ 5, 8)e(nz)
n=1 d|n
d>0
= [1 + (—1)k—f(—1)k(_1)fx(_1)] > dF TG, ope (YW (Amny, k — £ + 5, 5)e(nz)
d|n
d>0
=2 Z dF 271G, ope (YEYW (drny, k — £+ 5, 8)e(nz).
d|n
d>0

Remplagons maintenant dans la proposition 15.3, avec s=j+£¢—k+1:
(CB?)k=t+25T(k — £ + s)
(—27Ti)k_l+2s (_47(-)S-Evk:—lf,CB2 (Z, S)
_ (CB?)F=+25D(k— L+ s)
o (—27i)k—t+2s

(—47y)*Ex_y,cp2(CB%2, 85 f)
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 (—Amy)*T(k— L+ 5)
= R igas MU= kHE= 2 P(0)

T(k—£+2s—1)
L
T )= t10(s)

+(4my)® Y (sgnd)d* TP f(d, YW (Andd'y, k — L+ s, 5)e(dd z)

(k) — 0425 —1, Pf(O, ')(k—£+23))

dd’'>0
—A4my)T'(k—£+ s kg 0125
— ( F(lz_(£+2s) )(CBZ)I k+£—2s Z 'lpé(u)uk £4+2s—1
u mod CB?
(U,CB2)=1
2 (4my)® Z dF 25716, ope (WEW (dmny, k — £+ 5, 8)e(nz).

d|n
d|>0

Ceci peut s’écrire sous la forme :
Proposition 17.7 : Ey_; cp2(z;s) = (47y)* >
(—2mi)k—t+2s(C B2)1-2(k—t429) "
T'(k — £+ 2s)(4m)s Z

ecnW(drny, —s + (k — £+ 2s), s)e(nz),

ng(u)uk—ﬁ-i—?s—l

avec ¢y =

mod CB?

(u,CBz):l
2(—2mi)k—t+2s

['(k— £+ s)(—4m)s(CB2)k—t+2s Z d* TG e (16)-

d|n
d>0

Rappelons que : Gy = io: bpe(nz) = io: (Z g(d)dl—l)qn

n=1 n=1 d|n

et pourn > 1, ¢, =

Alors on a :

GmEg—i,cB2(2; jH—k+1) (Zb e( nz) (Z(4ﬂy)3+ﬁ_k+1an(47my,j+1,j—|—€—k+l)e(nz)).

n=0

Contrairement & ce qui se passait dans le calcul de la section 15.3, ici tous les coefficients
cp, v compris ¢y ne dépendent pas de y, donc on peut calculer directement la partie holomorphe de

ce produit :
HO](GMEk_e,CBz (z;5+0—k+ 1)) =Y A'(n)e(nz),
n=1
avec :

k—1—j—t . . -
k=1~ O\TG+ DTk =i 1) pyips s
A = E . Cn E —1)* J i, 1

(n) ni+na=n ’ e =0 ( ) ( ¢ > P(+1 _Z)F(k_ 1) " b

n1>0,n3 >0
, k—1—j—¢ k—1—j—0\T(G+1I(k—i—1)
A'(n) = bpey Z (-1 ( i ) F'GG+1—-9'(k—1)

=0

nt +
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k—1—j—t : , ,
i(k=1—=j—-O\TE+DI(k—i=1) p 1 j 4,

ni+n2=n i=0
n1>0,n2>0
Al(n) B (_27ri)2j+z—k+2
= (47r)j+£—k+1(CB2)2j+£—k+2
(CB?)1~(2i+t-k+2) 2j+l—k+1 -1
T(2j+0—F+2) 2w 2_ &(dyd
» mod CB? dln
(u,CB?)=1 >0
k—1—j5—¢ .
o Z k—1-—j5—1¢ (]+1)P(k—z—1)ni
Pt 7 L(+1 -9k —1)
JHl—k+1 .
+ ) (()—+1) Y EdndiTt Y A TG, ope (96)
ni+ns=n d1|n1 da|na
n1>0,n2>0 di1>0 da>0
k—1—j5— 2 .
y —1—-j-NOTG+1)I'(k—1i-— l)nk_1_j—z—ini
£ i T(+1—-9)T(k—1) 2
On obtient :

Proposition 17.8 : Lorsque M = p™,
{partie de Fy . j pour 6 = M}

. - _9-)2j+H—k+2
— r ﬂ r=Jsj+1 2 —(j+1) q| L M M_(j+1) ( 27['1)
00 (CB2)1—(2j+K—k+2) o
’ {2::1 TEG+E-h+2) 2o YE(u)u
(u,CB?)=1

LT (k=1 \TG+ Dk —i - 1)
x D &d)d Z (_1)< i )I‘(j+1—z‘)1"(k—1)n

d|n =0
d>0
2 1 Jj+He—k+1 —k
Y T T dadt ¥ em e
B L(j+1)
ni+ns=n di |n1 d2|n2
n1>0,n2>0 d;>0 d2>0
k—1—j—

j—t i(k=1=—O\TG+DT(k—i—1) p_1_j_p—i ;
Y () e

=0

e(nz) }

Cette expression montre que, si I’on ne compte pas les puissances de p fixées, les puissances

(TM - pk_j_zTM/p)'
K
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de M = p™ sont, avant le produit scalaire : M—("=9)—G+1) = Af—7=1 En ce qui concerne les termes
de la somme, il suffit de regarder ’expression explicite des A’(n) pour voir qu’ils ne contiennent
aucune puissance de M. Quant a ’action des opérateurs de Hecke, elle ne change pas les puissances
de M ; en effet :

(Z A'(n)e(nz)) |]c Ty = Z¢(pt)pt(k_1)(z A'(n)e(nz)) ‘ g Upm—t Ve
n—=1 t=0

n=1

= p@")p' D> A (np™)e(np'z),

t=0 n=1

- Amen2)) |, (Tn —p* 77> Tasyp)

o] -1
P(p")p'* N Al (np ™ e(nptz) — Y p(p)ptETHTETIZ 2ZA' M1 e(np'z)
n=1

t

3

I
NE

o~
(==}

— Mk IZAI an)_I_Z,I’b t(k 1)2 AI t k —j— 2AI( m— l—t))e(nptz)

mais sans puissance de M en commun.
On en déduit :

Proposition 17.9 : Lorsque M = p™, il existe un entier naturel N3 non nul et indépendant de

x = a/M tel que pour tout j :
Ny x M™! x { partie de Fy ;. ; pour 6 = M } a pour coefficients des entiers algébriques.

Au vu des résultats de la partie pour 6 = 1 (proposition 17.3), nous pouvons déja en conclure :

Proposition 17.10 : Lorsque M = p™, il existe un entier naturel N’ non nul et indépendant de

z = a/M tel que pour tout j :

N' x M™1 x F r j a pour coefficients des entiers algébriques.

Mais I’on peut espérer un meilleur résultat, ou ’on aurait M” au lieu de M"*1. 1l faut donc
reprendre I’étude de la partie pour § = M. Nous avons montré que la somme Y se réduit aux

§|M
seuls termes obtenus lorsque d =1 ou d = M :
P(z,r, f) = {partie de P(z,r, f) pour § = 1} + {partie de P(z,r, f) pour 6 = M}
Reprenons ’expression de la proposition 4.2 :

P(z,r, f) = Z(p M/6)~ 1 Z Gu(% )Z (j) xr—jij+1(27r)—(j+1)j!Zanx(n/(g)n—(g‘ﬂ)_

| M x mod M/§ Jj=0 n=1
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On en déduit (en remarquant que dans ce cas x est trivial, modulo 1) :

T

{partie de P(z,r, f) pour 6 = M} = Z (T> (]\Z)T JIJ+1(27r) (5+1) !Za n— U+
n=1

( ) ) I (2m) "D+ 1).
Jj=
=

Les puissances de M sont donc M ~"tJ avec j > 0, donc au minimum M ~". On a donc le résultat

souhaité :

Proposition 17.11 : Lorsque M = p™, il existe un entier naturel N4 non nul et indépendant de
z = a/M tel que pour tout j :
Ny x M" x { partie de Fy ;. ; pour 0 = M } a pour coefficients des entiers algébriques.

Remarque : Notons tout de méme que la proposition 4.2 donne aussi de manieére tres simple le
résultat de la partie pour 6 =1 :

{partie de P(z,r, f) pour § = 1}

w(M/6)~ Z Ga(x Z (J) (%)r—jiﬂ—l(%r)—(ﬂ—l)j! ZanX(n)n_(j+1)
7=0

x mod M n=1

p(M/6)"" D GalX z%<j>(%)T_jijﬂ(27r)_(j+1)j!Lf(j+l,X).

x mod M

On peut effectuer simplement la somme sur les caractéres X :

Z Ga (X)X Z Z U)e Z Z (nu=")e( 1;;)

x mod M x mod M u mod M u mod M x mod M
0 sinu! # 1 mod M

Orona Y x(nutl) = { 1nu 1 #lm . On choisit donc pour chaque n

x mod M o(M) sinu™' =1mod M
fixé, I'unique v modulo M défini par nu~! = 1mod M, c’est-a-dire v = n mod M ; alors

> Ga(X)x(n) = ¢(M)e(%%), ce qui donne I'expression suivante :
x mod M
T
; —1l = r Ti+1 (G+1) 4y =G+
{partze deP(m,r,f)pour5—1}—Z<j> (M) 7T (2m)” g! Za e M)

=0
ol 'on voit aisément que les seules puissances de M sont M~"%J avec j > 0 donc au minimum
M.
Nous avons ainsi démontré la proposition essentielle (17.1) :
Lorsque M = p™
T
P(.’L‘, T, f) = Z ﬂ-‘H—eLf(j + eag)_l X <fp’ Fm,T,j>CpB2a

=0
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et il existe un entier naturel N non nul et indépendant de x = a/M tel que pour tout j,

NM"Fy . ;(z) a pour coefficients des entiers algébriques.
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