SUR LES RECORDS D’UN PROCESSUS DE POISSON PONCTUEL

Jean BROSSARD et Christophe LEURIDAN

Résumé

Soit X = (X;) ;>0 un processus de Poisson ponctuel a valeurs dans ]0; +co[. On suppose
que la mesure caractéristique u est infinie, mais que 0 < pja ; +oo[ < 400 pour tout a > 0.
On démontre qu’il n’est pas possible d’énumérer les instants de records larges du proces-
sus X par une suite strictement croissante de temps d’arrét (indexée par Z). La preuve
repose sur l'inexistence de chaines de Markov indexées parZ pour les probabilités de tran-
sition Ty = Ly v/ H[X;+00[ = p[ . |[x;+o0[]. Lorsque I'on s’intéresse aux records stricts,
ce résultat peut étre mis en défaut: nous donnons une condition nécessaire et suffisante
sur la mesure p pour que I'on puisse énumeérer les instants de records stricts par une suite
strictement croissante de temps d’arrét.

1. Introduction

On considere un processus de Poisson ponctuel X = (X;) >0 & valeurs dans ]0 ; +x[, de
mesure caractéristique y, ol p est une mesure positive sur ]0 ; +o[ de masse totale infinie,
telle que 0 < pla;+o[ < +o pour tout a > 0. Ces hypothéses assurent qu’avant un instant
t > 0 fixé, le processus X prend une infinité (dénombrable) de valeurs strictement positives,
mais seulement un nombre fini de valeurs supérieures a n'importe quel réel a > 0 donné. On
convient de poser X; = 0 lorsque X; n’est pas défini. Pour ¢ > 0, on note

M; =sup{X;;0 < s <t}
et on appelle D 'ensemble des instants de records larges du processus X :
D={t>0:Xt >M[_}.

Il est facile de montrer que I’ensemble aléatoire D est optionnel, et qu’il est isomorphe a Z
pour 'ordre. Lobjet principal de ce travail est de montrer qu’il n’est cependant pas possible de
trouver une suite strictement croissante (T,) ,cz de temps d’arrét telle que D soit exactement
égal a I'ensemble des instants {7, ;n € Z} (nous dirons qu’une telle suite énumere D). Ce
résultat fait 'objet du théoréme 2.4.

Pour cela nous supposerons en effet qu'une telle suite de temps d’arrét existe, et nous mon-
trerons alors que la suite des records (Xr, ) sz serait une chaine de Markov sur ]0 ; +co[ admet-
tant comme probabilités de transition la famille (17y) y~¢, Ou:

Ty = Ly jroof/plx s +0o[ = p[ - |[x;+0o[].
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Puis nous verrons (lemme 2.1) qu’il n’existe pas de chaine de Markov indexée par Z admettant
ces probabilités de transition.

Que se passe-t-il si I'on regarde I'ensemble des records stricts ? 1l est facile de montrer
qu’on passe d'un record strict au suivant avec les probabilités de transition (17y.) x>0, €n no-
tant 1y, = Ly o[ H/p]x;+00[ = p[ . |1x; +oo[]. Mais contrairement a ce qu’on pourrait penser,
il existe des mesures p pour lesquelles on peut énumérer I’ensemble des instants de records
stricts par une suite de temps d’arrét. Nous donnerons une caractérisation de ces mesures dans
le théoreme 6.3.

Origine du probléme. — Le probléme ci-dessus est une reformulation et une généralisa-
tion d'un probléme soulevé par M. Emery aux Journées de Probabilités de 1994, a Marseille-
Luminy: on considére un mouvement brownien (B;);>¢ dans R, issu de 0. On appelle excur-
sion longue du mouvement brownien toute excursion plus longue que toutes celles qui I'ont
précédée. Lensemble des instants qui sont des fins d’excursions longues est optionnel et iso-
morphe a Z pour I'ordre. Peut-on I’énumérer par une suite strictement croissante de temps
d’arrét?

M. Emery a montré par un argument d’ergodicité un résultat un peu plus fort: soit g > 2 un
entier. Notons (%) la filtration engendrée par I'ensemble des zéros du mouvement brow-
nien B. Alors dans la filtration (%), il n’est pas possible de numéroter optionnellement et
cycliquement par Z/gZ les fins d’excursions longues. Rappelons brievement la preuve qu'’il a
exposée lors des Journées de Probabilités : supposons qu'’il existe un processus adapté continu
a droite (K;)~o a valeurs dans Z/gZ qui saute de 1 a chaque fin d’excursion longue, et ne varie
pas le reste du temps. En notant L; la durée de la derniere excursion longue et G; le dernier
zéro avant ¢ du mouvement brownien, on est amené par changement d’échelle a considérer le
processus (Ag, ys , Ks) ser €t 1a filtration (®;) scr définis par:

(As,ys,Ks) = (7’_’Kt) et &, = % ,ou t=e'.

Le processus ainsi obtenu est markovien. On explicite assez facilement son semi-groupe,
et on vérifie qu'il est ergodique. Il en est de méme pour le processus (A , ys , ks + 1) ser. Ces
deux processus indexés par R doivent donc avoir la méme loi (leur semi-groupe commun est
ergodique, et la condition initiale se trouve a I'instant — o). Par ailleurs, comme le processus
(Ks)ser est .. -mesurable, et comme le processus (y;) scr engendre la tribu &, le processus
(Ks)ser est une certaine fonctionnelle mesurable F du processus (y;)ser. La loi du couple de
processus ((ys)ser , (Ks)ser) est donc portée par le graphe de la fonctionnelle F, et celle du
couple ((ys)ser , (ks + 1)ser) par le graphe de la fonctionnelle F + 1, ce qui contredirait le fait
que ces deux couples ont méme loi.

En adaptant le raisonnement, on peut montrer qu’il n’est pas possible de numéroter op-
tionnellement et cycliquement par Z/ gZ les fins d’excursions longues dans la filtration engen-
drée par le mouvement brownien. Il suffit de considérer le processus (B, As , ¥s , Ks) ser OU B
est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck défini par B = tV2B,, ot t = €°. Mais cette méthode
ne permet pas de prouver le résultat pour n'importe quelle filtration dans laquelle B est un
mouvement brownien.

Notre approche est différente puisqu’on s’intéresse essentiellement aux longueurs succes-
sives (et non aux instants) des excursions longues. On utilise le fait que regardées aux instants



inverses du temps local en 0, les longueurs des excursions forment un processus de Poisson
ponctuel a valeurs dans ]0 ; +o[, de mesure caractéristique y, ol pu(dx) = (2m) Y2x3/2gx
(u est la mesure image de la mesure d’Itd par la fonctionnelle qui a une excursion associe sa
longueur). Nous renvoyons le lecteur au chapitre XII du livre de D. Revuz et M. Yor — Conti-
nuous martingales and Brownian motion— (Springer 1991) pour la théorie des excursions brow-
niennes et les propriétés de base des processus de Poisson ponctuels.

Notre méthode — utiliser I'inexistence de chaines de Markov pour les probabilités de transi-
tion (11y) x> — a 'avantage de nous affranchir des problemes de filtrations. Mais elle ne permet
pas de prouver 'impossibilité de numéroter cycliqguementles fins d’excursions longues.

2. Quelques remarques élémentaires

Nous commengons par énoncer un lemme qui nous servira souvent. Il s’agit d'un cas par-
ticulier du lemme 1.13 au chapitre XII du livre de D. Revuz et M. Yor : Continuous martingales
and Brownian motion.

LEMME 2.1. — Posons T, = inf{t > 0: X; > a} poura > 0. Alors:
* Tg suit la loi exponentielle de parametre pula ; +oo[ ;

* X, suitlaloitt, = p[.|[a;+o[];

* lesvariables T, et X;, sont indépendantes.

Notation. — Si T est un temps d’arrét fini presque sirement, on note o (T) le premier
instant de record suivant T. Autrement dit :

o(T)=inf{t > T :X; > My} =inf{r > T : X; > Mr}.

On définit par récurrence o”*(T), en posant 0"*(T) = o (" 1(T)).

Soit (F) ;>0 une filtration dans laquelle le processus (X;) £>0 €st un processus de Poisson
ponctuel, c’est-a-dire telle que pour tout instant ¢ > 0, le processus (X;+s) s>0 est indépendant
delatribu &;. En appliquant la propriété de Markov au temps d’arrét T, et en utilisant le lemme
ci-dessus, on voit que:

* o(T) estuntemps d’arrét > T et fini presque sirement ;

* les variables o(T) — T, X, (1) et la tribu 1 sont indépendantes conditionnellement a
Mr;

* laloide o(T) — T sachant que Mt = a est la loi exponentielle de paramétre p[a ; +oo[ ;
* laloi de X;(7) sachantque My = aestlaloim, = u[ . [[a;+eo[].
On en déduit facilement :

COROLLAIRE 2.2. — Pour toute > 0, on a presque sitrement D N Je; +oo[ = {o"™(€) ;n € N*}.



Par ailleurs, la remarque précédente montre que sil’'on pouvait énumérer D par une suite
strictement croissante (T},) ez de temps d’arrét, la suite des records (X7,) ,ez serait une chaine
de Markov sur ]0 ; +oo[ admettant comme probabilités de transition la famille (7). Nous
allons donc montrer le résultat suivant:

THEOREME 2.3. — [l n'existe pas de chaine de Markov indexée par Z pour les probabilités de
transition (1Ty) x>0-

De ce théoréme et des remarques ci-dessus, on déduit :

THEOREME 2.4. — [l n'est pas possible d’énumérer l'ensemble D par une suite strictement
croissante de temps d'arrét indexée par Z.

Nous allons maintenant étudier les propriétés des chaines de Markov admettant comme
probabilités de transition la famille (11,)y~¢ pour montrer ensuite que de telles chaines ne
peuvent étre indexées par Z .

3. Etude des chaines de Markov de probabilités de transition (1) x-¢

On considere une chaine de Markov (Z;) ,en sur ]0 ; +o[, issue de a sous la probabilité P,
admettant comme probabilités de transition (17y) x~. Pour b > 0, on pose:

Np=inf{n e N: Z,, > b}.

On vérifie facilement que N}, < +oo presque stirement. Nous allons étudier la famille croissante
de temps d’arrét (Np)p-o. La propriété principale que nous allons établir est 'indépendance
des accroissements sous les probabilités P, et Py, = f]o o] P,mr,(dz).

LEMME 3.1. — Soient b > a > 0. Alors sous la probabilité P,, les variables Ny, et Zy;, sont
indépendantes, et la variable Zy, suit la loi Tty

Démonstration. — Pour tout n € N* et tout borélien B de R,

P,[Np = n;Zn, € Bl = PlZp1<b< Zy;Zy € B]

/ PylZy 1 € dz) P[b< Z1; 7 € B]
10 ;b1

/ PalZp-1 € dz] ie[B 0 [b;+0o[]
10 561

ulb;+oof
P,(Z,_1 € dz] —— X mp(B).
10 ;5[ ulz;+oof

O

Il est remarquable de constater que le résultat précédent reste vrai si I’'on remplace la pro-
babilité P, par Py,. En revanche, il n’est plus vrai pour la probabilité Png , ol (11"") ,en est le
semi-groupe associé aux probabilités de transition (17,) x~¢ (Vvoir remarque ci-dessous).

LEMME 3.2. — Soient b > a > 0. Alors sous la probabilité Py, les variables Ny, et Zy, sont
indépendantes, et la variable Zy;, suit la loi Tt



Démonstration. — Notons ZL =Zpppourn € N, et ]\Nlb = inf{n € N : Zn > b}. Alors on
a P;-presque stirement N = N, — 1 et Zﬁb = Zn,. Or comme la loi de Z; sous P, est 14, on a
I'identité en loi:

Z 5
(Zn)nen sous Pr, = (Zy)nen sous Py,
d’oli:
(Np, Zn,) sous P, Z (Np — 1,Zy,) sous P,.
Il suffit alors d’utiliser le lemme précédent. ]

Remarque. — La démonstration ci-dessus ne marche pas pour la loi Ppz2. Laraison est que
si 'on pose 2,1 = Zno et ﬁb = inf{n € N : Zl > b}, I'égalité ﬁb = Nj — 2 n’est pas vraie
P,-presque stirement : elle est fausse sur I'événement [Z; 2> b].

Nous pouvons maintenant énoncer :

THEOREME 3.3. — Soita > 0. Sous les probabilités P, et P, le processus (Np) >0 est a ac-
croissements indépendants.

Démonstration. — 1l suffit d’appliquer le lemme précédent par récurrence, en remarquant
que (Z;) = (ZN,+n) est une chaine de Markov de loi initiale 77, et de mémes probabilités de
transition que (Z,), et que pour tout ¢ > b, N, — N, = N,,ou N, =inf{ln e N: Z,, > c}. O

Nous allons maintenant nous intéresser a la loi des accroissements. Remarquons que par
construction, le processus (Np)p-o est a valeurs dans N, croissant et continu a gauche. Par
ailleurs, pour ¢ > b, la différence N, — N, représente le temps de séjour de la chaine (Z,)
danslintervalle [b; c].

PROPOSITION 3.4. — Soientb > a > 0. Alors sous les probabilités P, et Py, la variable AN, =
Ny — Ny suit une loi géométrique de parametre tp{ b}. Plus précisément, pour tout n € N,

Py[ANy, = n] = Pr,[ANp, = n] = (1 — mp{b}) (rp{b})".
Nous laissons la démonstration de ce résultat au lecteur.

PROPOSITION 3.5. — Soient ¢ > b > a > 0. Supposons que la mesure u ne posséde pas
d’'atome dans lintervalle [ b; c[. Alors sous les probabilités P, et Py, la différence N, — Ny, suit la
loi de Poisson de parametreln u[b; +oo[—In p[c; +ool.

Démonstration. — En appliquant la propriété de Markov au temps d’arrét Ny, on voit que
pour tout n € N*,

Py[N; — Np = n] Pr,[N. — Np = n]
= P’ITb[NC:n]

= PTrb[Zn—l < ¢ < Zyl
= / Liz, 1 <c<zn (A 20) T4 (d2y) - - - 11z, (dzp)
0<z0< - <2n

/ u(dzy) u(dzy) - - - u(dzp—1) ple;+oof
b<20< - <zn_1<c HID;+oo[ plzg ;+0o[ - -+ plzp—p;+oo[ pulzp—1;+oo[

plc;+oo[ o (Inp[b;+oo[—Inplc;+oo[)"

’

ulb;+oof n!



car la restriction de la mesure p a l'intervalle [ b; c[ est diffuse. O

Des propositions précédentes découle un résultat remarquable pour le processus de Pois-
son ponctuel X = (X;);>o.

CoROLLAIRE 3.6. — Si la mesure u est diffuse, les valeurs des records larges du processus de

Poisson ponctuel X = (X;) ;>0 sont réparties suivant une mesure de Poisson aléatoire d'intensité
p(dx)
plx ool *

Démonstration. — En effet, pour tout a > 0, la suite des records larges > a forme une
chaine de Markov sur ]0 ; +oo[ de loi initiale 17,, et de probabilités de transition (1) x~g. On
peut donc lui appliquer les résultats du théoréme 3.3 et de la proposition 3.5.

Lorsque la mesure p n'est pas diffuse, la loi des accroissements du processus (INy)x~q €st
plus difficile a expliciter. On peut toutefois donner une équation intégrale satisfaite par les

fonctions caractéristiques en un point 6 € R. ]
PropPOSITION 3.7. — Poury > x> a> 0,et0 € R,ona
. ply;+ool . p(dz)
Py [exp(i0(Ny — Ny)] = 225750 l"/ Py [exp(i0(Ny — N) ] ——2
plx;+oo[ [x; )l plx;+oof

Démonstration. — Notons (54) nen la filtration engendrée par la chaine (Z,) ,en. En re-
marquant que I'accroissement N, — N, est 'analogue du temps d’arrét N, pour la chaine
(ZN,+n) nen, on obtient par la propriété de Markov

Pr, [exp(i0(Ny — Nx)I5n, 1 = f(Zn,),
ou pourtoutz > x:
f(2) = Pr,[exp(i0(Ny — Ny)|Zn, = z] = P,[exp(iO(Ny)].
Pour tout z 2> y, ona N, = 0 presque sirement sous P, d'ou f(z) = 0.
Pour tout z < y,ona N, > 1 presque stirement sous P;, d'ou en appliquant la propriété de
Markov al'instant1:

f(z) = Pr[exp(i0(Ny + 1))] = Pr,[exp(i@(Ny, — N; +1))].

En d’autres termes, pour z € [x;y[, laloi de N) — Ny sachant Zy, = z est égale a la loi de
Nj, — N, + 1. Ainsi, comme la loi de Zy, sous Py, est 1y,

Pr, [exp(i0(Ny — Ny)] = 1rx[y ; +oo[ +/ Pr,lexp(i0(Ny — Nz + 1)) ], (dz).
[x; ¥l



4, Inexistence d’'une chaine de Markov de probabilités de transition (1) x-¢
indexée par Z — une preuve “probabiliste”

Nous allons maintenant utiliser les notations et les résultats de la précédente partie pour
montrer qu'il n'est pas possible de construire une chaine de Markov indexée par Z pour les
probabilités de transition (1) x~o. Pour cela, on suppose que (Y,) ez est une telle chaine, et
on cherche a obtenir une absurdité.

Dans la preuve “probabiliste”, on est amené a distinguer deux cas, suivant que (Yy) nez
prend ou non une infinité de valeurs dans A, ou A est ’ensemble des atomes < 1 de la mesure
u. Nous commencons par faire quelques remarques préliminaires sous ’hypothése absurde o
(Yy,) nez est une chaine de Markov sur ]0 ; +co[ de probabilités de transition (17) x~¢.

LEMME4.1. — OnaY, — 0 quandn — —x etY, — +co quandn — +o. Autrement dit, les
temps d'arrét (N, = inf{n € Z : Y, > x}),~0 ne prennent pas les valeurs +o ou —.

Nous montrons seulement la convergence Y,, — 0 quand n — —oco : comme la suite (V) nez
est croissante et ne peut pas prendre une infinité de fois la méme valeur, Y;, tend vers une
variable L > 0 par valeurs strictement supérieures quand » tend vers —oo. On a donc presque
stirement la convergence étroite my, — 1, quand n — —oo, en notant MMy, = ul . 11x;+oo[]
pour x > 0, et g, = dp. Soit f : R —» Rune fonction continue bornée strictement croissante.
Légalité E[ f (Yn41)] = E[[ f(y)1ry, (dy)] entraine E[ f(L)] = E[ [ f(y)m.(dy)] par passage
a la limite. Or on a f fm(dy) > f(L) sur I'événement [L > 0] (par croissance stricte
de f), tandis qu’il y a égalité sur’événement [L = 0]. Donc L = 0 presque sirement.

LEMME 4.2. — Pour tout x > 0, le variable Yy, est indépendante de Ny, et suit la loi 1Ty.

Démonstration. — Pour tout borélien B de ]0 ; +oo[, et tout couple d’entiers m < n:

P[Ny=n;Yn, € B;Y), < x]

E[ly, <x1 Py, [Ny =n—m;Zy, € B]]
E[]]-[Ym<x]PYm[Nx =n— m]] mx(B)
P[Ny =n;Yy, < x] my(B).

En passant a la limite quand m — —oo, on obtient:

P[Ny = n; Yy, € Bl = P[Ny = n] my(B).

O

En appliquant la propriété de Markov aux temps d’arrét Ny et le théoreme 3.3, on obtient
alors:

LEMME 4.3. — Le processus (Ny) x> est a accroissements indépendants.

Pour x € A, notons E, I'événement: “la valeur x est atteinte par la chaine (Y),ez”. En
remarquant que E; = [AN, # 0], on montre que les événements E, sont indépendants, et que

P(Ey) = e {x} = u[‘)’c{;ﬂo[. On distingue deux cas, suivant la nature de la série ) P(Ey).
xX€A




Premier cas. — ) P(Ey) = +co.
XEA

Par indépendance des accroissements du processus (Ny) x~0, on a pour tout 8 € R\2mZ:

|E[exp(iON) ]| < HIE[eXP(iANx)]I

XEA

_ H 1 — 1y {x}
- 11— 1 {x} exp(i6)]

X€EA

_ H Hlx;+oo[
woq [HLx; +oo[—pix} exp(i0)]

N

H plx;+oof
iy plx; +oo[—p{x} cos(0)

{xt -
- H(l+(1—cos9)ﬁ) !

On obtient ainsi une absurdité.

Second cas. — Y P(Ey) < +o.
X€EA

Regardons d’abord le cas particulier o1 la restriction de la mesure p a 'intervalle ]0 ; 1] est
diffuse. D’apres les résultats de la partie précédente, on sait que pour tout x €]0 ; 1[, la diffé-
rence N; — N suit la loi de Poisson de parametre In p[x ; +oo[—In u[1 ; +oo[. Par indépendance
des accroissements, on a donc pour tout 0 € R\2nZ:

|E[exp(iON1) ]| < |E[exp(i0(Ny — Ny)) ]|

= ‘ exp <ln 7:(%)1(:::[[ (e'? - 1))‘
= exp (1n% (cos @ — 1)).

En faisant tendre x vers 0, on obtient E[exp (i6N;) ] = 0 pour tout 8 € R\21Z, ce qui est absurde.

Voyons maintenant comment le second cas ( E P(E,) < +0) se ramene au cas particulier
X€EA
ci-dessus. Soit " = p — > u{x}dy = Lycpu. On vérifie que la mesure p” satisfait aux mémes
XEA
hypotheses que la mesure p. Le seul point non évident est que u’ est de masse totale infinie.

Raisonnons par 'absurde: si " était de masse totale finie, cela entrainerait (comme u est de
masse totale infinie) que E pix} = +oo, et donc que p[x ;+oo[~ Z uiy} quand x tend

x€A YEAy2x
vers 0. Comme Z u{x}/ulx;+oo[ = Z P(E;) < +o0, on aurait donc:
xeA xXeA
3 o
xXEA Z IJ{J’}
YEA;yZ>x

ce qui contredirait le fait que > u{x} = +oo.
xeA



On définit alors les probabilités de transition 7t} = p'[ . [[x; +oo[ |. En modifiant le processus
(Yy) nez, on va construire une chaine de Markov (Y,,) ,cz de probabilités de transition (17}, x>0.

D’apres le lemme de Borel-Cantelli, la chaine (Y,) ,ez 0" atteint presque slirement qu'un
nombre fini de valeurs de A. Le temps d’arrét N = inf{n € Z : Y, € A} est donc différent
de —o0. On construit le processus (Y, ) ez de la facon suivante: soit (Z,) ,en une chaine de
Markov sur ]0 ; +oo[ de probabilités de transition (177,) v~ 0, issue de Yy_;, et indépendante du
processus (Yy) nez conditionnellement a Yy_;. On pose Y, = Y, sur [n < N]etY, = Z,_nu
sur[n > NJ.

Le processus (Y, ) ,ez ainsi construit est alors une chaine de Markov de probabilités de
transition (1) y-o. En effet, notons %, la tribu engendrée par les variables Y, et 1{npmm)Zk
pourm < net0 < k < n— m+ 1. Le processus (Y,,) nez est adapté pour la filtration (9,) nez
puisque N est un temps d’arrét et

Y, = LinsnYn + Z L[ N=m]Zn—m+1 pour tout n € Z.

m<n

On a alors pour tout n € Z et tout borélien Bde R:

PlY,, €B|l %, = PIY,,€B;N>n+1|%,]1+P[Y,; €B;N=n+1]|%9,]
+ Y PIY,, € B;N=m| %]
m<n

= P[Yp € B\A;N > n| G, +P[Z € B; Y1 € A;N > nl| Gyl
+ Y PlZu-miz € BiN = m| ]

m<n
= Linem Ty, (BVA) + Lins mry, (B)1ry, (A) + Y Lin-m T, ., (B)
mgn
p' (BN [Yy,;+0o) U(A N [Yy;+0o]) )
=1 + +1 1Ty (B
(N>l ulYy;, ;+oof ( WY, ;+oo| ) [N>n] Yn( )

5. Inexistence d’une chaine de Markov de probabilités de transition (1) -0
indexée par Z — une preuve “analytique”.

Nous donnons maintenant une preuve “analytique” de I'inexistence, en étudiant I’équation
intégrale que nous avons établie a la fin de la troisiéme partie. Supposons que (Y;) ,cz est une
chaine de Markov de probabilités de transition (77y) y~q, €t posons Ny = inf{n € Z : Y, > x}
pour x > 0.

Pour a > 0 le processus (Z;; = Yn,+n)nen est une chaine de Markov de probabilités de
transition (1y) x-¢ et de loi initiale 7,. En notant (N = inf{n € Z : Z? > x})y>0 pour x > 0,
onvoit que pour y > x > a > 0, 'accroissement Nj, — Ny est égal a I'accroissement Ny — NY.
Cela montre que 'on a

u(dz)

uly;+oof .
mlx;+oof

E iO(N, — Ny)] =
[exp(i0(N, = Nl ==

/ ¢Elexp(i0(N — N,)]
[x;yl
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pour touty > x > 0, ettout 6 € R.

Fixons 6 €]0 ;2mr[ assez proche de 0 pour que E[exp(i6N;)] ne soit pas nul. Par indépen-
dance des accroissements, |E[exp(i0N,)]| décroit en fonction de x. Donc pour tout x €]0; 1[,
Elexp(iONy)] #= 0 et E[exp(i0(N; — Ny)] = E[exp(iON;)]1/E[exp(iONy)]. Donc en posant
F(x) = E[exp(iONy)]™}, et en prenant y = 1 dans I'équation ci-dessus, on obtient :

(&) F(x)p[x;+oo[ = F(l)u[1;+oo[+e"9/ F(z)u(dz).
[x;1[

Nous allons nous intéresser au comportement des différents termes quand x — 0, et montrer
que I'équation (&) entraine que F (x) — 0, ce qui est absurde.

Supposons en effet que F(x) ne tende pas vers 0. Comme |F| est une fonction croissante,
on aurait alors |F (x)| — [, avec [ > 0. Comme p[x ; +oo[— +co, on aurait d’apres (&) :

Jix: 1 FWu(dy) i
F(x)u[x ;+oo[ ’

Notons ¢ (x) I'argument de F (x) dans R/2mZ. En remarquant que

| Jixi1p (FO) = 1) u(dy)
F(x)u[x;+oo]

‘ < f[x;l[ (IFW| = 1) u(dy)
h | F(x) lulx; oo

—_—
’

on obtiendrait :

Juiag 1€ wdy) L0

F(x)ulx;+oo[

It [F(x)| plx; +oo[ |
d’ol1, comme TR 1,

f[x. I el'(¢>(}’)*4>(x)+9) u(dy)

)

—

plx; 1[

Cette dernieére égalité indique que pour x > 0 assez petit, une certaine combinaison convexe
de complexes de module 1 serait proche de 1. Par conséquent, les arguments ¢(y) — ¢p(x) + 0
devraient étre proches de 0 pour “la plupart” des y € [x; 1[, ce qui conduit rapidement a une
contradiction. Précisons ce point.

Pour x > 0 tel que pu[x;1[> 0, notons uy la probabilité L, . ju/plx;1[ = p[ . [[x;1[] et
m(x) une valeur médiane de p,. D’aprés ce qui précede,

/ (cos(p(y) — p(x) +0) — 1) ux(dy) — 0.

En notant | - | la distance a 0 dans R/27tZ et en utilisant 'inégalité 1 — cosy > % lw|? et
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient:

/ [ (y) — d(x)+ 0| ux(dy) — 0,
ce qui entraine py{y € [x;1[: [p(y) — d(x) + 0] = g} — 0. Pour tout x assez petit, on
adonc p,{y € [x;1[: |p(y) — Pp(x) + 0| > g} < %, donc il existe z(x) € [x;m(x)] tel

que |[p(z(x)) — Pp(x) + 0] < g, d’ott [p(z(x)) — p(x)| > g. En remarquant que l'inégalité
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z(x) < m(x) entraine u[z(x) ;1[> % plx; 1[, d'ott pgxy) < 2 pyetz(x) — 0quand x — 0, on
obtient ainsi:

0
> < /Iqb(Z(x)) — P (X)) pyx) (dy)
< / |p(y) — P(x) + 0| pzx) (dy) +/ P (y) — P(z(x)) + 0| pzx)(dy)

< 2/|¢>(J’) ¢(X)+9|ux(dy)+/|¢>(J/) — ¢(z(x)) + 0] zx) (dy),

ce qui est absurde puisque le membre de droite tend vers 0 quand x — 0.

6. Cas des records stricts

On peut choisir de s’intéresser aux records stricts au lieu des records larges. Nous allons
voir que dans certains cas, on peut énumérer ’ensemble D= {t > 0:X; > M;_} par une suite
strictement croissante de temps d’arréts, contrairement a ce qu’on a vu pour les records larges,
qu’il n’est jamais possible d’énumérer.

En effet, on montre comme dans la deuxieme partie que si (T,) ,cz €st une suite stricte-
ment croissante de temps d’arrét énumérant '’ensemble 5, alors la suite des records (X7,) nez
serait une chaine de Markov sur ]0 ; +oo[ admettant comme probabilités de transition la famille
(Tx4) x>0, OU Ty = [ . 125 +0o[] pour x > 0.

Lorsque la mesure p est diffuse, les probabilités (1. ) -0 sont égales aux probabilités
(1my) x>0, €t il n'y a presque stirement pas de différence entre les records stricts et les records
larges. En revanche, lorsque la mesure u n’est pas diffuse, une différence importante apparait
puisqu’'un atome de u peut réaliser plusieurs fois un record large, mais seulement une fois un
record strict. Pour cette raison, les théoremes 2.3 et 2.4 ne se transposent pas en toute généra-
lité aux records stricts. Nous donnons dans le théoréme 6.3 une caractérisation des mesures
pour lesquelles on peut énumérer I’ensemble D={t>0:X > M_} par une suite strictement
croissante de temps d’arréts.

Commencons par quelques résultats préliminaires mettant en évidence le réle des atomes.

PROPOSITION 6.1. — Si la mesure p vérifie Y, min (my{x} ,1 — my{x}) = +o0, 0t A est l'en-
XEA
semble de ses atomes < 1, alors il n'existe pas de chaine de Markov indexée parZ pour les proba-

bilités de transition (Ttyy) x>0.

Démonstration. — Supposons que (Y;) ,cz est une chaine de Markov de probabilités de
transition (1) y>0. Posons Ny = inf{n € Z : Y, > x} pour x > 0. On montre comme avant
que le processus (Ny) ¢ est a accroissements indépendants, et que pour tout x > 0, I’accrois-
sement AN, = Ny — Ny suit la loi de Bernoulli de parametre 1, {x} = p{x}/u[x ;+oo[. Par
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indépendance des accroissements du processus, on a pour tout 8 € R\21Z:

[Elexp(i0ND1* <[] 1Blexp(ian,)1?

X€A
= - medad + medade®f?
x€A
= J[a - 20 - cosO)meix}(1 - metx))
X€A
= 0,
car
D o mdxt (1= mdx}) 22 min(mdx}, 1 - me{x}) = +oo,
X€A X€A
On obtient ainsi une absurdité. U

Dans tout ce qui suit, on note Ag = {x € A : my{x} > 1/2}, on appelle gros atomes les
éléments de Ag, et petits atomes les éléments de A\ Ag. Remarquons que pour tout a > 0, le
fait que pla; +oo[< +o entraine qu'il n'y a qu'un nombre fini de gros atomes dans I'intervalle
[a;1[. Autrement dit, le seul point d’accumulation possible de Ag est 0.

PROPOSITION 6.2. — Si la mesure p est discréte et si 'y, min (1 {x} ,1 — my{x}) < +o0, alors
XEA

il existe une suite (T,) nez Strictement croissante de temps d'arrét énumérant l'ensemble D, etla
suite des records stricts (Xt,) nez, est une chaine de Markov de probabilités de transition (Ttx,) x>o.

Démonstration. — Comme la mesure u est discrete et infinie, on a:

Z Tyix} = Z(u{x}/u[x;+oo[) = +oo.

X€EA xX€A

Donc la condition ) min(my,{x} ,1 — my{x}) < +oo entraine qu’il y a une infinité de gros
xX€A
atomes. Donc I'ensemble Ag est de la forme: {a_,;n € N*}, ot (a_,) ,en* €st une suite stric-

tement décroissante de réels convergeant vers 0. On posera ag = a_.

Pour x € A, notons E, I'événement : “la valeur x réalise un record du processus X”. Comme
P(Ey) = m{x},ona:

Z P(E{) < +o et Z P(Ey) < +o0.

XEAq xEA\Ag

D’apres le lemme de Borel- Cantelli, tous les gros atomes a un nombre fini d’exceptions pres
réalisent un record, et aucun petit atome a un nombre fini d’exceptions pres ne réalise de re-
cord. Notons S, = inf{t > 0: X; > a,_1} pour n € —N*, et:

0(T)=inf{t > T: X, > M;_}=inf{t > T : X; > Mt}
pour tout instant T. Posons:
N =inf{n € -N: X5, # a,}.

Autrement dit, N le plus petit entier n € —N tel que le premier record > a,_; ne soit pas égal a
an. Lorsque N est différent de 0, N est donc le plus petit entier n € —N* tel que a, ne réalise
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pas de record ou tel qu’'un petit atome appartenant a l'intervalle ]a,_; ; a,[ réalise un record.
D’apres ce qui précede, la variable N est a valeurs dans —N presque stirement. On peut donc
définir une suite (7},) ,ez d'instants par T, = S, surl’événement [n < N]et T, = "N (Sy) sur
I’événement [n > N].Lasuite d'instants ainsi construite est strictement croissante, et énumere
bien I'ensemble D. On vérifie que les instants T}, sont bien des temps d’arrét en écrivant que
pour tout ¢ € Ry,

[T, <tl=(NZnln[S,<thu | (IN=n-kln [6%(Sn-i) < t]),
keN*

et en remarquant que pour m € —N, I'événement [N = m] appartient a la tribu Zs,,. ]

Nous allons maintenant voir une caractérisation des mesures u pour lesquelles on peut
énumeérer 'ensemble D par une suite strictement croissante de temps d’arrét. Lorsque x est un
gros atome, on note s(x) le gros atome suivant, autrement dit s(x) = inf(Agm]x ;40o[).

THEOREME 6.3. — Il y a équivalence entre:

(1) on peut énumeérer l'ensemble D par une suite strictement croissante de temps d'arrét;
(2) ilexiste une chaine de Markov indexée parZ pour les probabilités de transition (Tty.) x>0 ;

(3) l'ensemble Aq est infini, et les sommes > melx; oo, Y T lx; s(x)[ sont finies;
xeAg xeAg

(4) il existe une suite strictement décroissante (a_p) ,en* de réels convergeant versO0 telle que

II nhn+{an+1} > 0.
n<-2

De plus, lorsque ces conditions sont vérifiées, on peut prendre la suite des gros atomes rangés
dans Uordre décroissant comme suite (a_p) pen* -

Démonstration. — On montre les implications (1) = (2) = (3) = (4) = (1).

— Limplication (1) = (2) a déja été vue: il suffit d’adapter les raisonnements de la
deuxiéme partie.

— (2) = (3):supposons que (Y,) ez est une chaine de Markov de probabilités de tran-

sition (1744 ) x>0. D’apreés la proposition 6.2, on a E min (1 {x} ,1 — m{x}) < +o0, ce qui
xeA
entraine que les sommes Z T ]X ;+oo[ et Z 1 {x} sont finies. Il reste donc a montrer
xEAg xEA\Ag
que I'ensemble Ag est infini, et que > ] s(x)[< +oo.
xeAg

Soit ' = p— > p{x}éy = ll(A\Ag)cH- En raisonnant comme dans le “second cas” de
xEA\Ag

la quatrieme partie, on vérifie que la mesure u’ satisfait aux mémes hypotheses que la mesure
u, et on construit une chaine de Markov (Y, ) ,ez de probabilités de transition (77, ) x>0, OU
My, = p'[ . []1x;+00[]. Comme Ag est 'ensemble de tous les atomes < 1 de p’, Ag est infini
(sans quoi, la restriction de la mesure u’ a un certain intervalle ]0 ; a[ serait diffuse, et sur cet
intervalle, la chaine (Y, ) ,ez se comporterait comme une chaine de Markov de probabilités de
transition (11},) x>0, U 1, = p'[ . |[x; +oo[]).
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Notons (a-p) en+ la suite des éléments de Ag rangés dans I'ordre décroissant, et posons

N, =

L =1inf{n € Z : Y, > x} pour x > 0. Alors pour tout entier n < -2, la restriction de la

mesure ' alintervalle la,, ; a,.1[ est diffuse, donc I'accroissement N[lm

, — N, suitlaloi de

Poisson de parametre In ' Ja,, ; +oo[— In ' [ @y ; +oo[. Par indépendance des accroissements,

onapourtoutf € Z:

|E[exp(iONg_,)]l

/

<[] IElexptioNg,,, - N, )]

n<-2
_ U lan ;+oo[ 0
. nng ‘ eXP(ln “,[an+1;+°°[(el 1))‘

U lay ;+oo[

)COSG—I
M [ansy;+ool

- I0

n<-2

- (1

n<-2

B u'lay; an+1[)lfcosé)
K lap;+oo[

)l—cose

( TT @ - lan; anal)
n<-2

Comme E[exp(i0N,_,)] # 0 pour 0 assez proche de 0, le produit infini doit donc étre non nul,
ce qui entraine que la somme Z Tr;n +lay; ap [ estfinie. Or:

Ta,+ lan; apil

Donc:

14
E Tap+lan; apnl < E Ty 1an; a1l +

n<-2

n<-2

_ ulan; ansl
ulay ;+oo[

_ Wlap;apal Z pix}
play ;+oo[ YAy s am<x<an ulap ;+oo|
ulan; anal Z pix}
H ]an ;+oo[ xeA\Ag ; Ap<X<Qp+l u[x;+oo[

= lan;anal + > e {x}

X€A\Ag ; ap<x<dp+1

Wx{X} < +OO,

>

n<-2 XEA\Ag ; x<a-1

ce qui montre que », Ty ]x;s(x)[< +oo.

XEAg

— (3) = (4): supposons que I'ensemble A est infini, et que les sommes Z Ty | X 5 +00],

X€Ag

Z Ty 1x; s(x)[ sont finies. Alors 'ensemble Ag estdelaforme: {a_,;n € N*}, ol (a_ ) pen*

X€Ag
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est une suite strictement décroissante de réels convergeant vers 0, eton a:

Z ulan; apel +ulaps ;+oof

Z (1 - g, +{ans1})

ap ; +00
n<-2 n<—2 ulan [
< Z <u]an;an+1[ . u]an+1;+oo[)
X
plap;+ool  plaps ;+oof
n<-2
= Z 7Ta,,+]an;an+1[+ Z Traml]arwl ;oo
n<-2 n<-2
<  +oo,

Donc [] mg{ana1} > 0.
n<-2

— (4) = (1) : supposons qu'’il existe une suite strictement décroissante (a-,) ,en* de réels

convergeant vers 0 telle que H Mg, +{ans1} > 0.
n<-2

Pour n € —N*, posons S, = inf{r > 0: X; > a,_1}.Alors P[Xs, = a,] = 1 — 14, ,+{an}.
D’apreslelemme de Borel-Cantelli, on a donc presque stirement Xg, = a, sauf pour un nombre
fini d’entiers n. La variable N = inf{n € —N : X5, # a;} est donc a valeurs dans —N, et on
construit une suite (Ty) ez de temps d’arrét en posant 7, = S,, sur 'événement [n < N] et
T, = 6" N(Sy) sur I'événement [n > N]. La suite d’instants ainsi construite est strictement
croissante, et énumere bien 1’ensemble D. O
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