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Abstract

Dans cet exposé de survey, nous commencons par présenter des ensembles
naturels d’opérateurs de type Schrédinger associés & un graphe fini.

Nous étudions ensuite les limites singuliéres (au sens de la I'—convergence) de
tels opérateurs et montrons qu’elles sont associées a des relations naturelles entre
graphes (mineurs, transformation étoile-triangle) ou a des limites d’un intérét
indépendant (processus de Markov (recuit simulé), réseaux électriques).

Cela conduit & introduire la notion de stabilité structurelle pour une valeur
propre multiple d’un opérateur d’'une famille en utilisant la transversalité dans
les espaces d’opérateurs symétriques.

Les invariants numériques de graphes ainsi construits sont liés & des problemes
classiques de la combinatoire des graphes : planarité, genre, plongement non-noué
dans IR?, largeur d’arbre.
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singulieres
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1 Introduction

La théorie spectrale des opérateurs différentiels dont le prototype est le laplacien sur
une variété riemannienne compacte a connu un grand développement durant les 30
dernieres années. En particulier, I’asymptotique des grandes valeurs propres, liée a
la dynamique classique (géodésiques périodiques) a fait I’'objet de nombreux travaux.
Les propriétés purement spectrales (i.e. non asymptotiques, purement quantiques)
présentent également un grand intérét ; il se trouve, ainsi que cette conférence le
montre bien, qu’un cadre, a priori plus simple, se préte bien a 1’étude spectrale des
opérateurs différentiels : il s’agit de comprendre le spectre des opérateurs différentiels
de type laplacien ou Schrodinger sur les graphes. En retour, on attend en particulier
de nouveaux résultats pour le cas continu !!

Les ensembles d’opérateurs considérés dans la suite se rencontrent dans de nom-
breux domaines des mathématiques (discrétisation par éléments finis [8],[11], effet tun-
nel semi-classique [21], processus de Markov [12], limites de laplaciens de surfaces de
Riemann a courbure —1 lorsque certaines géodésiques fermées simples ont des longueurs
qui tendent vers 0 [9]) et de la physique (supraconducteurs [35], physique quantique
[30], spectres moléculaires [24] ou méme plus anciennement [29]).

A chaque graphe fini G = (V, E) (on pose n = |V|), on associe des ensembles
d’opérateurs différentiels auto-adjoints sur ’espace de Hilbert (de dimension finie)
He = €V muni du produit scalaire

(flg) =D f(i)g) .

eV

Un opérateur différentiel sur G est un endomorphisme linéaire A de Hg qui est local,
c’est-a-dire que Af(i) = >_,a;;f(j) ou les a;; sont nuls si {4, j} n’est pas une aréte et
i # 7 (on peut considérer qu’il y a des arétes {i,i} pour chaque i € V) ; autrement dit
Af(i) ne dépend que de f(j) pour j voisin de i.

Un opérateur différentiel A sur G est dit elliptique si a;; # 0 pour toute aréte
{i. g}, i # 7.

A est dit auto-adjoint s’il 'est comme opérateur sur Hg.

Mg est I’ensemble de tous les opérateurs elliptiques auto-adjoints sur G ; on dira
d’un élément de Mg que c’est un opérateur de Schréodinger avec champ magnétique
sur G. Mg est une sous-variété de dimension |V| + 2|E| de Pespace des matrices
hermitiennes V' x V.

O¢ est le sous-ensemble de Mg formé des matrices symétriques réelles dont les
coefficients a; ; sont < 0 pour toute aréte {7, j}. On dira d’un élément de O¢ que c’est
un opérateur de Schridinger sur G. Og est une sous-variété de dimension |V|+ |E| de
S(Hg), l'espace des endomorphismes symétriques de Hg.

L est le sous-ensemble des A € Og tels que A1 = 0. Ce sont les laplaciens. Lg
est de dimension |E]|.



Les laplaciens canoniques habituellement considérés

Nof(i)= D (FG) = f(): Af(i) == D f(),

{i.j}€E {ijteE
sont des éléments de Og¢, et pour Ay de L. Le laplacien

Maf) =1 32 (F0) - 1)

{i,j}eE

n’est pas auto-adjoint pour la métrique canonique sur Hg sauf si le degré d; du sommet
i est constant. Il est autoadjoint pour la métrique >_ d;z? sur Hg. On peut le rendre

auto-adjoint pour la métrique canonique par la transformation (Uz); = ﬁ%‘ ; alors

U 1A,U est dans Og.

Des généralisations possibles de ces ensembles sont les suivantes :

a) on attribue a chaque aréte un signe + et on impose le signe correspondant aux
a;j. Le lien avec les diagrammes de noeuds et les invariants associés reste alors a
éclaircir : le graphe médial d’un diagramme de noeud est de fagon naturelle un graphe
planaire avec des signes + sur chaque aréte qui indique quel brin passe dessus ou
dessous.

b) On consideére le cas vectoriel, i.e. celui ot HY = @;cv CV. Cela intervient aussi
comme outil lorsque ’on considere des produits de graphes.

c) Le cas des graphes infinis : on doit alors bien préciser les conditions de croissance
des coefficients si possible de fagcon a avoir un spectre discret.

d) Dans le cas de Mg, il peut étre utile de considérer des arétes doubles et, si {7, 5}
double, le coefficient a; ; de A € Mg peut étre nul (a;; = a + (—a), a # 0).

Soit G = (V, E) donné. Le probleme de départ est le suivant :

étant donné une suite \; < --- < )\, et un des 3 ensembles précédents
notés de facon générique 7Z;, existe-t-il A € Z; dont le spectre soit la suite
précédente 7

Je vais commenter ce programme :

1) Tel quel le probleme est mal posé (ou trop difficile), car non monotone par
rapport a la complexité du graphe : la réponse est triviale pour un graphe sans aréte,
car Og = Mg est 'ensemble des matrices diagonales réelles, tout spectre est alors
possible pour un opérateur convenable de Og.

On sait par ailleurs que, si G est connexe et A € Og la premiére valeur propre est
de multiplicité 1 (Perron-Frobenius).

2) On va insister sur 'aspect ensemble d’opérateurs : ce n’est pas tant un opérateur
isolé qui va nous intéresser, mais la position relative de Zg et d’une variété W donnée
par des conditions spectrales, par exemple Ay = A3. Cela permet d’introduire des idées
de transversalité et donc de gagner une monotonie : tout ce qu’on peut faire avec un
graphe G doit pouvoir étre fait avec tout graphe G’ plus complexe que G. On peut
aussi rapprocher cela de la théorie des discriminants (Arnold, Vassiliev), qui consiste
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a regarder les objets singuliers de 1’ensemble considéré, ici I’ensemble des opérateurs
dont au moins une valeur propre est multiple.

3) Les arguments de transversalité permettent ainsi de construire des nouveaux
invariants des graphes qui sont reliés a la théorie classique des graphes : plongements
dans les surfaces, arbres, mineurs.

4) Un argument simple permet de montrer que toute suite \; < --- < A, de n
nombres distincts est le spectre d’'un A € Og :

on considere les applications

O, {up <ug <o <upt = Ae) <o < M)

ou les \;(g) sont les valeurs propres (simples pour € > 0 petit) de la forme quadratique

ey = ZUZQTZQ +¢€ Z (.’L‘z — .77]-)2 .

{i.i}ek

Pour ¢ = 0, &, = Id et donc ’application du théoreme des fonctions implicites donne
le résultat.

Le probleme se concentre donc sur les multiplicités.

On notera W la sous-variété de S(H) formée des opérateurs A dont le spectre
vérifie :

S N1 < A== A1 < A S

On note W; = U W, .

On note aussi mf(G) le plus grand [ tel que Zg N Wy, # 0.

Par exemple m$(G) est le nombre de composantes connexes de G ; m$(G) est déja
un invariant moins trivial (voir plus loin).

Exemple 1.1 : les chemins.
Soit P, le chemin a n sommets {1,--- ,n} et les arétes {i,i +1}, 1 <i<n—1.

Toutes les valeurs propres d’un opétateur quelconque de Mp, sont simples car un vecteur
propre x est entierement déterminé par x..

Exemple 1.2 : les graphes cycliques.
Les sommets de ce graphe C,, sont les éléments de Z|nZ et les arétes joignent i d
i+ 1 (mod n). On alors, pour tout A € Oc, ([21]) :

)\1</\2§/\3<A4S/\5<"' .
Listes de graphes vus plus loin :

Pna Cna Kna En—|—1: K3,3a Sanl, T"("2+1) ;

ou l'indice désigne le nombre de sommets.
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Figure 1: graphes



2  Stabilité structurelle

2.1 Perturbations des valeurs propres multiples

Soit H un espace euclidien de dimension n et ¢ — A, une application C? d’un voisinage
de 0 a valeurs dans S(H) 'espace des endomorphismes symétriques de H.
Soit A\g une valeur propre de Ay et Ey C H I'espace propre associé de dimension /.
Soit I un intervalle fermé de centre Aq et tel que o(A4y) NI = {A\} ; alors pour ¢
assez petit, I contient exactement [ valeurs propres de A, (comptées avec multiplicités)
et notées :
)\1(8) S s S )\l(E) .

Soit B = d%‘E:OAE et gp la forme quadratique sur E, définie par

gp(r) =< z|Blz > ,

ety < --- <y le spectre de gp.
Alors, on a [21] :
Vitel que 1 <4 <1, \(e) = Ao + ey + O(e?) .

Soit W = {A € S(H) | dimker(A — X\g) = 1}, alors W;** est une sous-variété
de S(H) dont I'espace tangent T4, W, est formé des B € S(H) tels que ¢z = 0. En

particulier, VVl’\O est de codimension @
Notations :
on note aussi W;*° = UkWZ‘,g, ou A € Wﬁ,g siAg—1(A) < Me(A) = -+ = Mep—1(4) (=

)\0) < ---oet I/Vl,k = U)\OVVZTIS'

. . (141
Wi est de codimension % — 1.

Pour | = 2, cette derniere codimension vaut 2 : 1’observation que la condition
d’avoir une valeur propre double pour une matrice symétrique réelle est de codimension
2 remonte aux années 1930 (Wigner-Von Neumann [41], voir aussi [1], [3]). Donc, si
t — A; est un chemin générique dans S(H), il n’y aura de valeurs propres multiples
pour A; pour aucun t. On aura typiquement une évolution des valeurs propres faisant
apparaitre des croisements évités.

Soit maintenant ® : (u,v) — A, , une famille & 2 parametres de matrices symétriques.
Supposons que ® coupe tranversalement Wy en (ug,vp) ; on a donc, en notant
Ao = Ay, le spectre de Ag qui vérifie

e S At < A= A <t e,

et le graphe simultané de \; et A\x;1 a I’allure d’un cone.

Soit y un lacet du plan des (u,v) qui entoure (ug, vy) sans entourer d’autres points
(u,v) avec Ay, € Way, soit ¢ (t) un vecteur propre de A, correspondant a la valeur
propre simple A;(A,)) supposé réel et de norme 1 et que 'on peut donc suivre par



Ak < Agta

Figure 2: point diabolo

continuité autour de «y ; lorsqu’on fait un tour, ¢, (t) se transforme en —¢y(t). Le fibré
réel de dimension 1 donné par I'espace propre ker(A, ;) — Ax(t)) est donc non trivial
(ruban de Mdbius). Ce fait peut étre mise a profit pour détecter des valeurs propres
multiples dans une famille d’opérateurs dépendant de 2 parametres. Voir [6]. La
transversalité joue un grand role ici : sans elle, la monodromie pourrait étre triviale !!
C’est cette situation que nous allons généraliser maintenant.

Le cas hermitien complexe peut étre traité de fagon analogue. Il faut alors remplacer
@ par [?, la dimension de P’espace des matrices hermitiennes [ X I. La variété Wy,
est alors de codimension 3 et I'argument avec le lacet v doit étre remplacé par un
argument avec une petite sphére plongée. Le fibré associé a une valeur propre simple
est alors un fibré de rang 1 complexe dont la classe de Chern est 1 si la sphere entoure
exactement un point de Wy. Voir [13] .

2.2 Stabilité structurelle des valeurs propres

On est ainsi conduit a donner une définition générale de la stabilité structurelle d’une
valeur propre relativement a une variété Z d’opérateurs.

Définition 1 Soit A € Z C S(H), ot Z est une sous-variété. Supposons que A €
ZagNW, k. On dit que la valeur propre A\, de A est Z—structurellement stable si Wy, et
Z se coupent transversalement en A. Autrement dit, ’apparition d’une valeur propre
de multiplicité | dans Z est un phénomene stable par perturbation de Z.

On peut tester de facon purement algébrique cette condition de stabilité si on
connait I’espace propre :
si®:TyZ — S(Ey) (ou Ey est 'espace propre de A considéré) est donnée par

®(B)(z) =< z|Blz > |,

la condition de stabilité structurelle équivaut a la surjectivité de .
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2.3 Exemples

Exemple 2.1 Si Z = Og, la premiére valeur propre A\ n’est stable que si elle est de
multiplicité 1.

Exemple 2.2 Soit Ey l’étoile a N branches, A € Og, ot —A est la matrice d’adjacence.
La 2éme valeur propre de A est de multiplicité N — 1 et n’est stable que si N < 3.

Exemple 2.3 : graphes complets. Il s’agit des graphes K, dont toute paire de
sommets est connectée par une aréte. Si A est le laplacien canonique, la seconde
valeur propre est de multiplicité n — 1 et Ok, —stable et méme Ly, —stable.

Exemple 2.4 : graphe de Kuratowski. I/ s’agit du graphe noté Ks 3 dont I’ensemble
des sommets est Vi U Va (union disjointe), avec |V;| = 3, et les 9 arétes joignent les
sommets de Vi a ceuzx de V5.

Si A = /Ay est le laplacien canonique, son spectre est

0<3=3=---=3<6,
et la valeur propre 3 de multiplicité 4 est O, ,—stable.

Exemple 2.5 : cas complexe. Dans le cas hermitien compleze (A € Mg), le
théoreme de Perron-Frobenius ne s’applique pas et on peut reqarder la stabilité de A;.

Soit d’abord Ss,,_1 le graphe planaire formé de n—1 triangles recollés en une chaine
tel que chacun a un sommet commmun avec le suivant. Soit A tel que la forme quadra-
tique associée est

q(z) = Z|$z +xj+al

ot la somme porte sur les triangles {1, j,k}. On voit facilement que ker A = ¢=1(0) est
de dimension n et n’est pas Mqg—stable.

Soit ensuite Ty (n11)/2 le graphe formé en subdivisant un triangle équilatéral en petits
triangles équilatéraux grace a une subdivision des cotés du triangle initial en n — 1
intervalles égauzr. Colorions en noir ou en blanc les petits triangles suivant qu’ils
pointent vers le haut ou le bas. La méme recette que précédemment, en sommant sur
les triangles noirs, donne lieuw a un fondamental de multiplicité n qui est Mg—stable.

2.4 Les invariants uf(G)

On définit maintenant une famille d’invariants numériques d’un graphe G grice a une
version stabilisée de mZ (G).

Définition 2 Si Zg est un des & ensembles d’opérateurs Mg, Og, Lg définis plus
haut, on définit

1t (G)
comme le sup des entiers | tels qu’il existe A € Zg avec «++ < A\ =+ = Ay < -+
et A\, (A) est Zg—stable.



Exemple 2.6 Pour tout G, uf(G) = 1.

Exemple 2.7 u§(K,)=n— 1.

Exemple 2.8 pb(Tyni1)/2) = n.

Exemple 2.9 uf(K;3) = 4.

Exemple 2.10 uf(E3) =2 et, pour N > 2, u(Ey) = 2.

Exemple 2.11 uf(C,,) =1 si k est impair et 2 si k est pair.

3 Mineurs des graphes et limites singulieres d’opérateurs

3.1 Monotonie par mineurs

La propriété principale des invariants introduits précédemment est la monotonie par
mineur.

Définition 3 Un graphe G1 = (Vi, E1) est dit mineur de Go = (Va, Ey) si Gy peut étre
construit a partir de Gy de la facon suivante : si

Vv2 = UaEBWa

est une partition de Vo en sous-ensembles connexes, Vi est un sous-ensemble de B et
E vérifie la condition suivante :

{a, B} € Ey implique qu’il eziste i € Wy, j € Wy tels que {i,j} € Ey .

On peut aussi dire que G; est un mineur de GG, si on passe de G, a G par une
suite finie des opérations élémnetaires suivantes : oter une aréte, contracter une aréte,
oter un sommet isolé.

On a alors le :

Théoreme 1 Pour chaque ensemble Z = M, O, si Gy est un mineur de Gy :

1 (G1) < pi (Ga) -

Pour montrer ce théoreme, il suffit de le montrer dans les cas particuliers ou 1’on
ote ou contracte une aréte de G;.

Le cas oli 'on 6te une aréte est simple, car Hg, = Hg,. On utilise alors la conser-
vation d’une intersection transversale par perturbation C!.

Donnons ’argument plus précis dans le cas de Og. Soit H 'espace de Hilbert con-
sidéré et supposons que I’on a numéroté les sommets de GG, de fagon que GG; s’obtienne



Figure 3: mineurs

en otant laréte {1,2} de Gy. Soit Z. = Og, + €(x1 — x2)? (o1 on a écrit les opérateurs
comme des formes quadratiques), alors Z, C Og, pour € > 0.

On conclut ainsi : si Zy = Og, et W 5 se coupent transversalement en A, il en est
de méme pour Z, et W, en A, et donc de Og, et W, 5 en A.. Il reste a vérifier que le
numéro de la valeur propre A ne change pas.

Le cas ou 'on contracte 'aréte {1,2} est plus délicat, car il n’est plus vrai que
Hg, = Hg, ; on a seulement une inclusion Hg, C Hg, en identifiant Hg, au sous-
espace de "2 dont les éléments sont les vecteurs z tels que 1 = Zo.

On doit pour faire marcher I'argument précédent mettre dans une méme variété
les opérateurs non partout définis. C’est le but du § suivant. Une autre difficulté est
que la structure hilbertienne du sous-espace de Hg, n’est pas la structure canonique
de HGl-

Cela empéche de montrer le théoreme pour Z = L.

Pour les autres ensembles, on se débrouille par changement de jauge ou plus sim-
plement par translation par AId qui ramene a la valeur propre 0 indépendamment de
la structure hilbertienne considérée.

3.2 TI'—convergence

Soit H un espace euclidien de dimension finie n. Soit A un opérateur symétrique sur
H. On note g4 la forme quadratique associée.
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Soit I'(A) = {(z, Az) | x € H} C H @ H le graphe de A.

Soit Y C H un sous-espace euclidien de H et B : Y — Y un opérateur symétrique
sur Y, on dira que le couple (Y, B) est un opérateur non borné sur H si Y # H. On
étend la définition du graphe aux opérateurs non bornés de la facon suivante.

I'Y,B)={(y,2) €eY®H |YVweY,< zlw>=< Bylw> }.

Comme cas particulier, I'(4) = I'(H, A). Il est clair que I'(Y, B) est toujours un sous-
espace de dimension n de H & H.
Soit w la forme symplectique définie par

w((z,y), (& y)) =<y|lz > - <aly > .

Un sous-espace de H & H de dimension n, qui est isotrope pour la forme symplectique
w est dit lagrangien.

On vérifie que tout sous-espace lagrangien est le graphe d’un unique opérateur
symétrique, borné ou non, et que réciproquement tout graphe I'(Y, B) est lagrangien.
L’ensemble des opérateurs symétriques avec domaine sur H est ainsi une compacti-
fication Ay de l'espace S(H) des endomorphismes symétriques de H en une variété
compacte de classe C*.

On dira que (Y, B) est inversible si o(I'(Y, B)), ou o(z,y) = (y,z), est le graphe
d’une application de H dans Y C H.

Pour A € €, on définit

(Y,\I — B)

par son graphe

PV, M = B) ={(y,\y - &), (y,€) e (Y, B)} .

Ceci définit du méme coup les deux notions de résolvante (inverse de A\I — B) et de
spectre (valeurs singulieres de A). Ainsi le spectre de (Y, B) est réunion du spectre de
B et de la valeur propre oo répétée (n — dimY’) fois.

Remarque : seul un ordre cyclique sur les valeurs propres est pertinent ; on ne peut
pas distinguer —oo de +o00 sans perdre la continuité du spectre. Si A décrit un lacet
de Ay les valeurs propres font collectivement un nombre de tours égal a l'indice de
Maslov du chemin ([4]).

Définition 4 On dira qu’une famille A., ¢ > 0 d’opérateurs symétriques sur H
['—converge vers (Y, B) si I'(A.) converge vers I'(Y, B) quand ¢ — 0 au sens de la
topologie naturelle de la grassmannienne des sous-espaces de dimension n de H @ H.
On note
A. 5 (v, B).

Le résultat suivant étend au cadre de la I'—convergence les résultats classiques de
Kato [32] sur la convergence des spectres de formes quadratiques.
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Théoréme 2 Supposons A, L (Y,B) . Soient
A(e) < -+ < Anle)

les valeurs propres de A.. Alors le spectre de A, converge vers celui de (Y, B) au sens
de la topologie de P'(IR) = IR U co.

L’existence de I'—limites n’est pas exceptionnelle.

Proposition 1 Soient A; : X — X des applications linéaires symétriques, oy < -+ - <

ay et, pour e >0 :
N
A =D At
i=1

Soit Z la grassmannienne des sous-espaces lagrangiens de dimension n de X & X et
C. € Z le graphe de A..
Alors Uapplication ¢ — C. de IR* \ 0 dans Z se prolonge par continuité en & = 0.
De plus, si les a; sont entiers, le prolongement est analytique réel.

La I'—convergence étant assurée dans de nombreux cas d’intérét pratique, on cher-
chera a caractériser une I'—limite (Y, B) en décrivant le domaine Y et les coefficients
de la matrice B.

Dans toute la suite, les opérateurs symétriques sont toujours supposés positifs.

Définition 5 On note x. — x¢ si . converge vers zo avec Q.(x.) = O(1).

Lemme 1 57 A, LI (Y,B), zy €Y ssi il eriste x, tel que x, — ;.

Lemme 2 Soit Y. un sous-espace vectoriel de dimension p de X tel que Y, tend vers
Y et que, pour € # 0, la norme de la restriction de A, a Y. est bornée.

Soit ¢. un isomorphisme de Y dans Y, tel que pour tout y € Y, lorsque ¢ — 0,
¢:(y) tend vers y et

Q:(y) =< ¢e(y)|Ac| P (y) > .

Alors Q. admet une limite Qo comme forme quadratique surY et si B est l'opérateur
associé, on a :

A5 (v, B) .

Remarquons que I’hypotheése que la norme de la restriction de A, est bornée entraine
que ¢.(y) = y. Une version pratique de ce lemme est la suivante : soit (;) une base
de Y et y; . convergents vers y; avec A.y; . = O(1), alors la matrice de b; ; =< ;| Bly; >
de B est donnée par :

bij =lim < yic|Aclyje >

Attention : il ne faut pas prendre pour définition de Q).

Q:(y) =< ylA:ly >,

qui pourrait ne pas avoir de limite ou une limite incorrecte !

12



Exemple 3.1 : contraction d’une aréte.

Soit ¢.(z) = Q(z) + (21 — x2)? . Lorsque &€ — 0, ¢ L (V,B) o Y = {z; = 25}
et gp est la restriction de () a Y.

Cet exemple permet de traiter la contraction d’une aréte comme le cas ou 1’on oOte
une aréte.

Exemple 3.2 : transformations étoile-triangle.
Voir [5] pour ce qui suit.
Placons-nous sur H = IR*, avec la forme quadratique
3
Zo

Qe (z) =< z|Ac|z >= Z(ﬂcz —Toyz,

- g
=1

3
1
Prenons p =3 et Yz = {yo = (¢/3)(y1 + 32 + y3)}. Alors Qo(y) = 3 Z(yz —yir1)” et

i=1
3
non E 2.
i=1

On dit que G' s'obtient de G par une transformation étoile-triangle si on remplace
un sommet 0 de degré 3 de G et les arétes {0,i}, 1 < i < 3, qui s’y accrochent par le
triangle (1,2, 3).

Figure 4: transformation étoile-triangle

Og¢ est alors une strate de 'adhérence de Og dans Apy,,.

Exemple 3.3 : recuit simulé.

Une présentation détaillée de cet exemple est donnée dans [12].

Soit G = (V, E) un graphe connexe fini et H : V' — IN une fonction (énergie). On
suppose Vy # (). On suppose aussi que, si {i,j} € E, |H(i) — H(j)| < 1.

Soit T > 0et e = e 2r. On consi(}{(‘ge la mesure de probabilité de Gibbs 7 sur V', a

température 7' donnée par p; = %e’T. Lorsque T' — 07 cette mesure de probabilité

converge vers la probabilité uniforme sur I’ensemble V;; des minimas absolus de H.
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On peut donc espérer trouver ces minimas en simulant un processus de Markov
ayant mr comme mesure d’équilibre et en faisant tendre 7 vers 0 a une vitesse judi-
cieusement choisie : c’est le principe de base de ’algorithme dit de recuit simulé.

On définit le processus de Markov par un opérateur Ar défini par

(Apz)i =D Nijlwi — ;)
jri

avec \;; =0si {i,j} ¢ E et :

o o)

(2)
L’opérateur Ay est symétrique sur I*(V,7r). Posant y; = \/piz;, on obtient un
opérateur de Og noté A., unitairement équivalent a A7, associé a la forme quadratique

Qe(z) = > (OO gy — )% + > (s — x5)* .

{ij}eE, H(i)<H(j) {ij}eB, H(i)=H(j)

N 1, si H(j) > H
1,] _H(J);H(l)’ Si H(]) > H

On note
A(e) =0 < Aae) < --- < M\y(e)

les valeurs propres de A, (et donc de A,).
On souhaite donner une description précise du comportement asymptotique des
Ai(€) lorsque € tend vers 0, et en particulier du gap g(e) = Aq(e).
On a une filtration
e CHyC-CHo=RY

olt H; est I'espace engendré par les fonctions propres de valeurs propres O(g?).

Le but est de décrire cette filtration et ’asymptotique des valeurs propres associées.
L’existence de la filtration résulte de Kato et du fait que Q). > 0 est isospectral & ()_.:
en effet si U : Hy — Hy est opérateur unitaire qui consiste a changer x; en —zx; lorsque
H (%) est impair, on a: Q.(Uz) = Q_.(z).

e72Q). admet une I'—limite R, = (#H,,S;) qui s’'identifie & un élément de Og, que
I’on va décrire.

Décrivons maintenant les graphes G| et les espaces H,; (les domaines) par récurrence
sur [ :

(i) G1 = (V4, E1) est ainsi défini: ¢ € V sera dit minimum local de H §'il existe
A C V connexe, i € A tel que H est constante sur A et vaut H (i) + 1 sur les voisins
d’un sommet de A qui ne sont pas dans A. L’ensemble des ces parties connexes A est
I’ensemble V;. Si o € V4, on note A, C V la composante connexe du minimum local
correspondante: les A s’appelle puits d’ordre 1.

H1 est 'espace des fonctions constantes sur les A € V; et nulles ailleurs. Sa dimen-
sion est bien str #V;.
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1: Vi | Va

)\1=0</\2N86</\3N52<)\4N15---§/\12

Figure 5: les graphes G|

(ii) On remplace alors H = H; par H + 1 sur chacune de ces parties de V}, on
obtient une énergie Hy et on construit ainsi un ensemble de parties V5 en considérant
de méme les minimas locaux de H,; les sommets d’une composante d’un minima de
H, s’appellent puits d’ordre 2; 2 éléments A, B de V; (éventuellement confondues) sont
connectés par une aréte de G, s’ils sont contenus dans un méme puits C' de V5: le
graphe G, est donc un graphe avec des boucles.

Et on iteére la construction :

(ii) on remplace Hy par Hs + 1 sur les ensembles de V5, etc...

Soit Q; = lim,_,0e72Q,, alors @Q; s’identifie naturellement & un opérateur de type
Schrodinger sur () avec un potentiel > 0 nul seulement aux sommets qui ont des
boucles.

De ceci, on peut calculer le nombre de valeurs propres qui sont O(¢?) qui est donné
par le nombre de sommets de (7, ie le nombre de puits d’ordre /.

En fait les formes (); sont déterminées entierement en restreignant (). a un sous-
graphe de G: celui formé des sommets des A € V; et des sommets inondés si on
augmente H; de i, n > 0 petit sur les A € V.

Tout ceci détermine 'ordre de grandeur du gap :

g(e) = Ce*(1+0(e")

ou k est la hauteur du col le plus haut ; un col est un chemin v entre 2 minimas locaux
a et b dont I'altitude maximale h = sup,.., H(x) est minimale parmi tous les chemins
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qui joignent ces 2 minimas. La hauteur de ce col est
H(a,b) = inf(h — H(a),h — H(b)) .

k est aussi le sup des [ tels qu'il existe au moins 2 puits d’ordre [ (= 0 s’il n’existe
qu’un minimum local).

Cette description n’est pas nouvelle. On la déduit classiquement de la théorie de
Freidlin et Wentzell ([27]).

Exemple 3.4 : limites croissantes.
Dans le cas particulier d’une suite croissante de formes quadratiques positives, la
notion de I'—limite se ramene a celle de limite simple.

Proposition 2 Soit A, une suite croissante de formes quadratiques positives définies
sur X et g,(z) =< z|An|lx > la suite croissante des formes quadratiques associées.
Soit

(oo : X = IRU +0

la limite stmple des q,, et
Y={z€ X |qo(r) <oo}.

Soit (Y, B) la forme quadratique avec domaine associée (siy € Y, qoo(y) =< y|Bly >).
Alors
A, = (V,B) .

On en déduit en particulier le :

Théoreme 3 L’adhérence dans Ag, de l’ensemble L est la réunion des Lg pour
G' mineur de G (attention la structure euclidienne sur les IRV n'est pas la structure
canonique).

Cette proposition est en particulier utilisée dans [19] et [10] pour montrer que la
réponse d’un réseau électrique varie continument lorsque le réseau dégénere.

Exemple 3.5 : réseaux électriques.

Un réseau électrique est un quadruplet R = (Vp, V4, E, p) ou V; et V; sont 2 ensem-
bles finis disjoints, G = (V = V, U V4, E) est un graphe fini et p = (p;;) € (IR* \ 0)¥
est 'ensemble des conductances des arétes. Vj est ’ensemble des sommets terminaux,
Vi lensemble des sommets intérieurs. L’énergie électrique d’un potentiel u € IRV est
donnée par

e(w) =5 > pijlui—uy)?) .

{i.i}eE
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Un potentiel d’équilibre de R est un élément de u = (u;) € IRV tel que, pour tout

1€V,
D piglui—u;) =0

{ij}eE

Les réponses de R sont les couples (ug, wy) € IR @ (IR'°)*, olt ug est la restriction
d'un potentiel d’équilibre u a Vo et (wo); = Dy yep Pij(wi — uj). On note ®(R)
I’ensemble des réponses de R.

Si L, € RY ®(IRV)* est le graphe de la différentielle de e, I’ensemble des réponses est
obtenue de L, par réduction symplectique et donc ®(R) est un sous-espace lagrangien
de IR™ & (IRV°)*.

Soit, maintenant p € [0,4+00]. A ce p, on associe un nouveau réseau électrique
(G', p') dont le graphe G’ sous-jacent est le mineur de G obtenu en contractant les
arétes telles que p; ; = 0o et en Otant celles telles que p; ; = 0. p’ est défini & partir de
e par restriction a R c R.

On montre ([]) que lapplication ® s’étend continument comme application de
[0,00]" dans la grassmannienne lagrangienne de IR @ (IR'°)*.

Exemple 3.6 : limites d’éléments de Og.
Le théoreme suivant montre que toute I'— limite d’éléments de Og est de fagon
naturelle élément d'un Og/, ou G’ est un mineur généralisé de G.

Figure 6: G et G

Théoréme 4 Soit A, € Og. Supposons que A, HLAN (Y,B) avec p=dimY.
Description de Y :
il existe une partition (définie par A.)

V=WoUuViu---UV,,
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ot les Vi, i > 1 sont connezes, telle que si F; = {y € Yit.q. Supp(y) C V;}, les F;, i > 1
sont de dimension 1 et Y = @%_| F;.

Chaque F; est engendré par une fonction @; > 0 de norme 1. Ces ¢; forment donc
une base orthonormée de Y.

Description de B :

la matrice (b;;) de B dans la base des ¢; est un élément de Og, ot V(Gy) =
{1,---,p} et, si {i,j} € E(Gy), il existe un chemin v de G qui joint V; a V; sans
rencontrer les autres V.

3.3 Stabilité structurelle pour les opérateurs non bornés

On se ramene au cas ou \g = 0. L’adhérence dans Ag de I/Vl0 est une sous-variété
lisse. En effet, si L = H® 0, A € W si et seulement si I'(4) N L est de dimension
[. L’adhérence de W) est donc l’ensemble des espaces lagrangiens définis par cette
condition de dimension. C’est une sous-variété lisse de Ag.

Pour I’étude de ces variétés et de la stratification correpondante, voir [2].

On peut ainsi étendre aux opérateurs non bornés la théorie de Kato et la notion de
stabilité structurelle.

4 Plongements de graphes dans les surfaces

4.1 Le théoréme de Cheng et sa réciproque

Dans [7], Cheng a prouvé le résultat suivant :

Théoréme 5 Si A = A, + V est un opérateur de Schridinger sur S* munis d’une
métrique riemannienne g, la multiplicité de \o(A) est inférieure ou égale a 3 ; cette
borne est optimale (cas V =10 et g = gean)-

Les ingrédients de la preuve sont le théoreme de Jordan et le théoreme de Courant
sur les domaines nodaux. La preuve s’appuie sur la structure locale des lignes nodales
des fonctions propres.

Voici une esquisse de la preuve du théoreme de Cheng : soit A un opérateur de
Schrodinger sur S? tel que, si F' = ker(A — \y(A)), dim F' > 4.

Soit 7y € S?, par un argument d’algébre linéaire, il existe ¢ € F \ 0 telle que

o(xg) =0, Vip(zo) =0 .

Soit C' = ¢ !(0). On montre que C est un graphe plongé dans S? dont tous les
sommets sont de degré pair (les branches issues d’un sommet s forment un systéme
équiangulaire dont le degré est 2p si p est 'ordre d’annulation de ¢ en s). La formule
d’Euler montre alors que le nombre de composantes connexes de S? \ C est > 3 dés
que C' a aumoins un sommet de degré > 4 ce qui est le cas pour le ¢ choisi.
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Il reste a appliquer le théoreme de Courant sur les ensembles nodaux qui affirme
que, si ¢ € ker(A — A\;(A)) ou A est un opérateur de Schrédinger sur une variété
quelconque X, alors le nombre de composantes connexes de X \ ¢~'(0) est < k, ici 2.

L’extension du théoreme de Courant au cas des graphes ne marche pas en toute
généralité, mais H. van der Holst a remarqué qu’il s’applique pour ¢ € ker(A—Xy(4)) =
F, avec A € Og, pourvu que le support de ¢ soit minimal dans F'\ 0.

Ce théoreme a été généralisé aux graphes par Hein van der Holst ([38] et [39]) en
le :

Théoréme 6 Si G est le 1-squelette d’une triangulation de S? et A € Og, la multi-
plicité de A\o(A) est au plus 3. Cette borne est optimale et atteinte pour la laplacien
canonique de Ky.

Utilisant le fait que tout graphe planaire est mineur du 1-squelette d’une triangu-
lation de S?, on en déduit que, si G est planaire, u$(G) < 3.

En fait, en utilisant la théoréeme de Kuratowski qui caractérise les graphes non
planaires comme ceux dont K5 ou K33 est mineur, on montre ([18]) le :

Théoreme 7 Un graphe G est planaire si et seulement st :

ps (G) < 3.

4.2 Extension aux autres surfaces : Cheng, Besson, Nadi-
rashvili, Sévennec

Des majorations de la multiplicité de la seconde valeur propre d’opérateurs de Schrodinger
sur les surfaces ont été obtenues ensuite (voir par exemple [37]) ; par exemple, si S est
orientable, la borne optimale est 6 pour le tore ; la borne prouvée est 4g en général,
mais on ne sait pas si elle est optimale.

4.3 Les graphes ayant un plongement non-noué et le résultat
de Lovasz-Schrijver

Un généralisation intéressante de la classe des graphes planaires est la classe des graphes
G admettant un plongement non noué dans IR®, i.e. tel que 2 circuits disjoints quel-
conques de G ne soient pas entrelacés comme lacets de IR®. L’exemple le plus simple
est K5 qui n’est pas planaire, mais n’admet aucune paire de circuits disjoints.

L’analogue du théoreme de Kuratowski est que ces graphes admettent une car-
actérisation par mineurs exclus : les graphes exclus étant les transformés par étoile-
triangle de K. On montre dans [5] que u9(G) = 5 pour ces graphes et Lovasz et
Schrijver [31] ont réussi a montrer le joli :

Théoréme 8 uS(G) < 4 si et seulement si G admet un plongement non-noué dans
R
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5 Largeur d’arbre

Pour tout ce §, voir [23].
Les invariants p3!(G) ne sont pas reliés aux propriétés topologiques des graphes.
On peut s’en douter par analogie avec le cas continu : 'opérateur de Schrodinger avec

champ magnétique constant Bdz A dy, B > 0, dans le plan IR?,
1 9 1, .,
H = (30, By +(;9,)

admet un spectre discret
B<3B<5B<---

ou chaque valeur propre est de multiplicité infinie (ces valeurs propres sont appellées
niweaur de Landau en physique). Les graphes importants & considérer ici sont les
arbres !

5.1 Transformations de jauge

Soit G = (V, E) un graphe et D = (g;);cy une matrice diagonale unitaire. Si A =
(ai ;) € Mg, il en est de méme pour Ap = D 'AD et 0(Ap) =0(A). On a :

(ap)i; = €; '€jai -
Siy = (i1,09,- - ,ix) (Vm tel que 1 < m < k, {im,ims1} € F), le produit
h(A, 7) = (_1)kai1,i2 T Qg iy

vérifie :
h{(Ap,7) = h(4A,7) .
De plus, on a, bien sir, h(A4,7) > 0si A € O¢ et la réciproque est vraie quitte a
faire un changement de jauge.
Si T = (V,E) est un arbre, il n’admet pas de circuit non triviaux et, pour tout
A € My, on peut trouver D tel que Ap € Or.
On en déduit, par application du théoréme de Perron-Frobenius, que

m(T)=1.

5.2 Les p}(T)

Les arguments suivants sont détaillés dans [23].
On a besoin des lemmes suivants :

Lemme 3 Si G = (V, E) est connexe et {1,2} € E est telle que G' = (V, E '\ {1,2})
n’est pas connexe, si A € Mg et F =ker A, sir : F — O? est définie par r(z) =
(x1,22), l'image de r est de dimension < 1.
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Démonstration

Soit Vi la composante connexe dans G’ du sommet 1 et pour tout
x € F soit 2’ la restriction & V; étendue par 0. On calcule explicitement le
membred e droite de I'égalité :

0=<Az'|y > — <2'|Ay' > ,

en fonctions des valeurs de x et y en 1 et 2.
On trouve :

0 = a1 2(zoth — 21%2) ,

d’ou la conclusion.

0

Lemme 4 Soit T un arbre dont les sommets sont de degré < 3 et pour {i,j} € E(T),
T' et T” les 2 arbres obtenus en étant 'aréte {i,j}. On note F' et F” les restrictions
aV'etV” dekerr. SidimF > 2, il existe {i,j} € E(T) telle que F' #0 et F” # 0.

On en déduit la :

Proposition 3 Si T est un arbre dont tous les sommets sont de degré leq3,
Démonstration

Soit ' € F'\ 0 et z” € F” \ 0, si on prend ces 2 vecteurs normalisés
comme premiers vecteurs d’une base de F', on contredit la transversalité:
VB € Ty Mg, qB(a:’,a:”) =0.

O
Du fait que tout arbre est mineur d’un arbre dont les sommets sont de degré < 3,
on déduit le

Théoreme 9 Pour tout arbre T,

vk, it (T) < 2.
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5.3 Largeur d’arbre

Définition 6 Soit G un graphe fini, on définit la largeur d’arbre de G, notée la(Q)
comme le inf des entiers k tel que G est mineur d’un graphe T x K avec |V (K)| = k.

On peut alors montrer, a I’aide d’une version vectorielle des arguments précédents,
le :

Théoreme 10 Pour tout graphe G, on a :
' (G) < la(G)

et, Vk, :
(@) < 20a(G) .

On peut aussi montrer que p(G) = 1 si et seulement si G est une forét. H. van
der Holst ([40]) a trouvé une caractérisation des graphes G tels que p(G) < 2 (ce
sont exactement ceux tels que la(G) < 2) et de ceux tels que u(G) < 3.

5.4 Fonctions holomorphes discretes

Les majorations précédentes sont optimales, méme dans le cadre des des graphes

planaires : on a
M (Tagwen) = n = 1a(Tawmsy) ) -

2 2
En fait, la majoration de la largeur d’arbre par n est simple et la minoration résulte
du théoréme précédent.
On peut donner une version géométrique d’un opérateur A dont le fondamental est
de mutiplicité n et M —stable au moyen des fonctions holomorphes discretes.
On prend comme forme hermitienne sur £V

aa(@) =) |(ox — 2;) —wlz; — @),

oil la somme porte sur les triangles noirs (4, j, k) orientés et w = €.

Le noyau de A corespond a une notion de fonction holomorphe de G dans C.
L’image de chaque triangle noir par un = € ker A prolongé affinement est un triangle
équilatéral direct.

6 Problemes

6.1 Nombres chromatiques

Le nombre chromatique x(G) du graphe G est le nombre minimum de couleurs nécessaires
pour colorier les sommets d’'un graphe de facon que 2 sommets voisins quelconques
soient de couleurs différentes.
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Le nombre chromatique x(S) d’une surface compacte S est le sup des nombres
chromatiques des graphes plongés dans S. Lorsque S n’est pas une sphere, ce nombre
est donné par le sup des n tels que K, se plonge dans S (cf [34]). Pour la sphere, le
théoréme des 4 couleurs affirme que x(5?%) = 4.

Un des problémes les plus excitants est de relier nos invariants pZ (G) aux nombres
chromatiques. Une conjecture possible est la suivante :

Conjecture ([17]): pour tout graphe G, on a :

X(G) < pg (G)+1.

Cette conjecture qui implique le théoreme des 4 couleurs est plus faible que la
conjecture classique de Hadwiger qui dit que, si x(G) = [, K; est un mineur de G.

6.2 Majoration optimale en terme du genre

Il résulte des travaux de Cheng, Besson, Nadirashvili et Sévennec que, pour une surface
orientable compacte de genre g, on a pour g > 2 :

5 1
X(8) =1 =E[ 5 +4/120+ 1 ] <p3(8) <m3(S) <4y,

alors que pour g =0et g =1, on a u§(S) = mg(S) = x(S) — 1.
Peut-on améliorer ces inégalités 7

6.3 Stabilisation de A. Schrijver

Soit V¢ (G) = infg<e» mZ(G'). On a bien sir vZ(G) > pf(Q).
A-t-on égalité ?

6.4 Perron-Frobenius quantitatif

Peut-on majorer la multiplicité de la premiere valeur propre A;(A) pour A € Mg en
fonction des arguments des holonomies h(A, ) pour les cycles de G 7

On peut trouver un analogue continu, le théoréme de Aharonov-Casher, voir [25]
p. 125-129.
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