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Abstract

After introducing the I'—convergence of a sequence of symmetric matrices,
we study the limits in that sense, of Schrodinger operators on a finite graph. The
main result is that any such limit can be interpreted as a Schrédinger operator
on a new graph, the construction of which is described explicitly. The operators
to which the construction is applied are reversible, almost reducible Markov
generators. An explicit method for computing an equivalent of the spectrum
is described. Among possible applications, quasi-decomposable processes, low-
temperature simulated annealing and Ising processes are studied.

Résumé

Apres avoir introduit la I'—convergence d’une suite de matrices symétriques,
on étudie les I'—limites possibles d’un opérateur de type Schrédinger sur un
graphe fini. Le résultat principal est que toute limite de ce type peut étre
naturellement interprétée comme un nouvel opérateur de Schrédinger sur un
autre graphe, dont la construction est décrite explicitement. Les opérateurs
auxquels nous appliquons cette construction sont des générateurs de Markov
réversibles presque réductibles, pour lesquels nous donnons une méthode de cal-
cul de I’équivalent du spectre. Parmi les applications, nous étudions les processus
quasi-décomposables, I’algorithme du recuit simulé & basse température, et les
processus de Ising.
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1 Introduction

Les opérateurs de Schrodinger sur un graphe fini s’interpretent, a des transformations
élémentaires pres, comme des générateurs de Markov réversibles sur I’ensemble des
sommets du graphe.

Apres avoir introduit la I'—convergence d’une suite de matrices symétriques, on
étudie les ['—limites possibles d’un opérateur de type Schrédinger sur un graphe fini.
Le résultat principal est que toute limite de ce type peut étre naturellement interprétée
comme un nouvel opérateur de Schrodinger sur un autre graphe, dont la construction
est décrite explicitement.

Les processus de Markov auxquels nous appliquons ce résultat sont presque réducti-
bles, au sens ou leur générateur A. dépend d’un parametre £ destiné a tendre vers
0. Pour € = 0, le générateur est réductible et la valeur propre 0 a une multiplicité
supérieure a 1. Donc pour € > 0, certaines valeurs propres sont d’ordre O(g). Or ce sont
ces valeurs propres “petites” qui controlent la vitesse d’acces a 1’équilibre du processus
et il est important d’en avoir une estimation précise, c’est-a-dire un équivalent. Nous
proposons une méthode générale de calcul explicite des équivalents des valeurs propres
petites de A, quand ¢ tend vers 0. L’idée est la suivante. Certains parmi les taux
de transition de A, sont faibles. Ils correspondent & des transitions lentes. Pour ¢
suffisamment petit, et sur un intervalle de temps suffisamment court par rapport a 1/¢,
aucune de ces transitions ne se produira, et I’évolution du processus sera apparemment
gouvernée par le générateur Ag. Si on souhaite observer des transitions dont le taux
est de 'ordre de ¢, il faut se placer sur des intervalles de temps beaucoup plus longs
(de l'ordre de 1/¢), c’est-a-dire changer I’échelle de temps d’un facteur €. Ceci revient
a multiplier le générateur A, par 1/e. Le nouveau générateur converge alors au sens de
la I'—convergence vers un générateur sur les classes récurrentes de Ay, dont les valeurs
propres, une fois multipliées par € sont les équivalents de celles des valeurs propres de
A. qui sont d’ordre O(e).

La procédure ci-dessus peut étre itérée sur des échelles de temps successives de plus
en plus lentes (¢2,%,...). On obtient ainsi une hiérarchie de processus de Markov,
définis sur des ensembles de classes de plus en plus réduits. La description de cette
hiérarchisation est donnée dans la section 3, et les expressions explicites des générateurs
successifs font I’objet du théoreme 3.1.

Nous appliquons cette méthode a deux types de processus presque réductibles,
les processus quasi-décomposables (section 4) et 'algorithme de recuit simulé a basse
température (section 5). Comme cas particulier des résultats de la section 5, nous
étudierons dans la section 6 le spectre de la dynamique de Metropolis pour le modele
de Ising.



2 La I'—convergence

2.1 Définitions et convergence spectrale

Soit (X, < .|. >) un espace euclidien de dimension finie n. Soit A un opérateur
symétrique sur X. On note Q4 la forme quadratique associée, que 1’on écrit aussi :

Qa(x) =< z|Alz > .
Soit I'(A) = {(z, Az) | x € X} C X & X le graphe de A.

Soit Y C X un sous-espace euclidien de X et B : Y — Y un opérateur symétrique sur
Y, on dira que le couple (Y, B) est un opérateur non borné sur X si Y # X. On étend
la définition du graphe aux opérateurs non bornés de la fagon suivante.

F'Y,B)={(y,2) eY®X |VweY,<zlw>=< Bylw> }.

Comme cas particulier, I'(4) = I'(X, A). Il est clair que I'(Y, B) est toujours un sous-
espace de dimension n de X @ X.

Soit w la forme symplectique définie par
w((z,y), (@, y) =<9z > —<a'ly > .

Un sous-espace de X & X de dimension 7, qui est isotrope pour la forme symplectique w
est dit lagrangien. On vérifie que tout sous-espace lagrangien est le graphe d’un unique
opérateur symétrique, borné ou non, et que réciproquement tout graphe I'(Y, B) est
lagrangien. L’ensemble des opérateurs symétriques avec domaine sur X est ainsi une
compactification de ’espace des endomorphismes symétriques de X en une variété
compacte de classe C*.

On dira que (Y, B) est inversible si o(I'(Y, B)), ou o(x,y) = (y, ), est le graphe d’une
application bornée de X dans Y C X.
Pour A € €, on définit
(Y, M — B)
par son graphe

PV, M = B) ={(y,\y = &), (y,§) eT(Y,B)} .

Ceci définit du méme coup les deux notions de résolvante (inverse de A\I — B) et de
spectre (valeurs singulieres de ). Ainsi le spectre de (Y, B) est réunion du spectre de
B et de la valeur propre oo répétée (n — dimY’) fois.

Définition 2.1 On dira qu’une famille A., ¢ > 0 d’opérateurs symétriques sur X
['—converge vers (Y, B) si T'(A:) converge vers T'(Y, B) quand ¢ — 0 au sens de la
topologie naturelle de la grassmannienne des sous-espaces de dimension n de X & X.

On note
A, 5 (V,B).



Le résultat suivant étend au cadre de la ['—convergence les résultats classiques de Kato
[19] sur la convergence des spectres de formes quadratiques. Il justifie I'utilisation que
nous ferons de la I'—convergence pour I’étude des spectres de processus de Markov
quasi-réductibles dans la section 3.

Théoréme 2.1 Supposons A. —s (Y, B) . Soient
Ai(e) <--- < Anle)

les valeurs propres de A.. Alors le spectre de A, converge vers celui de (Y, B) au sens
de la topologie de P'(IR) = IR U co.

Démonstration

Il suffit de remarquer que la I'—convergence équivaut a la convergence
des résolvantes (AI — B), pour tout A ¢ IR, comme opérateurs bornés de X

dans X.
O
L’existence de I'—limites n’est pas exceptionnelle.
Proposition 2.1 $i A, = >N Aie ™%, ou les A; sont symétriques, la famille A, admet

une I'—limaite.

Si N =1, on identifie facilement la limite (voir par exemple la proposition 4.1). Le cas
général est beaucoup moins simple (voir section 3, ainsi que [1]).
On a le résultat général suivant :

Théoreme 2.2 Soient A; : X — X des applications linéaires symétriques, a; < --- <
ay et, poure >0 :

N
A, = ZAiga" )
i=1
Soit Z la grassmannienne des sous-espaces lagrangiens de dimension n de X & X et
C. € Z le graphe de A..
Alors Uapplication € — C. de IR* \ 0 dans Z se prolonge par continuité en € = 0.
De plus, si les a; sont entiers, le prolongement est analytique réel.

Démonstration
Soit \g ¢ IR, alors la résolvante
R, = (NI —A) !
est majorée en norme par 1/|Im\g| et est une série asymptotique de la forme
R, = Z Bjefi |
avec les B; non nuls (cela résulte de 'existence de formules explicites pour

I'inverse d’une matrice). Cela impose que les p; sont > 0.

4



O

La I'—convergence étant assurée dans de nombreux cas d’intérét pratique, on cher-

chera a caractériser une I'—limite (Y, B) en décrivant le domaine Y et les coefficients
de la matrice B.

Dans toute la suite, les opérateurs symétriques sont toujours supposés positifs.

Définition 2.2 On note v, — xy si T. converge vers zo avec Q.(z.) = O(1).
Lemme 2.1 Si A, SEAN (Y,B), o € Y ssi il existe z, tel que x, — 1.

Démonstration

Soit X =Y, & Z. la décomposition de X en somme d’espaces propres
correspondant aux valeurs propres d’ordre O(1) et lorthogonal. On a :
Te = Yo + 2z.. On voit que z. — 0 et ||A.y:|| = O(Q:(z:)) = O(1).

Un argument de suite extraite finit la preuve.

|

Lemme 2.2 Soit Y. un sous-espace vectoriel de dimension p de X tel que Y, tend vers
Y et que, pour € # 0, la norme de la restriction de A, a Y. est bornée.

Soit ¢ un isomorphisme de Y dans Y. tel que pour tout y € Y, lorsque € — 0, ¢.(y)
tend vers y et

Qs(y) =< ¢5(y)|As|¢s(y) > -

Alors Q). admet une limite Qg comme forme quadratique sur Y et st B est 'opérateur
associé, on a :

A, = (Y,B).

Remarquons que ’hypothése que la norme de la restriction de A, est bornée entraine
que ¢.(y) — y. Une version pratique de ce lemme est la suivante : soit (y;) une base
de Y et y; . convergents vers y; avec A.y; . = O(1), alors la matrice de b; ; =< ;| Bly; >
de B est donnée par :

bi,j =lim < yi,E\AE\yj,g > .

Attention : il ne faut pas prendre pour définition de @),

Qs(y) =< y|As‘y >,

qui pourrait ne pas avoir de limite ou une limite incorrecte !



Exemple 2.1 Placons-nous sur X = IR*, avec la forme quadratique

3 -
<zlAdz >= (2 — =)

i=1 €
Prenons p=3 et Y. = {yo = (¢/3)(y1 + y2 + y3)}.
13 >
Alors Qo(y) = 3 Y (Wi —yin)® et non Yy,

i=1 i=1

Démonstration

ler cas : on supose que Y; est indépendant de ¢ et donc égal a Y. On
décompose X en X = Y & Z (somme orthogonale) et on écrit alors A,
matriciellement relativement a la décomposition précédente :

K., C.
&‘<@ m)'

Il résulte des hypotheses et du minimax que D~ = o(1) et que K, et C.
sont uniformément bornés.
On peut écrire le graphe de A, sous la forme :

z = Dz - Cly)

3

¥ = Kuy+C.z.

L’existence de la limite au sens de la I'—convergence montre que K, a une
limite Ky et que la limite des graphes est z = 0, y' = Koy qui est bien la
conclusion du théoreme dans ce cas.

2eme cas :

soit U, une famille continue d’isométries de X telle que Uy = Id et U.(Y) =
Y.. On pose 4, = UtA.U,, ce qui nous ramene au ler cas. Alors la limite
au sens des graphes de A, est la méme que celle de A,. On obtient comme
forme quadratique limite la limite sur Y de

¢:(y) =< U.y|A:|Uey >

qui est la méme qu’en remplacant dans la formule précédente U,y par des
Y. qui vérifient |U.y — .|| = o(1) alors que A, est uniformément borné.

O
Nous terminons par le cas particulier d’une suite croissante de formes quadratiques
positives, pour lequel la notion de I'—limite se ramene a celle de limite simple.



Théoreme 2.3 Soit A, une suite croissante de formes quadratiques positives définies
sur X et g,(z) =< z|Ap|lx > la suite croissante des formes quadratiques associées.
Soit

(o : X = IRU +00

la limite stmple des q,, et
Y ={r € X | ¢o(z) < 00} .

Soit (Y, B) la forme quadratique avec domaine associée (siy € Y, quo(y) =< y|Bly >).
Alors
A, = (Y, B).

La démonstration du théoreme 2.3 passe par les deux lemmes suivants.

Lemme 2.3 Soit (Y, B) une forme quadratique avec domaine, alors (o, 2z9) € I'(Y, B)
st et seulement st o est un point critique de Uapplication F,, définie sur'Y par

Fy(y) =<y|Bly > =2 < zly > .

Ce lemme est évident ; en particulier, si K est un compact de X et B est positive,
un point zy de l'intérieur de K est un point de minimum de F}; si et seulement si
(on, Z()) € F(Y, B)

Lemme 2.4 Soit K un compact et f, une suite de fonctions semi-continues inférieure-
ment (sci) définies sur K et a valeurs dans [0, 400], telles que f, converge simplement
vers une fonction fo et qu’il existe des fonctions sci sur K, g, < f, telles que la suite
gn, SOil croissante et ait méme limite simple que la suite f,. Alors si m,(resp. my) =
infye i fu(z)(resp. infrex foo(x)), Mmoo = limm,, et, si fn(x,) = m, et z, tend vers a,
alors foo(a) = Mmeo.

Démonstration
(du lemme 2.4)

1) fe est sci comme limite croissante de fonctions sci et donc il existe
Too € K tel que foo(Too) = My On a évidemment limsupm, < me.
Supposons donc que liminfm, = my, — a, a > 0; Soit

«
K, ={z € K|gn(z) < me — 5}
Il est clair que la suite des compacts K, est décroissante et d’intersection

vide. Donc, il existe K,, = ) et donc g,(x) > ms — § pour n > ng et
x € K. On a ainsi une contradiction car f, > g,.



2.a) Si fn(z,) = my, et x, — a, alors m, = f,(x,) < fu.(a) et en prenant
les limites des 2 membres :

Moo < foola) .

2.b) Supposons donc fy(a) = my + B avec § > 0. Soit U un voisinage
compact de a ou foo > My, + g On applique le 1) aux restrictions a U.
On a donc, pour n assez grand, infy f, = m,, et infy foo > My, + g D’ou

contradiction.
O
Démonstration
(du théoreme 2.3).
On suppose donc que g, associée a (B,Y) est la limite simple des ¢,. Soit
(Tn, zn) € T'(A,) et supposons que (z,,z,) tend vers (a,b). Il suffit de
montrer que (a,b) € ['(Y, B). Pour cela, on applique le lemme 2.4 & la suite
Gn — 2 < zy|. >, restreinte & un compact K de X contenant ¢ comme point
intérieur. On conclut alors par le lemme 2.3.
O

2.2 Le résultat principal

Soit G = (V, E) un graphe fini, on munit IRV de la structure euclidienne canonique.

Définition 2.3 Un opérateur symétriqgue A : IRY — IRV est un opérateur de Schrodin-
ger sur G (noté A € Og) si les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) si{i,j}€FE, a;; <O0.

(i) si{i,j} ¢ E eti#j,ai;=0.

(i1i) L’opérateur A est positif.

Théoréme 2.4 Soit A. € Og. Supposons que A, — (Y, B) avec p =dimY.
Description de Y
Il eziste une partition (définie par A.)

V=W,UuW\u---UvV,,

ot les Vi, i > 1 sont connezes, telle que si F; = {¢ € Y t.q. Supp(p) C V;}, les
F;, i > 1 sont de dimension 1 et Y = @} | F;.

Chaque F; est engendré par une fonction @; > 0 de norme 1. Ces ¢; forment donc
une base orthonormée de Y .

Description de B



La matrice (b; ;) de B dans la base des ¢; est un élément de Og, ot V(Gy) =
{1,...,p} et, si {i,5} € E(Gy), il existe un chemin v de G qui joint V; a V; sans
rencontrer les autres V.

Démonstration

L’espace Y
Le lemme 2.1 implique que, si ¢ € Y, alors |¢| € YV ; en effet

Q:(|¢]) < Q:(9) -

Soit Z C V l’ensemble des sommets ¢ tels qu’il existe ¢ € Y avec
¢(i) # 0. Pour i € Z, soit ¢; € Y\ 0 définie par ¢;(¢) = ¢(7). Introduisons
la relation d’équivalence dans Z donnée par la dépendance linéaire de ¢;
et €;. Soient Wi,..., W, les classes d’équivalence et soit a;, € W;. Alors
I’application

Y — IR?

qui & ¢ associe (¢(a;)) est un isomorphisme. En effet, elle est visiblement
injective. Pour la surjectivité on peut utiliser le lemme 12-1 p. 141 de [4].
L’argument précédent montre aussi que les ¢; peuvent étre choisies stricte-
ment positives sur W;.

Les V;

Les W; sont disjoints, mais pas toujours connexes. On va définir V; tels
que W; C V;. On définit en fait les V; comme I’ensemble des sommets a € V
tels qu'il n’existe pas ¢. — @; avec @.(a) = 0.

Il existe ainsi ¢, — ¢;, avec Va & V;, ¢.(a) = 0, et V; est minimal pour
cette propriété. En effet, il suffit de prendre, pour chaque a ¢ V;, @, . )
avec @g.(a) =0 et ¢, > 0, puis ¢. = inf @, ..

Il est clair que les V; sont connexes (si V; = VU V/ non connectés et
W; N V! # (), on peut remplacer @, par sa restriction a V; et contredire la
minimalité).

Soit @ € V; NV, et supposons qu’on puisse trouver 0 < ¢;, =5 o
quﬁj,si)qﬁjetque%—)l, 0<I< 0.

On peut alors trouver I, tel que ®.(a) = Gie(a) — lepje(a) = 0 et
®. =+ ¢; — lp;. On prend alors (®,), — ¢; et nulle en a.

Si [ n’existe pas, il suffit de permuter les roles de i et j.

Le graphe G|

On choisit a; € W;, on pose m; = ¢;(a;) > 0 et ;. telle que ®;.(a;) =
8;m; et Ac®; () =0, Vo # ai,...,ap. Cela revient & minimiser Q.(®)
avec les valeurs aux a; imposées. Il est clair que les ®; . sont > 0 partout (les
remplacer par leurs valeurs absolues garde les conditions limites et diminue
la forme quadratique).



Alors les ®; . satisfont les hypotheses du lemme 2.2. En effet, si ¢; . —
¢; sont telles que v; .(a;) = &; ;m;, on a :

Qs(q)i,s) S Qs('l/]z',s) = 0(1) .

S ~ .
Donc ®;. — ¢;, car les ¢;. ont méme valeur aux a; que ;.. Puis
A®; (z) =0siz#ay,...,a,, et

1
AE(I)Z',E(CL]') = — < Qi,s|A6‘©j,s >= 0(1) ,
m;
par Cauchy-Schwarz.
Donc les éléments de matrice b; ; de la limite B sont donnés par

bi,j = lim < (bi76|A8|(Dj78 > .

Montrons que, si ¢ # j, b;; < 0 : la positivité de ®; . au voisinage de a;
le donne immédiatement.

Montrons que, s’il n’existe pas de chemin « de V; a Vj sans rencontrer
les autres V;, alors b; ; = 0.

On montre d’abord que, pour a € Vi, ®; (a) = o(Px(a)).

Sinon quitte & extraire des sous-suites, on aurait ®4.(a) — c:P;.(a) =0
avec ¢, borné. Donc

|(I)k,s - CE(I)Z',E i> ¢k + |c|¢z .

Puis, en prenant le inf avec |c.|®; ., on obtient que a ¢ V.

On a donc
®;.(a) = 0o()_ Pr,e(a))
ki
pour tout a € Uy V. On en déduit la méme estimation sur ’ensemble
des a qui ne sont pas joints a V; sans resncontrer un des Vj (positivité des
solutions du probléeme de Dirichlet avec données au bord positives). En
particulier, c’est vrai des voisins de a;. On en déduit

<Py A| By >= 0D < Dy |A| D) >)
k#i
et donc b; ; = 0.

|

En général le graphe GGy n’est pas un mineur de (G, comme nous l’avons constaté dans
le cas de I’exemple 2.1 qui correspond a une transformation étoile-triangle (voir aussi

. Il est intéressant de rechercher des conditions suffisantes sur la famille A, pour

que GGy soit un mineur de G. Une telle condition est As]lv = 0, car alors W,
Nous retrouverons ce cas particulier pour les processus quasi-décomposables (section
4). Une autre condition suffisante est conséquence du théoreme 2.3.

10
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Proposition 2.2 Soit A, une suite croissante d’opérateurs de Og et A € Og, sa
['—limite, alors Gy est un mineur de G.

Démonstration

Dans ce cas, d’apres le théoreme 2.3, il suffit de regarder la convergence
simple sur Y: on en déduit que les W; sont déja connexes et qu’il ne peut
y avoir d’aréte de Gy que si il y a des sommets a; € W; et a; € W; tels que

{ai, aj} € E(G)

3 Processus de Markov réversibles

3.1 Définitions

Soit A = (Aij)ijev le générateur d’un processus de Markov sur un espace d’états V
fini. C’est une matrice carrée dont les élements non diagonaux sont positifs ou nuls, la
somme des éléments d’une méme ligne étant nulle.

ViEV, )\“:_Z)\ZJ
J#1

Soit p une mesure de probabilité strictement positive sur V. On dit que A admet p
comme mesure réversible, ou plus simplement que A est p-réversible, si la condition
suivante, dite de bilan détaillé, est vérifiée (voir par exemple [20]).

Un générateur est donc p-réversible si et seulement si il est auto-adjoint dans Lo (V, p).
On associe & un tel générateur son graphe réduit, G = (V,E) dont I'ensemble des
sommets est V' et ’ensemble des arétes est

E= {{Z’]}’)‘Z] > O} .

Le générateur est dit irréductible si son graphe réduit est connexe.
Soit D la matrice diagonale

D = diag(y/p(1),...,\/p(n))

et D! son inverse. Dire que A est p-réversible équivaut & dire que la matrice DAD !
est symétrique. Son opposé est donc un opérateur de Schrodinger sur le graphe G,
au sens de la définition 2.3. Sa seule particularité par rapport a la définition générale
2.3, est d’admettre 0 comme valeur propre, associée au vecteur propre D1,. Tout
générateur réversible est diagonalisable, ses valeurs propres étant réelles, négatives ou

11



nulles. Si A est p-réversible, ses valeurs propres seront classées par ordre décroissant et
nous appellerons spectre de A le vecteur de ces valeurs propres ordonnées. Avec cette
convention, la premiere coordonnée du spectre est nulle et 'opposé de la seconde est
le trou spectral de A, noté gap(A).

On étudie généralement la vitesse d’acces a I’équilibre d’un processus de générateur
A a Pl’aide de sa forme de Dirichlet (voir Saloff-Coste [29]).

(p.9) =<6l = Mo >p= 5 3 (o)~ #(0)) P05

Le point de vue adopté dans la section 2 revient a utiliser la forme quadratique positive
Q@ de matrice —DAD™.

Qe.9) =<l ~DADp>,= = ¥ ( o) ‘0(8)) Pl

2 \/m_\/f

Bien que la réversibilité de A soit une hypothese tres restrictive par rapport au cas
général des mesures stationnaires non réversibles, c’est sous cette condition que se
placent la plupart des références du domaine [11, 13, 15, 31]. Ceci tient a plusieurs
raisons. L’une est bien sir la simplification du traitement mathématique. Mais il
est également vrai que dans la plupart des algorithmes utilisant des chaines de Markov
c’est une chaine réversible qui est simulée. De plus, il est possible de controler la vitesse
d’acces a ’équilibre d’un processus de Markov quelconque par le gap d’un générateur
réversible (voir [29]).

Rappelons ici la notion de troncature, et le résultat classique sur la conservation de
la réversibilité par cette opération (corollaire 1.10 p. 26 de Kelly [20]).

Proposition 3.1 Soit A un générateur irréductible p-réversible sur V, et o un sous-
ensemble de V.. Considérons les tauzr de transition A définis par

A\e — )\z’j st 1, €,
K 0 sinon

Soit A* le générateur correspondant auz tauz AY; et supposons qu’il est irréductible sur
a. Alors A est p,-réversible, ot p, est la loi conditionnelle de p sur « :

pali) = { p(i)/pla) siie ozj

0 sinon

3.2 Perturbations analytiques

Désormais ¢ désigne un parametre réel positif et A, un générateur p.-réversible et
irréductible sur V', tel que les taux de transition Aj; dépendent analytiquement de ¢ au
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voisinage de 0. Il est aisé de déduire de (3.1) que la mesure p. est également analytique
au voisinage de 0. Les générateurs que nous étudions sont presque réductibles, au sens
ou la limite de A, notée Ay, est réductible. D’apres la théorie des perturbations des
opérateurs symétriques (voir [19]), les valeurs propres de A, ainsi que les sous-espaces
propres associés convergent vers les valeurs propres et les sous-espaces propres corre-
spondants de Ay, autrement dit, le spectre de Ay donne I’équivalent des valeurs propres
d’ordre O(1) de A.. Mais A étant réductible, la valeur propre 0 a en général une mul-
tiplicité strictement supérieure a 1. Ce qui signifie que certaines valeurs propres de A,
sont d’ordre O(g). Il est difficile voire impossible de calculer les valeurs propres, méme
si la taille de I'espace d’états est modérée. Nous proposons une méthode générale de
calcul explicite des équivalents des valeurs propres d’ordre O (5’“) pour tout k£ > 1 qui
vise a calculer les valeurs propres sur un espace d’états largement réduit. L’idée est la
suivante. Les valeurs propres d’ordre O(g¥) correspondent aux mouvements du proces-
sus & I’échelle de temps e~*. Pour calculer leurs équivalents, il faut donc déterminer la
I'—limite de e *A, dont le spectre fournira les coefficients de ces équivalents, d’apres
le théoreme 2.1. La détermination explicite de cette I'—limite, et son interprétation en
termes probabilistes fait I’objet du théoreme 3.1.

3.3 Résultat principal

Notons Si(A) le vecteur composé des valeurs propres d’ordre O (sk) du générateur A

avec multiplicité éventuelle. La I'—limite de e *A, est un générateur A, sur un espace
d’états de taille #Sy, issu d’une partition de I'ensemble V' des états, comme dans le
théoreme 2.4. Cette partition s’interpréte de maniere intuitive dans le cadre dynamique
des processus de Markov.

Voici l'interprétation pour k¥ = 1. Les classes irréductibles de Ag sont des sous
ensembles d’états maximaux tels que a l'intérieur de chacun de ces sous-ensembles,
tout état 7 est relié a tout autre état j par une suite de transitions, de taux stricte-
ment positifs. Une classe irréductible est transiente s’il existe une transition de taux
strictement positif qui en sort, elle est récurrente sinon (voir par exemple [5] pour
ces définitions classiques). Notons & ’ensemble des classes irréductibles de Aq et F;
I’ensemble des classes récurrentes, qui est donc un sous-ensemble de &;. En fait, on
peut voir les classes de & d’une autre facon en considérant le processus A.. Pour ¢
suffisament petit, partant d’une classe transiente élément de & \ Fi, le processus en
sort et va vers une classe récurrente dans un temps en moyenne d’ordre O(1), et dans
une méme échelle de temps, partant d’une classe récurrente de Fi, le processus peut
atteindre n’importe quel état de cette classe. Or la sortie des classes récurrentes se pro-
duira dans un temps en moyenne d’ordre O(1/¢). Donc si on se place sur une échelle
de temps d’ordre O(1), on voit que le processus atteint son équilibre a l'intérieur de
chaque classe récurrente de F;, mais on ne voit pas de communication entre les classes
de F; . Si on souhaite observer des transitions entre les classes de Fi, il faut se placer
sur des intervalles de temps beaucoup plus longs, d’ordre O(1/¢), c’est-a-dire changer
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I’échelle de temps d’un facteur . A cette échelle, le processus atteint son équilibre a
I'intérieur de chaque classe de F; presque immédiatement. On peut alors ignorer la
facon dont le processus atteint son équilibre a l'intérieur des classes et identifier les
états d’'une méme classe récurrente en les agrégeant en un seul état. Les classes de
F1 sont les sous-ensembles de sommets Vi,...,V, du théoreme 2.4. La classe W est
constituée de tous les autres états. En itérant cette procédure, nous définissons une
partition & de l'espace d’états V' et un sous-ensemble F; de & ayant les propriétés
suivantes. Dans un temps d’ordre O (1 /5’“1) en moyenne, partant d’une classe de &
le processus peut atteindre n’importe quel état de cette classe et en sortir en allant
vers une classe de Fy, si la classe de départ est une classe de & \ Fy. Par contre il faut
un temps d’ordre O (1 /5’“) en moyenne pour sortir d’une classe de F;. Alors on trouve

que non seulement le nombre des valeurs propres d’ordre O(g*) est égal au cardinal
de Fj, mais aussi que les équivalents de ces valeurs propres sont le produit de £* par
les valeurs propres de la I'—limite de e *A,. La construction récursive des partitions
{€kYo<k<k et {Frto<k<i est assez longue et est décrite explicitement dans [28]. Nous
ne la reprendrons pas ici, d’autant qu’elle n’est pas essentiellement nouvelle. On peut
la voir comme une décomposition en cycles au sens de Freidlin et Wentzell [14]. Elle a
été obtenue par des moyens différents, pour des chaines de Markov a temps discret avec
une interprétation en termes d’échelles de temps analogue a la notre, par Delebecque
[9].

Les partitions &,, 0 < k < K sont emboitées, de sorte que #F; est décroissant.
Soit K le plus petit entier tel que

#Fk=1.
Les valeurs propres d’ordre eX€~! sont les plus proches de zéro de tout le spectre, et
eK~1 est 'ordre de grandeur du gap.
Posons

U1 =V — U

ap€EFy

et notons Ay, , le générateur restreint de A, sur Uy,;1. Pour toute classe oy de Fy,
notons p,, la mesure de probabilité réversible du générateur restreint de A, sur oy (loi
conditionnelle de p, sur ay, voir proposition 3.1). Pour tous sous-ensembles Sy, Sy de
E avec SN Sy = 0, notons

Gg? = ()‘ab)aesl,b652
la matrice composée des taux de transition de S; a Sy. Posons Dy, ., la matrice diag-
onale telle que

DUk+1]]‘Uk+1 = Z ng+lﬂak

ap€Fy,

ou ﬂUk L et ﬂak désignent les vecteurs constants de valeur 1 sur Uy, et oy respective-
ment.
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Notre résultat principal est le suivant.

Théoréme 3.1 Soit k un entier compris entre 1 et K.

(1) Pour tous oy # Bp € Fr , définissons le tauz de transition de oy d B comme

suit.
1 U -1 5
)‘akﬁk = g_kpak Gﬁ’; ﬂﬁk - Ga:H (AUk+1 - DUk+1) Gy, ﬂﬁk

Uk41

Alors lim\g Mg, , ewiste. Soit | > k + 1 lentier le plus petit tel que oy soit
contenu dans un élément de JF;, noté oy. Alors si Loy on a en plus

21\1‘% Aoy, =0 .

(2) Pour tout a de Ugy1, notons pP la probabilité que le processus A., partant de a,
attewgne By pour la premiere fois sans visiter les autres classes de Fy. Soit Pgl’:H

le vecteur colonne composé des p°* pour a de Uyi,. Alors
1 U B
)‘akﬁk = E_kpak (Gglz Il‘ﬂk + Ga:+1PU:+1) :

(3) Soit Ay le générateur sur Fi, composé des tauzr de transition Aa,p,. Alors & une
permutation pres,

. o1
21\1‘1% So (Ag) = 21\1‘% g_kSk(A) :

Le démonstration de ce résultat, assez technique, est due a Y. Pan (voir [28]).

4 Processus quasi-décomposables

La notion de quasi-décomposabilité semble avoir été introduite par les économistes
Simon et Ando [30] dans le cadre de l’analyse hiérarchique de systémes complexes.
L’idée, fort naturelle, a ensuite été appliquée en sociologie, biologie, et de maniere tres
poussée pour I'analyse de performance des réseaux informatiques (pour un historique
complet, voir lintroduction de Courtois [8]). Cette idée est la suivante. Dans un
systeme dynamique complexe coexistent plusieurs échelles de temps. Pour fixer les
idées, parlons de secondes, heures et mois. A 1’échelle de quelques secondes, le systéeme
peut étre décomposé en sous-systemes isolés qui n’ont que des interactions internes.
Ce n’est qu’a I’échelle de plusieurs heures que des interactions sensibles apparaissent
entre des composantes jusque la isolées. Ceci induit un regroupement des anciennes
composantes en de nouvelles composantes qui constituent une partition du systeme
global. Certaines de ces composantes intéragiront a 1’échelle du mois, pour constituer
par regroupement une partition plus grossiére. On obtient ainsi une hiérarchie de
partitions emboitées dont chacune correspond a une échelle de temps différente.
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L’idée est formalisée a I'aide de chaines de Markov dans le premier chapitre de
Courtois [8]. Nous 'exprimons & ’aide des processus a temps continu. Les résultats
ci-dessous s’adaptent de maniere immédiate aux matrices de transition des chaines a
temps discret.

Soit A un générateur irréductible sur V' = {i,j,...}, correspondant aux taux de
transition (A;j);jev. Le générateur A est supposé p-réversible, ou p = (p(7))icv. Sans
perte de généralité, nous supposerons que A est irréductible, ce qui entraine que la
mesure p est strictement positive. Considérons une partition de V., F = {«, 3, .. .}.

Va#BeF, anpB=10 et Ua=V.

aeF

On note
g(a) =>_p(i)

la mesure de I'ensemble «. La mesure conditionnelle de 7 sur « sera notée p,.

Viea, pa(i)=pi)/qa).

Pour tout ¢ > 0, nous définissons le générateur A., correspondant aux taux Aj; a partir
du générateur A en multipliant par ¢ les taux de transitions entre sous-ensembles
différents de la partition F. Ceci revient a ralentir les échanges entre classes distinctes,
ou encore a distinguer ’échelle de temps 1/ ou se produisent les transitions entre
classes distinctes, de I’échelle de temps 1 qui reste celle des échanges a l'intérieur de
chaque classe.

VaeF,Vi#j€a, A = g

Va#pBeF,Viea,jeS, A = g

Les résultats du paragraphe précédent s’appliquent immédiatement a ce cas particulier.
Par rapport aux notations de la section 2, I’ensemble W, est vide, les ensembles de
sommets Vj sont les éléments de la partition F. Quand ¢ tend vers zéro, le spectre de
A, , noté s, converge vers le spectre de Ay, qui est la concaténation des spectres des
troncatures de A aux sous-ensembles de la partition.

Nous notons A% la troncature de A & «, qui est p,-réversible (proposition 3.1) ,
et s, le spectre de A* (vecteur de dimension |«|). Nous désignons par @ l'opération
de concaténation des spectres, consistant a mettre les vecteurs bout a bout puis a les
ordonner par ordre décroissant.

lims, = sg = @ s,.

e—0 acF
Le résultat ci-dessus indique que parmi les valeurs propres de A, |F| convergent vers
0 (I'une d’entre elles est constamment nulle). Notons s. leur vecteur (|F| premieres
coordonnées de s.). Une application directe du théoreme 3.1 montre que s./e converge
vers le spectre d’un générateur de Markov M sur F, dit “agrégé”.
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Proposition 4.1 Soit M le générateur défini par les taux de transition suivants.

Va£BeEF, g = D Aijpali) .

i€a

jep
Soit t son spectre.

lim sife = t.

On vérifie immédiatement que le générateur M est g-réversible. Le taux p,s s'interprete
comme le flux d’échange de a vers 8 pour le processus de générateur A. L’idée est la
suivante. Pour € petit, les transitions se limitent aux échanges a l'intérieur des classes
de la partition. L’état d’équilibre est atteint a l'intérieur de chaque classe avec une
trés bonne approximation, au bout d’un temps petit devant 1/e. En divisant par ¢ le
générateur A., on change d’échelle de temps. On peut donc considérer que chacun des
processus gouvernés par les A, a atteint son état d’équilibre. Seules comptent alors les
transitions entre deux classes distinctes. Le taux de transition entre les classes « et (3
est la moyenne, relative a la mesure d’équilibre sur « des taux de transition depuis les
éléments de la classe « vers la classe [.

Le résultat ci-dessus peut évidemment étre étendu a d’autres échelles de temps. Il
faudrait pour cela supposer I'existence d’une partition plus grossiere pour laquelle les
taux de transition entre classes distinctes sont d’ordre £2. On obtiendrait alors un cer-
tain nombre de valeurs propres d’ordre également 2, le coefficient de ’équivalent étant
valeur propre d’un générateur de Markov décrivant les transitions a 1’échelle de temps
1/£? entre les classes du deuxiéme niveau. Il n’est pas utile de décrire formellement
cette construction, cas particulier du théoreme 3.1 qui est essentiellement déja contenu
dans la proposition 4.1.

A titre d’exemple, nous décrivons une famille de processus de naissance et de mort
sur {1,...,2*} présentant une hiérarchisation des échelles de temps. La famille est
construite de maniere itérative selon les diagrammes de transition suivants.

étape 1 (2 états) o e
’ ) 1 € 1
étape 2 (4 états) el e e e
g

, , 1 € 1 g2 1 € 1
étape 3 (8 états) oo oo ei—rei—0i—e

1 £ 1 £2 1 £ 1
s k 7z k—1
etape k (2 etats) [ IR R .4%)\. .................. °

~ ko ~
étape k—1 étape k—1

Plus précisément, soit Ay le générateur symétrique sur {1, 2},
-1 1
A = ( 1 —1)
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Pour tout k > 1, si Ay est défini sur {1,...,2F}, définissons le générateur Agi1 sur
{1,...,2%1} par
_ (A (0) K
A2k+1 = ( (0) A2k) + ¢ BQk+1

oll Bokt1 est le générateur dont les taux de transition entre 2% et 2¥ + 1 valent 1, les
autres étant nuls.

B2k+1 - (bij)lgi,jSQk"'l == 1 _1 (41)
(0) ‘ (0)
avec
-1 sii=j=2o0u2F+1
bij=1< 1 si(i,5)=(252+1)ou(i,j) = (2" +1,2)
0 sinon

Pour tout k£ > 1, le générateur Ay est irréductible et symétrique. Il est donc réversible
par rapport & la mesure uniforme sur {1,...,2%}. Pour décrire le comportement des
processus correspondants, supposons que l'unité de temps est la seconde et fixons
¢ = 1/3600. Considérons le processus a 8 états (étape 3) et supposons qu’il parte de
1 a instant 0. A D’échelle de la seconde, le processus va osciller entre 1 et 2, et donc
se comporter comme le processus de ’étape 1. Ce n’est qu’au bout d’une heure en
moyenne qu’il passera de 'état 2 a I’état 3, et se mettra a osciller entre 3 et 4 toutes
les secondes environ. A 1’échelle de I’heure, le processus se comportera comme celui de
Iétape 2. 1l faudra attendre environ 3600 heures (150 jours) pour le voir quitter les
états {1,2,3,4} et visiter 'autre moitié de ’espace d’états.

Les générateurs ainsi construits sont quasi-décomposables. A 1’échelle de temps
1/€*, pour le générateur Aqei1 Pespace d’états est divisé en deux moitiés pour laquelle
la dynamique locale est gouvernée par le générateur Ayx. En utilisant la proposition
4.1, on vérifie par récurrence le résultat suivant.

Proposition 4.2 Soient A\; = 0 > Ay > --- > Aort1 les valeurs propres de Agi+1,
rangées par ordre décroissant. On a

)\1:0 ; /\Qk:—Q

et Vi=0,....,k—1, Vj=214+1,..., 2!

gkfi Ekfi

Aj = +o(e*7) , Agryy =2 +o(e"7)

T 9k—i—1 T 9k—i—1

Il est naturel de se demander quelle est la qualité de I'approximation obtenue par la
décomposition hiérarchique décrite ici. Cette question est discutée dans [8], chapitre
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IT. Pour I'exemple du générateur Aqx construit ci-dessus, nous présentons quelques
résultats de comparaison portant sur le gap.

gap(Agen) =" /257 + o(e")

Sur des exemples numériques, on constate que cet équivalent fournit une approximation
correcte du gap, méme pour des valeurs de € de 'ordre de plusieurs dixiemes. Ces
vérifications numériques ont été faites & 'aide de Mathematica [33]. Les tables ci-
dessous donnent des valeurs de gap(Agx+1) et de son estimation par £f/2F "1 pour
k=2 et 3 (8 et 16 états respectivement).

B 0,05 | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 | 0,30 | 0,35 | 0,40 | 0,45 | 0,50
gap(As) | 0,0012 | 0,0047 | 0,0101 | 0,0172 | 0,0255 | 0,0347 | 0,0444 | 0,0544 | 0,0645 | 0, 0744
£2/2 | 0,0013 | 0,0050 | 0,0113 | 0,0200 | 0,0312 | 0,0450 | 0,0612 | 0,0800 | 0, 1012 | 0, 1250

e 0,05 | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 | 0,30 | 0,35 | 0,40 | 0,45 | 0,50
gap(Aie) | 0,0000 | 0,0002 | 0,0008 | 0,0017 | 0,0031 | 0,0049 | 0,0071 | 0,0006 | 0,0123 | 0,0151
£/4 | 0,0000 | 0,0003 | 0,0008 | 0,0020 | 0,0039 | 0,0068 | 0,0107 | 0,0160 | 0,0228 | 0,0313

5 Recuit simulé a basse température

L’algorithme de Metropolis [25] a suscité une abondante littérature ces dix dernieres
années (voir [12] et les réferences qu’il contient). L’intérét pour cet algorithme provient
de ses nombreuses applications, du recuit simulé & I’échantillonnage de Gibbs ([16, 22,
17, 18, 2]). Le probléme théorique le plus important posé par ce type de technique est
la détermination précise de la vitesse de convergence. Une présentation générale de
I’ensemble des résultats rigoureux connus a ce jour est donnée par Diaconis et Saloff-
Coste [12]. La plupart portent sur des minorations du trou spectral des chaines de
Markov simulées ou sur des inégalités de Sobolev logarithmiques. Ces résultats ne sont
évidemment que des pis-allers, a défaut de pouvoir connaitre I’ensemble du spectre de
la chaine, ce qu’interdit dans le cas général la taille de I’espace d’états. Une description
complete du spectre a cependant été obtenue dans des cas particuliers par Diaconis et
Hanlon [10] et Liu [23]. C’est un résultat de ce type que nous proposons ici, dans le
cas ou certaines transitions sont tres faibles. Un cas typique d’application est celui de
I’algorithme du recuit simulé a basse température. Nous nous placerons donc dans ce
cadre, en décrivant exactement les équivalents des différentes valeurs propres a basse
température.

Rappelons tout d’abord la description classique de 'algorithme du recuit simulé.
Soit V' = {i,4,...} un ensemble fini, et H une fonction de V dans IR que I’on souhaite
minimiser. Cette fonction est interprétée comme une énergie et la mesure de Gibbs
correspondante, notée p est définie par

1 .
VieV, p(i)= Ee’%H(Z) ,



ou T désigne un parametre de température, et Z la constante de normalisation (fonction
de partition). Quand 7T tend vers 0, la famille de mesures ainsi définie converge vers
la loi uniforme sur ’ensemble des minima globaux de la fonction H. L’algorithme du
recuit simulé est une variante de l'algorithme de Metropolis qui simule une chaine de
Markov pour laquelle p est une mesure réversible. En toute généralité, I’algorithme de
Metropolis est une méthode de simulation par rejet a partir d'un noyau markovien K,
qui n’est pas nécessairement symétrique (voir [12]). Dans la plupart des applications,
le noyau K est celui de la marche aléatoire symétrique sur un graphe non orienté dont
V est ’ensemble des sommets. C’est dans ce cas que nous nous placerons. L’ensemble
des arétes de ce graphe est noté E, et la relation de voisinage est notée ~.

i~j<—={i,j} €E.

L’algorithme est vu ici comme un processus de Markov a temps continu, et décrit par
ses taux de transition, qui sont non nuls seulement sur les arétes du graphe.

o 1 si H(j) < H(J
Vicge B, A= { e~ HHG-HWD) g HE]-; > HEZ’))-
Il est immédiat de vérifier que le générateur ainsi défini est p-réversible. Notre but
est d’étllldier le spectre de ce générateur a basse température. Nous poserons donc
e = e T, et désignerons par A, le générateur correspondant. Afin de simplifier les
écritures, nous supposerons que la fonction H ne peut prendre que des valeurs entieres
a partir de 0, et que les différences d’énergies entre sommets voisins valent au plus 1.

Vie E,H(i)e IN ié%H(z') =0 Vi~jeFE, H@)—H(j) € {1,0,1}.

Cette hypothese n’est pas vraiment restrictive. Ramener les valeurs d’une fonction
quelconque 3 des valeurs dans IR™ correspond & une translation de H qui ne change
ni la mesure p ni le générateur. D’autre part pour traiter le cas général a partir
du cas particulier envisagé ici, il suffit de remplacer les puissances entieres de € qui
apparaissent dans les développements ci-dessous par des exposants correspondant aux
différences d’énergie entre voisins H(j) — H(i). Nous notons donc désormais A, le
générateur défini sur F par

0 si 14y
Vi,jeE, M;=1{ 1 si i~jet H(j) < H(j)
e si i~jet H(j) > H(i) .
Ce générateur est réversible par rapport a la mesure p., qui est maintenant définie par

Vie E, p(i) = %@

Nous étudions donc a nouveau un cas particulier de la section 3. La structure du
probleme permet une description agréable et naturelle de la décomposition hiérarchique
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des classes. Nous serons amenés a effectuer des agrégations d’états, correspondant a
des classes connexes au sens du graphe, et d’énergie constante. On notera R la relation
d’équivalence correspondante.

Vi,jEE, iRj < Fky=irkyr ---~kg=jet Hlky) =...= H(k).

Les classes de cette relation seront notées «, 3... On notera encore H(«) la valeur
commune de la fonction d’énergie sur la classe a. On dira que deux classes o et (3
communiquent s'il existe une aréte du graphe qui les relie (la différence |H(a) — H ()]
ne peut valoir que 1 dans ce cas). Une classe a est dite minimale pour la fonction
d’énergie H si elle ne communique qu’avec des classes de niveau d’énergie strictement
supérieur.

La proposition suivante décrit les ordres de grandeur des équivalents des valeurs
propres en fonction des différentes puissances de .

Proposition 5.1 Notons Hy = H. Soit Fy I’ensemble des classes minimales de Hy.
Pour k entier positif, supposons définie une fonction d’énergie Hy sur E. Soit Fj
I’ensemble de ses classes minimales. La fonction Hy1 est définie sur E par

N _ | H@)+1 st JaeF,,i€ax
Hia(3) = { Hi(i)  sinon

Notons K le premier indice tel que |Fy| = 1.

Alors parmi les valeurs propres de A., |V | — |Fo| convergent vers une limite stricte-
ment positive. Pour tout k entre 1 et K, |F; 1| — |Fi| valeurs propres de A, sont
équivalentes, & une constante pres, a €.

Les ordres de grandeur des valeurs propres se décrivent donc comme suit. A D'ordre
g%, les valeurs propres de Ay convergent vers les valeurs propres de Ag, par la théorie
classique des perturbations (Kato [19]). Mais pour Ay, les classes minimales (éléments
de Fy) sont absorbantes. La valeur propre 0 a donc pour multiplicité | Fp|. En d’autres
termes, parmi les valeurs propres de A., |V| — |Fy| convergent vers une limite non
nulle, les autres convergent vers 0. Déterminer les valeurs propres a l'ordre £!, revient
a changer 1’échelle de temps, de maniere a rendre possibles les transitions de taux e.
Ceci revient a augmenter de 1 exactement le niveau d’énergie de chacune des classes
minimales, c’est-a-dire a remplacer Hy par H;. Le nombre de classes minimales ne
peut que rester constant ou diminuer. S’il est resté constant, toutes les valeurs propres
“petites” sont d’ordre £? au moins. S’il a diminué, la différence entre |Fo| et |Fy| est le
nombre de valeurs propres d’ordre ! exactement. Cette description se poursuit jusqu’a
ce que toutes les classes minimales aient été fondues en une seule. Ceci arrive pour
la valeur K, qui représente la hauteur minimale qu’il faut franchir dans le paysage
d’énergie pour pouvoir sortir de n’importe quel puits. Toute valeur propre est donc
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d’ordre ¢’ ou i < K. La plus petite d’entre elles, ou le trou spectral du générateur est
d’ordre X exactement

Cette description n’est pas nouvelle. On la déduit classiquement de la théorie de
Freidlin et Wentzell [14]. Elle a été obtenue par Catoni [3], et généralisée par Trouvé
[32] (voir aussi dans un cadre différent Miclo [26, 27]).

Plutot que de répéter dans le cas particulier du recuit simulé I’expression explicite
des générateurs successifs donnée par le théoreme 3.1, nous nous contenterons de
l'illustrer par un exemple sur un graphe ligne a 17 sommets. Voici tout d’abord la
fonction d’énergie H (figure 1).

Figure 1: Fonction d’énergie sur un graphe ligne a 17 sommets.
La proposition 5.1 prévoit
e 12 valeurs propres d’ordre 1
e 3 valeurs propres d’ordre ¢
e 1 valeur propre d’ordre &2
e 1 valeur propre égale a 0 .

Le générateur Ag a

e 3 valeurs propres égales a —3
e 4 valeurs propres égales a —2
e 5 valeurs propres égales a —1
e 5 valeurs propres égales a 0.

Ceci donne les limites des valeurs propres d’ordre 1. On obtient les valeurs propres
d’ordre € a 'aide du générateur A;. Il est défini sur les classes minimales qui sont

ar={1,2}, oy = {5}, a5 = {9}, oy = {12,13} , o5 = {15,16,17}

Ce générateur est le suivant
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11
G 0 0 O
A O
0 3 =% 3 0
0 0 0 — 1
0 0 0 & —
Il a pour spectre
5 1 5
0 ) 07 _E ’ _5 ) _6 .

Ceci donne les équivalents des valeurs propres d’ordre €!. Il reste & calculer I’équivalent
de la valeur propre d’ordre €2, qui est le trou spectral. On 'obtient en contruisant la
partition &, et le générateur A,. L’agrégation des classes oy, d’une part et des
classes a4, a5 d’autre part conduit a un processus a deux états. Le taux de transition
de la premiére classe vers la seconde est 1/15, autre vaut 1/25. Le mesure réversible
est proportionnelle aux poids cumulés des classes qui sont 3 et 5 respectivement. Le
générateur correspondant a pour valeurs propres 0 et —%. Le trou spectral de A, est
donc équivalent & &2,

En résumé les coefficients des équivalents des 16 valeurs propres non nulles de A,
sont

e valeurs propres d'ordre0: 3, 3, 3, 2, 2, 2, -1, -1, -1, -1, -1

N[

’ . O .
e valeurs propres d’ordre 1 : —%,

e valeur propre d’ordre 2 : —& .

Des essais numériques ont été effectués sur cet exemple a I'aide de mathematica. Voici,
pour 4 valeurs de &, 'erreur relative maximale entre les valeurs propres calculées
numériquement et leurs équivalents calculés ci-dessus.

|numérique — équivalent|

A = max —
numérique

e 107" 1072 107* 107"
A10.253 0.076 0.023 0.007

Il faut remarquer ici que le cas du recuit simulé n’est vraiment particulier que au
premier niveau. Des le premier regroupement, on se retrouve pratiquement dans le cas
général traité dans la section 3.
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6 Dynamique de Metropolis pour le modele de Ising

Le modele de Ising (voir par exemple [21]) est un des modeles de physique statistique
les plus étudiés par les probabilistes. La dynamique de Metropolis est ’algorithme de
base qui permet de le simuler, et le probleme de sa vitesse de convergence a déja sucité
une abondante littérature (voir par exemple [24]). Le probléme est un cas particulier
de celui du recuit simulé, étudié au paragraphe précédent.

Soit S un ensemble fini de sites, muni d’une structure de graphe U non orienté.
L’espace d’états V est ’ensemble des configurations {0, 1}, muni de sa structure de
graphe naturelle d’hypercube. Deux états (ou configurations) sont voisins s’ils different
en exactement une coordonnée (ou site). La fonction d’énergie H est le nombre de
paires de sites voisins (au sens de U) joignant deux sites de valeurs opposées. Cette
fonction a clairement deux classes minimales qui correspondent aux deux configurations
constantes 0 et 1. Ce ne sont pas les seules en général. Les techniques décrites dans
la section 5 permettent d’obtenir aisément 1’ordre de grandeur, et dans les cas les plus
simples un équivalent, du trou spectral. Voici quelques résultats pour différents types
de graphe U.

e ligne a n sommets L,,

2
Gap = —e+o(e) .
n

e cycle a n sommets C, N
Gap = - 282 +0(£?) .

e grille L, X L,,

Gap = O(e"*™ ) |
e tore C,, x Cp,

Gap = O(*"H?m 4y |
e arbre de Cayley régulier de degré d de rayon r

Gap = O (%=
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