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1 Introduction

L’étude des propriétés spectrales de 'opérateur de Schrédinger —hQ—ZA +V
en régime semi-classique (h — 0) en fonction de la forme du potentiel V' pose
naturellement le probléme de savoir dans quelle mesure, étant donné un h-
opérateur pseudo-différentiel P(h), son symbole principal influe sur la nature
des solutions microlocales de 1’équation :

Pu = O(h%™). 1)

Dans le cas ou P est auto-adjoint & variétés caractéristiques compactes (par
exemple, 'opérateur de Schrodinger sur R avec un potentiel tendant vers l'infini
en +00) , on a ainsi accés au comportement microlocal du spectre semi-classique.
Ce probléme est discuté par exemple dans [13, 14| et les références qui y sont
citées. La forme du spectre va dépendre essentiellement de la forme du linéarisé
du symbole principal p. On sait par exemple que, si p est non critique, P se

conjugue a un opérateur de dérivation %%. Cette forme normale permet de

trouver les conditions sous lesquelles ’équation (1) admet des solutions L2. Par
analogie avec ’équation de Schrédinger, on appelle ces conditions “Conditions
de Bohr-Sommerfeld” (voir par exemple [8]). Un résultat analogue est valable
au voisinage des points critiques de p, pourvu qu’ils soient non-dégénérés, et
ceci méme dans le cas d’un équilibre instable, comme ’équation de Schrodinger
en dimension 1 au voisinage d’un maximum local du potentiel. C’est ce que dé-
montrent et utilisent Yves Colin de Verdiére et Bernard Parisse dans les articles
[4, 5]. Ils montrent comment exprimer une “condition de Bohr-Sommerfeld” qui,
comme dans le cas de niveaux d’énergie réguliers, sélectionne les solutions L?

de (1).

La possibilité d’écrire une telle “forme normale” pour cet opérateur est direc-
tement liée & son caractére complétement intégrable, et & ’existence de coordon-
nées actions-angles (éventuellement singuliéres). On sait généraliser ces résultats
& des systémes complétement intégrables en dimension supérieure, au voisinage
de niveaux d’énergie réguliers (voir [3, 2]); il restait & voir comment exprimer
ces formes normales lorsque les coordonnées actions-angles sont singuliéres, ce
qui est 'objet de cet article. On verra dans un travail ultérieur ’application de



ces résultats a ’écriture des conditions de Bohr-Sommerfeld. Mentionnons aussi
que Bleher, Kosygin et Sinai [1] arrivent a une description spectrale des sys-
témes de Liouville (qui représentent une classe générale de systémes intégrables
en dimension 2), par une approche différente.

Décrivons un peu plus précisément le contenu de cet article:

Sur une variété symplectique (M,w) de dimension 2n, un systéme comp-
létement intégrable est la donnée de n fonctions fi,..., f, en involution pour
le crochet de Poisson défini par la structure symplectique, et dont les différen-
tielles sont presque partout indépendantes. Si H est un hamiltonien appartenant
a algébre des fonctions C'* fonctionnellement engendrées par fi,..., fn, il est
dit complétement intégrable et les f; sont des intégrales premiéres du mouve-
ment. Un tel systéme définit une action hamiltonienne locale de R" dans M,
d’application moment :

F : M>mw~ (fi(m),..., fa(m)) € R*,

et dont les orbites sont génériquement les fibres lagrangiennes F~1(c), c € R".
Plus précisément, on sait (théoréme d’Arnold-Liouville [9]) que si ¢ est une
valeur réguliére de F, et si F!(c) est compacte, alors au voisinage de c, les
ensembles de niveau de F' sont des tores lagrangiens qui s’écrivent & = cst dans
des bonnes coordonnées symplectiques (z,¢). En outre, dans ces coordonnées —
dites “actions (£) - angles (z)” — le mouvement dans chaque tore est linéaire.

Supposons maintenant qu’on se donne n opérateurs pseudo-différentiels Py,
..., P, sur une variété X de dimension n, qui commutent deux-a-deux, et dont
les symboles principaux forment un systéme complétement intégrable sur 7% X.
En dehors des points critiques de ’application moment, 'usage des coordonnées
actions-angles classiques permet alors de se ramener au cas ot les opérateurs sont
simplement les \/%a%i
dites bien-stir de Bohr-Sommerfeld, sous lesquelles on peut résoudre simultané-
ment les équations P;u = O(h®™) et qui sous certaines hypothéses, donnent la
forme du spectre conjoint des F;. Comme le cas unidimensionnel mentionné plus
haut, ceci est connu depuis longtemps, au moins des physiciens quantiques. Les
preuves mathématiques rigoureuses de ce phénomeéne, comprenant les asympto-
tiques complétes des valeurs propres, sont données par les travaux d’Anne-Marie

Charbonnel [2] et Yves Colin de Verdiére [3].

. Une telle forme normale permet d’écrire les conditions,

La question est donc de savoir ce que devient le systéme au voisinage d’un
point critique de F'. Au niveau classique, on est amené & se placer dans I’hy-
pothése d’un point critique “de Morse”, ou “non-dégénéré”, en un sens précisé
en section 2. On sait alors bien décrire la structure locale des singularités du
feuilletage lagrangien grace au théoréme d’Eliasson [11]. Le résultat le plus fort
qu’on puisse obtenir affirme que le systéme est conjugué & une algébre d’obser-
vables quadratiques “standard”. Il nécessite cependant la connexité locale des
fibres lagrangiennes.

Apres une mise au point sur ces problémes “classiques” (dans les deux sens du
mot...) en section 2, on montrera (section 3) comment ces techniques permettent



de fournir une forme normale semi-classique pour des OPDs au voisinage d’un
point critique de F. On obtient le résultat suivant (théorémes 3.1,3.6):

“I’algebre engendrée par les opérateurs P; est, a O(h®) prés, conjuguée par un
opérateur intégral de Fourier a une algébre “standard” (ne dépendant que de la
linéarisation des symboles principaux p;).”

C’est une généralisation de [4], ou le résultat est donné en dimension 1. On verra
cependant que, comme le théoréme d’Eliasson le laissait prévoir, le cas multi-
dimensionnel introduit une légére subtilité, due au fait que ’algébre standard
en question peut avoir une formulation légérement différente selon que les fibres
lagrangiennes sont localement connexes ou non. On en donnera malgré tout une
description compléte dans le cas général (proposition 3.4).

2 Formes normales classiques

Soit (M, w) une variété symplectique de dimension 2n, et m € M. On note H
I’homomorphisme de 1’algébre de Lie (pour le crochet de Poisson) des fonctions
C™ sur M critiques en m sur I'espace Q(2n) des formes quadratiques sur R?" =
{(z,€)}, qui a f associe sa hessienne. La structure d’algebre de Lie de Q(2n) est
donnée par le crochet de Poisson. On a alors un isomorphisme canonique des
algebres de Lie Q(2n) et sp(2n).

On se donne sur (M, m) un systéme complétement intégrable critique non
dégénéré, c’est-a-dire n fonctions f; € C*°(M), i = 1...n, de différentielles
presque partout indépendantes, qui commutent pour le crochet de Poisson sym-
plectique, qui vérifient

film) =dfi(m) =0, i=1...n

et telles que A = H(f1,...,fn) soit une sous-algébre de Cartan de Q(2n).
Rappelons qu’on appelle sous-algébre de Cartan d’'une algébre de Lie semi-
simple a une sous-algébre de Lie h commutative maximale, et qui vérifie en
outre la propriété suivante:

VH €, ady est un endomorphisme semi-simple de a. (2)

En ce qui concerne Q(2n), cela revient a dire que les H(f;) sont indépendantes et
que A admet une base ¢, ..., gn, que 'on appellera base standard, et ol chaque
¢; a I'une des trois formes suivantes:

— soit ¢; = z;&; (singularité hyperbolique)
— soit g; = 22 + &2 (singularité elliptique)

— s0it ¢; = w11 —Ti+1&;, auquel cas on demande que g; 1 = T + 711841
(singularité focus-focus).



(voir [20])

On dira par exemple que le systéme est complétement hyperbolique si seul le
premier cas apparait.

Remarque :la condition (2) est nécessaire; par exemple, pour a = sp(2,R) =
sl(2,R), la sous-algébre engendrée par ¢ = ¢2 est commutative maximale mais
ne reléve pas de la classification ci-dessus. En effet, adq, = 2¢ a% est nilpotente
donc pas semi-simple.

On note A la sous-algébre de Lie de C*°(M) fonctionnellement engendrée
par les fi,..., fn- Si g1,--.,9n €St un systéme générateur de A, de telle sorte
qu’il existe des fonctions Fi, ..., F;, telles que

fi:E(gla"'agn)a i:]-a"'an

alors les #H(g;) forment une base de A qui s’obtient & partir de H(f;) par le
changement de base linéaire dF~'(0). Ceci montre en particulier que la sous-
algébre de Cartan associée ne dépend pas de la base de A choisie.

On a alors le théoréme fondamental :

Théoréme 2.1 (Eliasson [10, 4.1]) Pour un tel systéme complétement intég-
rable, soit (q1,...,q,) une base standard de [’algébre de Cartan associée. Alors
le feuilletage lagrangien singulier donné par les surfaces de miveau des f; est
localement symplectiquement égal o celui donné par les g;.

Autrement dit, il existe un difféomorphisme symplectique ¢ au voisinage de
m tel que :

Vi,j {fiop,q;} =0.

L’algébre de fonctions C'* qui va nous intéresser tout au long de ce travail est
donc le commutant des g;, qu’on note Cj :

Cq = {f € Coo’vj’ {fa Qj} = O}‘

En dehors des axes de coordonnées, les g; sont indépendants et forment donc des
coordonnées action d’un systéme régulier de variables “action-angle”. Supposons
par exemple que g; soit un terme elliptique ou hyperbolique. La condition {f o
¢, q;} = 0 signifie que f ne dépend pas de la variable conjuguée & g;. Sur chacune
des composantes connexes de 1'espace privé des hyperplans de coordonnées, un
tel f, vu comme fonction des variables (z;,;) (les autres étant fixées), ne dépend
donc que de g;. Si en outre les surface de niveau de g; sont localement connexes
au voisinage de 0 (g; elliptique), on en déduit que f peut s’écrire dans un
voisinage de zéro comme une fonction de (z1,. .., zj—1,¢j, Zj+1,- - -, 2,) (on note
zi = (z;,&;)). Il en va de méme pour une paire focus-focus puisque la surface de
niveau commune s’écrit u;u;41 = cst avec

u; =z + V=1lzip1, uip1 =& — V=164

Par contre, les surfaces de niveau d'un g; hyperbolique sont des branches d’hy-
perboles qui ne coupent pas les hyperplans de coordonnées. Une fonction f qui
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commute avec ce g; sera donc décrite par deux fonctions fi et f_ telles que,
sur les demi-espaces +x; > 0, f = f+(g;). La seule condition de recollement est
que fi — f_ soit plate en 0.

En résumé:
Proposition 2.2 Un élément f de Cy est caractérisé de la fagon suivante :

— sur chaque composante connexe du complémentaire des hyperplans de co-
ordonnées, f est une fonction C* de (qi,...,qn) uniquement.

— Si les feuilles lagrangiennes sont conneres au voisinage de m, f s’écrit
sur ce voisinage comme fonction C* de (qi,...,qn). Sinon, il faut pour
décrire f 2nombre d’éléments hyperboliques fon ctions différentes, qui se recollent

a lordre infini en 0.

On obtient donc immeédiatement 1’existence de formes normales “fortes” en 1’ab-
sence d’élément hyperbolique:

Théoréme 2.3 Soit A un systéme complétement intégrable critique non dégé-
néré; soit (q1,-..,q,) une base standard de l'algébre de Cartan associée. On
suppose qu’il n’y a pas parmi les q; d’élément hyperbolique. Alors il existe des
coordonnées symplectiques dans lesquelles A est engendrée par les g;.

En d’autres termes, il existe un difféomorphisme symplectique ¢ au voisinage
de m et des fonctions F; : R* — R de différentielles indépendantes en 0, telles
que:

Vi=1,...,n fioo=F;g,---,qn)

L’étude de telles formes normales n’est pas nouvelle, en particulier dans le
cadre formel ou analytique (voir [18, 19]). Dans la catégorie C'*°, le résultat
principal mentionné ci-dessus est di & Eliasson [10]. Lorsque la singularité est
entiérement elliptique (g; = =2 + £2), le théoréme 2.3 est montré d’une fagon
différente par [7].

Remarque 1 : il n’est pas certain que I’hypothése de connexité des feuilles la-
grangiennes soit nécessaire, puisque le résultat a été prouvé pour toute singula-
rité non dégénérée en dimension deux: c’est le “Lemme de Morse isochore” (voir
[6]). En outre, on sait (“théoréme de Sternberg”) qu’en dimension quelconque n,
un hamiltonien H hyperbolique non résonnant (c’est-a-dire dont la hessienne est
réguliére dans une sous-algébre de Cartan totalement hyperbolique: elle s’écrit
> Aizi&; avec des \; indépendants sur Z) est complétement intégrable: il existe
un symplectomorphisme local ¢ tel que H o ¢ soit une fonction des z;&;. Or si
I’on se donne un systéme C.I. A complétement hyperbolique, il existe une base
de A formée par des fonctions toutes non-résonnantes. Il ne parait donc pas
absurde de penser qu’il puisse exister une forme normale dans ce cas. Dans [12]
est exposée une belle démonstration du théoréme de Sternberg mais elle semble
résister au cas complétement intégrable...



Cependant, bien que le résultat serait intéressant en lui-méme, une forme
normale générale ne nous serait pas utile puisque le lemme crucial 2.5, néces-
saire pour traiter le probléme au niveau semi-classique est, quant & lui, faux
en présence d’un mélange d’éléments hyperboliques avec des éléments d’autres

types.

Remarque 2 : les résultats donnés ici seront locaux. Il est & noter néanmoins
que I’étude topologique globale de tels systémes complétement intégrables & sin-
gularités est une branche active initiée par Fomenko; a ce sujet, lire les derniéres
mises au point de Nguyen Tién Zung [16].

2.1 Un exemple: le probléme de C.Neumann classique

Le probléme de C.Neumann est celui du mouvement d’une particule sur une
sphére de dimension n soumise & une force dérivant d’un potentiel quadratique.
On se donne donc une matrice symétrique réelle A définie positive de taille n+1.
Le potentiel V est la restriction a S™ de la forme quadratique sur R**! associée :

1
V(z) = §<A$’$>'
Le mouvement est décrit sur 7*S™ par I’Hamiltonien
[P
H(z,8) = 5P + V(2).

La métrique sur la sphére est celle induite par la métrique euclidienne sur R**1,
et la structure symplectique sur T*S™ n’est autre que la restriction de la struc-
ture standard de T*R™*!. Remarquons ici que le probléme est invariant par
antipodie, ce qui nous autorise & le considérer sur P” plutdt que sur S™.

Il est pratique de voir ce systéme comme la restriction d’un systéme hamil-
tonien sur T*R"*! de la facon suivante:

Contraindre le mouvement & s’effectuer sur S™ revient & tenir compte d’une
force de réaction normale & la sphére. L’équation du mouvement prend la forme:

i =-V'(z) + M.
De |z|? = 1, on tire (z,2) = (z,%) + |#|?> = 0, ce qui permet de déterminer \:
A= (V'(z),z) —|£]* =2V (z) — |z|*
On peut alors vérifier que cette équation est obtenue en restreignant &
5" ={(z,€), |z[>=1, (z,€) =0} (3)

le champ de vecteurs sur T*R**! d’Hamiltonien :

Ho(w,) = V(@) + 5 (2Pl ~ (z,8))



On peut alors montrer que Hy est complétement intégrable, et on dispose
méme d’un systeme explicite d’intégrales en involution, trouvé en 1975 par Uh-
lenbeck. Ce probléme a des liens trés étroits avec le flot géodésique sur un
n-ellipsoide; & ce sujet, voir [15].

Nous nous intéressons ici aux points fixes du flot.

Proposition 2.4 Le probléme de C.Neumann sur T*P" a ezactement n + 1
points fizes pg,...,Pn. En ordonnant convenablement les p;, pour un potentiel
non-résonnant, le systéme complétement intégrable associé est, au voisinage de
pi, du type (i,n — 1) (on dit qu’'un systéme complétement intégrable est du type
(p,q) au voisinage d’un point fize si le linéarisé est une sous-algébre de Car-
tan qui admet une base formée de p éléments hyperboliques et de q éléments
elliptiques).

Démonstration: on détermine les points critiques de H par la méthode des
multiplicateurs de Lagrange, qui se trouvent &tre les valeurs propres A; de A.
Les p; sont donc une base de vecteurs propres aux voisinages desquels on peut
écrire la forme de Morse de H. On voit alors que si V est assez générique, H" est
un élément régulier de la sous-algébre de Cartan, ce qui permet de déterminer
son type. <

Remarque 1 : la condition de non-résonance requise est celle de 'indépendance
sur Z, pour tous 7, des y/|\; — Aj|, j # i. Elle est bien-entendu générique.

Remarque 2 : on n’obtient pas dans cet exemple de singularité focus-focus. Mais
ce dernier type de singularité, méme s’il a longtemps été négligé, est loin d’étre

rare; il apparait par exemple au point d’équilibre instable du pendule sphérique
(voir [9]).

2.2 Un “Lemme de Poincaré” critique

Avant d’énoncer ’analogue du théoréme 2.3 dans le cas “quantique”, on a
besoin du résultat suivant :

Théoréme 2.5 Soit q1,...,q, une base standard d’une sous-algébre de Cartan
de sp(2n), telle que : ou bien aucun g; n’est hyperbolique, ou bien tous les q; sont
hyperboliques. Soient g; des fonctions C*° a valeurs réelles ou complezes telles
que, au voisinage de 0,

Alors il existe une fonction f définie au voisinage de 0, et des fonctions
F; : R* -5 R ou C, formellement uniques, telles que



Remarque 1 : pour ¢ € R", notons €2, la lagrangienne Ng; (¢;). Elle est sin-
guliére pour ¢ = 0. Aux points réguliers, les champs hamiltoniens &, forment
une base de ’espace tangent a 2., ce qui permet de définir une 1-forme g, sur
Q. par:

9e(Xy;) = 9i-

L’hypothése du théoréme 2.5 traduit alors que cette 1-forme est fermée. L’in-
tégrer serait trouver une fonction f vérifiant {f,¢;} = g;. Le théoréme montre
qu’on peut trouver une primitive f dépendant réguliérement du paramétre c
méme en ¢ = (, pourvu qu’on retranche & g une certaine fonction de ¢ unique-
ment. Cette fonction contient donc les singularités “génantes” de g en 0.

Remarque 2 : la remarque précédente prouve que I’hypothése du théoréme est
nécessaire, ce qui se vérifie aussi immédiatement en utilisant I’identité de Jacobi.

Remarque 3 : les hypothéses sur la sous-algébre de Cartan sont nécessaires. Par
exemple, si q; est hyperbolique et go elliptique, le systéme obtenu avec g1 = 0 et
g2 une fonction ne dépendant que de z1, plate en 0 et commutant avec ¢g; sans
étre une fonction de g1 n’admet pas de solution. Dans le cas général, le résultat
maximal, di & Eliasson [10], est qu’on peut résoudre le systéme (5) modulo
des F; qui commutent a tous les g; sans pouvoir nécessairement s’écrire comme
des fonctions des gj. Ce résultat est d’ailleurs loin d’étre dénué d’intérét pour
nous, puisqu’il permet de montrer facilement qu’on dispose d’une “intégration
au premier ordre” :

Théoréme 2.6 Soit q1,...,q, une base standard d’une sous-algébre de Cartan
de sp(2n) de type quelconque, Soient g; des fonctions C*® a valeurs réelles ou
complezes vérifiant (4) dans un voisinage de 0. Alors il existe une fonction f
définie au voisinage de 0, et des fonctions F;; : R* — R ou C commutant avec
les qi et telles que

Vi=1,....n {f,¢:} =9i—90) +q1F1 +---+quFin (6)

Démonstration: remarquons d’abord que le résultat découle directement du
théoréme 2.5 lorsque celui-ci est applicable, par une formule de Taylor. Quoi
qu’il en soit, on résout le systéme modulo des fonctions F; qui commutent &
tous les g;; on utilise ensuite le lemme suivant :

Lemme 2.7 Soit F une fonction commutant avec tous les g;. Alors il existe
des fonctions F; commutant avec les g; telles que :

n
F=F0)+> qF;
i=1

Démonstration: le résultat découle d’une formule de Taylor avec reste intégré
sur un chemin formé de segments toujours paralléles aux axes de coordonnées;



plus précisément, si G est une fonction de deux variables réelles (z,€) = z
vérifiant {G,z€} = 0, alors G est constante sur les axes. La formule

G(z,¢) = —G(0,0) + G(z,0) + G(0,¢) + =¢ // » B0 tx,sf)dtds

donne alors G = G(0,0) + z¢G. On a nécessairement encore {G,z¢} = 0. Si
maintenant F' est une fonction des variables (z1,...,z,) vérifiant

{Faqz} = 03

on peut déja I’écrire comme fonction de ceux des g; qui ne sont pas hyperbo-
liques; quitte & les réordonner, on a donc

F(z) = F(z1,...,20) = Fql,...,qT(Zr—Ha--- 2 Zn)-

Il est clair que Fy, . 4 commute encore avec les g;, ¢« > r. Par I'argument
précédent appliqué aux variables (z,41,&,+1), on peut donc écrire:

Fql,...,qr = Fql,...,q,« (07 Rp42y .- ,Zn) + QT—HFql,...,qr (zr—|—Qa .- ,Zn).

Fy .. q (Olzr+2,...,zn) commute avec tous les g;, ce qui permet en outre de
voir que Fy, . 4 doit commuter avec les g;, ¢ > 7. Continuant par récurrence et
développant enfin les fonctions des (g1, - . . , g-) par la formule de Taylor standard,
on obtient le résultat. <O

Démonstration: (du théoréme 2.5). La seule chose & démontrer ici est donc le
cas totalement hyperbolique. On donnera aussi une résolution explicite du cas
elliptique, qui peut étre intéressante.

Tout au long des sections (2.2.1) et (2.2.2), on pose q; = x;&;. On commence
par examiner le cas formel, qui résout le probléme modulo des fonctions plates,
puis la solution du systéme (5) est donnée par une formule explicite.

2.2.1 Le cas hyperbolique formel

On note Py (R?") I'espace vectoriel des polynémes homogeénes de degré k en
les variables z1,...,Zn, &1, .., &,. Lalgébre de Lie (pour le crochet de Poisson)
des fonctions formelles est constituée par ’espace

P =P P
Si P € P, la représentation adjointe

adp : @~ {P,Q}

est un endomorphisme de P envoyant Pk sur P,,+r—2. En particulier, si P est
quadratique, adp est un endomorphisme de chaque Py, et ad est une représen-
tation de Q(2n) = Ps.



Soit A la sous-algebre des fonctions formelles des g; (une base de A est
ainsi constituée par les monémes z®¢% avec o = (). Par abus de notation, on
identifiera parfois A avec P(R") par F' = F(q1,---,qn)-

On veut donc prouver le résultat suivant :
Proposition 2.8 Soient g1,...,9, € P telles que

Alors il existe une fonction f € P, et des fonctions F; € A telles que
Vi=1,...,n {faQZ} :gi_F’i(QIa"',QH)'

Démonstration: pour tous i, A € ker(ady;) donc adg se quotiente en un
endomorphisme de P/ A (on désigne ainsi le quotient gradué &Py /Ay). Plagons-
nous pour toute cette démonstration dans P/.A; la proposition s’énonce alors
ainsi:

3f, Vi, adgf =g (7)

Une algébre de Cartan peut étre caractérisée par un élément régulier, aussi
n’est-il pas étonnant que le systéme (7) puisse, comme on va le voir, se réduire
4 une seule équation, & savoir

adgf =g, ot g=> Xgiet g=Y_ Xigi,

ou les \; sont fixés indépendants sur Z.

ad, étant diagonalisable, de valeurs propres Z)\z(ﬁ} — ;) (associéesAaux
vecteurs propres z%¢7), elle est inversible dans End(P/A) ( = ®End(Py/Ax) )
et f est donc uniquement déterminée (dans P/A).

Montrons que f = (ad,)~'g convient :
adg, f = ady, (adq)_lg = (adq)_ladqig

car adg, et ad, commutent (car {g;,q} = 0). Or 'hypothese {g;,q;} = {95, %}
entraine

adg, g = adgg;

donc ady, f = g; et la proposition est démontrée. o

2.2.2 Preuve du théoréme (cas hyperbolique)

En appliquant la proposition précédente aux jets d’ordre infini g; de g; (qui
vérifient toujours {gi,q;} = {gj,q}), et en prenant des représentants C* des
fonctions f et F; obtenues, on obtient
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Posons f = f + h; on est ainsi ramené a chercher une fonction h telle que
{h,q;} = gi, ou g; = g; — F; — {f, q:} est plate en 0.

Il suffit donc de montrer:

Proposition 2.9 Soient g; des fonctions C™® plates en 0, telles que, au voisi-
nage de 0,

{gia QJ} = {gj, QZ}

Alors il existe une fonction f (définie sur un voisinage de 0, plate en 0) telle
que

Vi=1,...,n {f,¢}=g.

Démonstration: il serait tentant d’utiliser les méthodes de [12]. Malheureuse-
ment, cela nécessiterait de pouvoir supposer que les g; soient & support compact,
ce qui ne parait pas compatible avec (4). Toujours est-il qu’en dimension 1, I’hy-
pothése (4) est vide, et la méthode marche trés bien (voir [12] (theo 4)).

Nous allons donc nous rabattre sur les techniques d’intégration standard,
expliquées en dimension 1 dans [6] et [10]. On montrera ici comment elles per-
mettent de traiter le cas complétement intégrable.

On désigne toujours par U;(t) les flots des g;. Notons T;(z) le temps que met
z sous 'action de U; a placer la coordonnée z; sur 'unique hyperplan diagonal
ou antidiagonal z; = +&; qui rencontre le flot partant de z. C’est une fonction
bien définie et C*° en dehors des hyperplans de coordonnées. On montre dans
les références sus-citées que, pour toute fonction g plate en 0, l'intégrale :

Ti(z)
/0 9(U;(s)z)ds

définit une fonction C* sur un voisinage de 0. Notons A;(z) la projection de z
sur le 7éme hyperplan (anti)diagonal le long du flot de ¢;, c’est-a-dire A;(z) =
Ui(Ti(z))z (voir figure 1). Il est essentiel de remarquer ici que tout voisinage de
0 contient un sous-voisinage stable par A;; c’est ce qui va permettre de travailler
localement (I’hypothése (4) est locale), malgré la non-compacité des trajectoires
des flots des g;.

Lemme 2.10 Soit g une fonction plate en 0 et fi(z) = OTi(z) g(Ui(s)z)ds.
Alors :

{fia QZ} =9,
et, pour j # 1, si h est une fonction vérifiant {g,q;} = {h,q}, alors:

{fi,qj} = h — A:‘h

11



FiG. 1: A(z) = U(T(2))=.

Démonstration: c’est un simple calcul, reposant sur:

d
{firqi} = _Et:ofi(Uj(t))'
Pour 7 = j, on utilise que T;3(U;(t)z) = T;(z) — t, tandis que pour j # i, c’est
I'invariance de T; par Uj, jointe & I'hypothése de commutation, qui donne le
résultat. Cette hypothése est utilisée sous la forme:

L9 OUi(5)2) = {45, 9}V (OUi(s)z =

d

= {q;, h}U;(s)Uj(t)z = 7

h(U;(s)U;(1)2).

<

Revenouns a la preuve de la proposition. En appliquant le lemme avec s = j =
1, on résout la premiére équation: {f;,¢;} = g1. On cherche alors une solution
du systéme de la forme f; + fo, ce qui méne aux équations:

{f27q1} = 07 et VJ > 1a {f27qj} :§7

ou g; = gj — {f1,¢;}. Le membre de droite vaut Ajg;, d’aprés le lemme. Les
fonctions Ajg; et T} sont invariantes par le flot de g1, donc une nouvelle appli-
cation du lemme avec g = AJgy résout la deuxieme équation tout en laissant la
premiére intacte. On peut ainsi recommencer... jusqu’a épuisement du systéme.
Le lemme assurera que les dérivées croisées sont les bonnes.

On peut méme s’offrir une formule explicite, dont on vérifie la validité grace
au lemme:

T1(z) Ta(z)
fo / 1 (U (5)2)ds + / Ago(U(s)2)ds+
0 0

12



T3(Z)
+/ A5A793(Us(s)z)ds + - -
0

2.2.3 Cas elliptique

On montre ici le théoréme 2.5 lorsque les g; valent mZQ + 51-2. Le résultat est
donné aussi dans [11]. La preuve est ici immédiate, car les g; générent ’action
d’un tore et donc I'intégrale le long du flot ne pose pas de probléme de conver-
gence. Notons U;(#) les flots des ¢;, reparamétrés de fagon a étre périodiques de
période 1.

o Tl est clair que les Fi(qs, - .., g, ) seront la partie invariante de g;, c’est-a-dire
I'intégrale

[ w2

qu’on note aussi < g; >n.

e Le point important est qu’en réalité, on a < g; > n=< g; >;, oll on note
par < g; >; la moyenne de g; le long du flot de g;, c’est-a-dire fol 9i((U;(0)z)d6.
Pour voir cela, on vérifie facilement en utilisant (4) que < g; >; commute avec
les g;. <o

e Il y a néanmoins encore un peu de travail & faire puisque, pour 7 # j, les
< g; >; n’ont aucune raison d’étre invariants. Contre ce mal, on utilise le lemme
salvateur suivant, analogue du lemme 2.10:

Lemme 2.11 Soient i et j fixés, et h et g des fonctions vérifiant :
{9,9;} = {h,a}.
Alors la fonction définie par :
1) = [ egwio)z)an
vérifie :
{f,g;} =h—<h>;.

Démonstration: c’est encore un simple calcul. O

La démarche est maintenant la méme qu’en section précédente, a savoir: on
peut résoudre le systéme pas-a-pas, ou bien vérifier que la fonction f définie par:

1 1
_f :/0 991(U1(9)Z)d9+/(; 0 < go >1 (U2(0)Z)d9+

1
+/ 0 < gs >1,2 (U3(0)Z)d9 + .-
0

13



est solution du probléme. o

Corollaire 2.12 Soient fi1,..., fn des fonctions définissant un systéme comple-
tement intégrable critique non dégénéré, a singularité sans élément hyperbolique,
et g1,...,9n, des fonctions vérifiant :

Vi,j=1,...,n {glaf]} = {gjafl}

Alors il existe une fonction a définie au voisinage de 0, et des fonctions
F;, : R" -5 R ou C telles que

VZ:].,,’I’L {aafl}:gz_E(fl’afn) (8)

Démonstration: d’aprés le théoreme 2.3, les f; sont, modulo un symplecto-
morphisme local, des fonctions des gi. Opérant la méme transformation sur les
g;, on vérifie rapidement que I’hypothése du théoréme 2.5 est vérifiée. Revenant
aux variables de départ, on obtient le résultat. o

La version légérement affaiblie, mais valable sans restriction sur le type de
la singularité, devient :

Corollaire 2.13 Soient f1,..., fn des fonctions définissant un systéme comp-
letement intégrable critique non dégénéré et g1, ..., g, des fonctions vérifiant :

Alors il existe une fonction a définie au voisinage de 0, et des fonctions
Fj; : R* = R ou C commutant avec les g; et telles que

Vi=1,...,n {a,fi} =9i —9i(0) + @ Fi1 + - + qnFin. 9)
On invoque le lemme suivant :

Lemme 2.14 Soient f1,..., fn des fonctions définissant un systéme compléte-
ment intégrable critique non dégénéré, et q1, ..., q, une base standard de l’algébre
de Cartan associée; alors il existe un symplectomorphisme ¢ tel qu’on ait:

(fla"'afn) :M'(QIa"'aQTL)a

ot M est une matrice n X n de fonctions C° commutant avec les q;, inversible
en z=0.

Démonstration: il suffit d’appliquer le théoréme 2.1 suivi du lemme 2.7. Le
fait que M soit inversible en 0 est exactement ’hypothése de non-dégénérescence
du systéme: M(0) est la matrice telle que:

(H(f1), - H(fn)) = M(0). (H(qr), - -, H(gn))
o

Démonstration: (du corollaire 2.13) aprés application du lemme précédent, on
développe les crochets de Poisson et on fait basculer les termes facteur des g;
dans le second membre, ce qui rameéne le probléme & la résolution du systéme

M.({a,q1},---,{a,qn}) = 9 — 9(0) + F.(q1, - -, qn)-

On inverse alors M (localement) et on conclut avec le théoréme 2.6. O
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3 Systémes intégrables quantiques

3.1 Introduction

D’une certaine fagon, on peut dire que l'intégrabilité d’un point de vue pu-
rement quantique ne présente guére d’intérét. Pour voir cela, prenons (FE, hw)
un espace vectoriel symplectique (de dimension finie, au moins dans un pre-
mier temps). La matrice symplectique standard J, vérifiant J2 = —I, munit
FE d’une structure complexe. D’autre part E est muni d’'un produit scalaire
euclidien par (z,y) = w(Jz,y), qui n’est autre que le produit euclidien usuel.
On obtient ainsi une structure hermitienne sur E grace au produit hermitien
(z,y) = (z,y) + ihw(z,y). Réciproquement, tout espace de Hilbert C" est muni
de la forme symplectique égale & la partie imaginaire de la forme hermitienne.

On vérifie alors facilement qu’un endomorphisme de E est hermitien si et
seulement §'il commute avec J et est symétrique (pour le produit scalaire eucli-
dien). Ou plutot, voyant Herm(E, J) comme Ju(n), on a:

Herm(E, J) = J(sp(E) No(E)).

On veut maintenant résoudre 1’équation de Schrédinger associée & B, & sa-
VOir :

hd
——4 =R
idtqp ¥,

ol on a noté i pour J. Si H(y) = (Bv,1) est la forme quadratique associée
a B, on vérifie immédiatement que I’hamiltonien de H est Xy () = £B(v).

I’équation de Schrédinger n’est donc autre que 1’équation du flot de Xy :

d
£¢ = Xg(¢).

Or un hamiltonien hermitien est évidemment complétement intégrable, puis-
qu’en le diagonalisant en base hermitienne, on obtient une base symplectique
(et orthonormée) dans laquelle

A0 .
B:(O A)’ A = diag(A, ..., An).

B sécrit donc Y Ai(2? 4 £2) et les 22 + €2 sont des intégrales en involution.

On peut remarquer ici que le crochet de Poisson de deux hamiltoniens her-
mitiens s’écrit

)
{B1, By} = 5[31532],

ot [,] est le crochet usuel des endomorphismes.

Maintenant, sans rentrer dans des justifications mathématiques, si ‘H est un
espace de Hilbert quelconque sur lequel on se donne un opérateur B autoadjoint
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diagonalisable, avec des fonctions propres 1), associées aux valeurs propres A,
alors ’équation de Schrédinger peut étre vue comme un systéme hamiltonien
de dimension infinie, d’Hamiltonien H () = > Au|zn|?, (20 = zn + &y est la
coordonnées de 1) sur v,) pour la structure symplectique h " d€, A dz,,. Il est
donc “complétement intégrable”, au sens ou il admet les x% + f% comme famille
compléte d’intégrales premiéres.

Ceci dit, on n’est guére plus avancé... C’est pourquoi on introduit une autre
notion de compléte intégrabilité quantique, qu’on pourra aussi appeler la com-
pléte intégrabilité semi-classique, puisqu’elle va coincider avec la notion classique
dans la limite semi-classique.

L’espace £ des h-opérateurs pseudo-différentiels classiques d’ordre 0 et de
symbole principal réel sur un ouvert W d’une variété X de dimension n est,
comme en dimension finie, muni d’une structure d’algébre de Lie:

{P.Q} = 1IP.Q)

L’opération o (symbole principal) est un morphisme surjectif de (&£,{}) sur
(C®°(T*W),{}). Rappelons qu'un opérateur pseudo-différentiel P(h) est dit
classique si son symbole de Weyl p(h) admet un développement asymptotique
de la forme:

p(h)(z,€) ~ > hFpy(z,€)

(le développement est alors unique). On se placera toujours dans cette hypo-
theses.

On appelle alors systéme quantique complétement intégrable une sous-algéb-
re A de € engendrée par n opérateurs pseudo-différentiels (P1,...,P,;) qui com-
mutent deux-a-deux et dont les symboles principaux p; = o(P;) définissent un
systéme classique complétement intégrable. Cette notion est ainsi bien adaptée
a ce qu’il semble naturel d’appeler une “quantification” d’un systéme classique
C.I. On s’intéressera ici & une notion un peu plus faible, celle de la compléte
intégrabilité semi-classique, ol les conditions de commutation ne sont imposées
qu’'a O(h™) pres.

Ces définitions soulévent la question suivante:

Lorsqu’un systéme CI classique associé & un systéme CI quantique est réduc-
tible & une forme normale (ce qui est le cas du théoréme 2.3; c’est aussi vrai dés
que 'application moment J = (p1,...,p,) est une submersion locale), existe-t’il
aussi une forme normale pour le systéme quantique?

Nous verrons dans la section suivante qu’au moins microlocalement la ré-
ponse est positive: lorsque la singularité du systéme CI ne comprend pas d’élé-
ment hyperbolique, on obtient une forme normale “forte” (théoréme 3.1), ana-
logue quantique du théoréme 2.3. Dans le cas général, la forme normale obtenue
est légérement affaiblie (théoréme 3.6).
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3.2 Formes normales microlocales

On considére des opérateurs Py (h),..., P,(h) pseudo-différentiels d’ordre 0
définis sur un ouvert W d’une variété X de dimension n. On suppose qu’ils
forment un systéme semi-classique complétement intégrable. Rappelons que les
P; ne sont pas nécessairement formellement auto-adjoints, mais que le symbole
principal est supposé réel; ils vérifient: pour tous i,j, [F;, Pj] = O(h*®) au
voisinage de 0 (on dit que deux opérateurs sont égaux microlocalement sur un
ouvert {2 si leurs symboles de Weyl coincident sur cet ouvert).

Ainsi les pj engendrent une sous-algébre de Lie commutative, A, de C®°(T*W).
Dans le cas non critique (et auto-adjoint), de tels systémes on été étudiés par
Colin de Verdiére [3] puis dans le cas semi-classique par A.-M. Charbonnel |[2].

Ici, on s’intéresse au cas oil A est un systéme complétement intégrable cri-
tique non-dégénéré (dans le sens défini en section 2) en un point m de T*W.
Dans un premier temps (section 3.2.1), on suppose qu’il vérifie les conclusions
des théorémes 2.8 et 2.5. C’est donc le cas si I'algébre de Cartan associée A ne
contient pas d’élément hyperbolique. On verra ensuite en section 3.2.2 comment
traiter le cas général.

Soit (g1, -.,qn) une base standard de A. On note @; les h-quantifiés symét-
riques (ou de Weyl) des g;, c’est-a-dire:

s 2 2 o 292 2.
- sigy =7+ &, QJ——h%?wij,

. h o) 1y.
-sigy =8, Q5= 3(Tigg; +3);

_ i _h(p 0 . O
et pour le c’z:s focus—faocus, on a raespectlvement Qj = 7(x; 92,01 Litl %j)
et Qj11 = (1 ) gy +£I7j+1m) (ce qui donne en coordonnées polaires

— 0 .
{ ZH ic;))zgnzg) , les opérateurs respectifs %8% et %(pa% +1)).

Puisque ces opérateurs sont formellement auto-adjoints, on peut utiliser un
calcul fonctionnel a plusieurs variables comme celui développé dans [2].

Remarquons que microlocalement sur un domaine €2 voisinage de m, seule la
symétrie des opérateurs est importante. En effet, quitte a tronquer les symboles
en dehors de €2, on peut supposer que les opérateurs h-quantifiés sont semi-
bornés inférieurement. On dispose alors par exemple de ’extension de Friedrichs
qui est auto-adjointe. Enfin, deux extensions d’un méme opérateur, dont les
domaines contiennent C§°(2), auront le méme symbole de Weyl sur €2, et seront
donc égaux modulo régularisant. En particulier, le choix d’une extension auto-
adjointe est sans incidence sur le calcul fonctionnel, au niveau microlocal.

3.2.1 Cas non hyperbolique

Théoréme 3.1 Soit (Pi,...,P,) un tel systéme semi-classiquement compléte-
ment intégrable non hyperbolique, et Q1,...,Qn les opérateurs correspondants,
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définis ci-dessus. Alors il existe des symboles fi(h), ..., fn(h) ayant un dévelop-
pement asymptotique de la forme :

filh) = £ + nf® + n2f@ 4

et un opérateur intégral de Fourier elliptique U(h) tel que, microlocalement au
voisinage de m,

Vi=1,...,n, U_l(h)Ri(h)U(h) = fi(Q1,...,Qn) + O(h™).

Autrement dit, l’algébre A engendrée par les opérateurs Py, ..., P, est, 4 O(h™)
pres, symplectiquement conjuguée a l’algébre type Ao engendrée par les Q1, ...,
Qn- En outre, siles P, ..., P, sont formellement auto-adjoints, il existe un tel
U(h) unitaire.

Appliquant la formule de Taylor aux f;, on obtient immédiatement le

Corollaire 3.2 Avec les hypothéses du théoréme 3.1, il existe un OIF U(h)
(le méme), une matrice My, microlocalement inversible d’opérateurs pseudo-

différentiels qui commutent avec les Q;, et des constantes agk) €eC (k>1,
i=1,...,n) tels que, microlocalement au voisinage de m,

U (h)(Pr,...,P)U(R) = Mp(Q1 — a1(h),...,Qn — an(h)) + O(h™).
On a noté aj(h) =Y 1 4 hkaz(k)

Ces deux formulations seront généralisées pour une singularité quelconque en
section 3.2.2 (théorémes 3.5 et 3.6).

Démonstration: (du théoréme) n appliquant le théoréme 2.3 & ’algébre clas-

sique A, on obtient un symplectomorphisme ¢ et des fonctions f;o) telles que
sur un voisinage de 0, et pour tous 5 =1,...,n,

piow=F£"(a1, - )

On choisit alors un opérateur intégral de Fourier Uy(h) associé a la transforma-
tion canonique ¢; en conjuguant par Up(h), on se raméne ainsi au cas ot les P;

ont pour Symbole principal fJ(O)(ql, ey n)-

Posons F f (Ql, ..., Qp). Il existe un opérateur pseudo-différentiel
§- ) dordre 0 défini par:

. (0 1)
La condition de commutation des P; entraine:

(EQ FO 4+ mF, RO - mFY, RD] + w2 RV, R = 0.
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Comme [F]-(O),F,SO)] = 0, car les (); commutent, on obtient en prenant les sym-
boles principaux :

vik LA, e = {72, r Y. (10)

Premiére étape: on cherche un opérateur pseudo-différentiel V elliptique et
des Fj(l) e Ay tels que:

Vi, VIRV =F" +hFY +0n?),
c’est-a-dire :
Vi, (F+hRMV =VEY +VEY +0(h?),
ce qui s’écrit encore:
vj, [F",V]=hVE" — ROV + 0h2).

les deux membres sont des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 1 donc en
passant aux symboles principaux, chercher V revient & intégrer les équations de
transport suivantes:

vi, {0} =iV — ),
Posons v = ¢*; on a {f,v} = iv{f,d}; il suffit donc de résoudre:
vja {f](O)ad}:fj(l)_r_gl)a

ol bien-siir, on cherche toujours f;l) fonction des q1, ..., g,. Or on sait résoudre
un tel systéme par le corollaire 2.12, grace a la propriété (10).

On pose maintenant Fj(l) = f;l)(Ql, ...,Qn), et on choisit pour V un opé-
rateur pseudo-différentiel quelconque de symbole principal v, ce qui résout la

premiére étape. On note RrR?

> le nouveau reste, défini par:

py— gO 4 e p2p@
VPV =F" +hF + bR

Utilisons comme auparavant I’hypothese de commutation des P;, mais cette fois
a lordre O(h?), pour obtenir:

vik {0, Dy = {72, rP)

Deuziéme étape: on cherche un opérateur pseudo-différentiel C et des Fj(z) €
Ao tels que:
Vi,  (I+hC) W IRV +hC) = F® + hF) + B2F® + 0(h%),
ou encore:

i, (h2RY +h[F",C)) — 12F® = B*oF® — *RY'C — RF], 0] + O(h?).
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Le second membre étant O(h3) dans son ensemble, il suffit de résoudre:
0 2 2
(et = 17 =,

avec toujours f]@) fonction des gx. La encore, le théoréme 2.5 fournit une solu-
tion. On choisit alors un opérateur pseudo-différentiel de symbole principal ic
et on pose Fj(2) = f;Z)(Ql, ..., Qn), ce qui termine l'étape 2.

Enfin, cette étape se répéte par récurrence, et pour tous N € N on obtient
des fonctions f](o), ... ,f](N) dans Aj et des OPDs C4, ..., Cn tels que, en posant

Uy =V({I +hCy)---(I+hNCy),
on ait, microlocalement :
Vi, Uy'PUN = (57 + s+ b F)(Qu- ., Qn) + OB,

11 suffit alors de passer & la limite pour finir la démonstration.

Si maintenant on suppose que les P; sont formellement auto-adjoints, alors
les symboles totaux sont réels. Lors du choix de Uy et de V on peut facilement ob-
tenir des opérateurs unitaires (modulo ~A*). Pour la deuxiéme étape, on procéde
comme suit: on choisit un opérateur pseudo-différentiel formellement autoad-
joint C de symbole principal ¢ (c est réel). Puis, au lieu de conjuguer par 1'opé-
rateur elliptique I + hiC comme & 1’étape 2, on utilise la transformée de Cayley

W = ffzgﬁ W est unitaire, et comme W = I+ihC'+O(h?) = I+hC+O(h?),
il convient aussi bien pour la résolution de ’étape 2. En conclusion, on a loisir ,
dans ce cas, de choisir un opérateur intégral de Fourier U(h) unitaire (modulo

h*), ce qui termine la démonstration. o

Remarque 1 : la premiére étape consiste a s’occuper du symbole sous-principal;
la deuxiéme traite tous les autres termes du développement asymptotique. Ce
schéma de démonstration est général, dés qu’on dispose d’analogues des théo-
rémes 2.3 et 2.5. Or, lorsque le systéme est purement hyperbolique, on sait faire
marcher le lemme de Poincaré 2.5. Par conséquent, dés qu’on dispose d’une forme
normale (par exemple en dimension 1, en vertu du lemme de Morse isochore
([6])), le théoréme 3.1 est encore valable. Cette remarque permet de retrouver
le théoréme 12 de [4].

Remarque 2 : on peut aussi utiliser ce schéma de démonstration pour avoir la
forme normale des (Pi,..., P,) dans un voisinage invariant d’une feuille régu-
liere du feuilletage lagrangien déterminé par I'application moment (p1,...,pn)-
En effet le théoréme d’Arnold-Liouville fournit un tel voisinage invariant €2 dans
lequel on dispose de coordonnées action-angle, c’est-a-dire que 2 est symplecto-
morphe & un voisinage de la section nulle de 7*T™ de la forme T x D 3 (z,£).
Utilisant un opérateur intégral de Fourier associé a ce symplectomorphisme, on
est ramené au cas ol les P; agissent sur T" et ont des symboles principaux qui
ne dépendent que de &.
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Examinons maintenant les équations de transport: elles vont consister &
résoudre des systémes du type

da
{&,a} =rj, cest-a-dire — =r;.
? 7 ax]

Or les rj = rj(z, ) vérifient la bonne condition de fermeture:

{&: e} = {&k> i}

qui n’est autre que d;r = 0, ou r est vue comme la 1-forme ridzy +- -+ +rpdz,.
Cette condition assure qu’on peut toujours intégrer ces équations localement.
Par contre, pour un résultat global sur les tores horizontaux, il faut [r] = 0 dans
HY(T™ x {¢}). Autrement dit, on sait résoudre dza = r — [r], ou encore:

{éjaa} =Tj— [T]j,

ou [r;] est la moyenne de r; par rapport & z;, et ne dépend que de &.

On retrouve ainsi le résultat mentionné en introduction sur les coordonnées
actions-angles semi-classiques réguliéres :

Théoréme 3.3 ([3, 2]) Soit (Py,...,P,) un systéme semi-classiquement comp-
letement intégrable, et Q0 un ouvert invariant de coordonnées actions-angles ré-
guliéres. Alors il existe un opérateur intégral de Fourier U(h) (unitaire si les P;
sont formellement auto-adjoints) et des symboles

£50) = £7 + hfi B2 4
tels que, sur €,

Vji=1,...,n, U'P,U= fj(h)(D1,-..,Dy) + O(h™).

Les Dj sont les opérateurs %% sur le tore T™.

3.2.2 Cas général

On veut maintenant s’affranchir des restrictions imposées sur le type de
la sous-algébre de Cartan de la singularité. Il faut pour cela trés légérement
affaiblir la forme normale souhaitée, comme on 1’a fait pour le théoréme 2.6.
L’objet semi-classique qui va intervenir de fagon naturelle est le commutant
microlocal des @) :

Cq = {P(h) € £,Y], [P,Q;] = O(h™)}.

Comme en section 2, on note Cy le commutant classique, dont les propriétés ont
été décrite par la proposition 2.2:

Cq={f € C=,Vj, {f,q;} =0}
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Il va nous permettre de décrire Cg complétement, en terme de symboles de
Weyl :

Proposition 3.4 Cg est une algébre de Lie commutative, composée exacte-
ment des OPDs de la forme Op™ (p(h)), tels que le développement asymptotique

p(h)(z, &) ~ > hFpy(x,€) vérifie:
Vk, pi € Cq.

On a vu en section 2 qu’en présence d’éléments hyperboliques Cj était stric-
tement plus grand que ’algébre fonctionnellement engendrée par les q1,-..,qn
(proposition 2.2. Il en est donc de méme au niveau quantique. Le théoréme de
formes normales 3.1 se généralise alors en remplacant par Cq l’algébre d’OPDs
fonctionnellement engendrée par les @ :

Théoréme 3.5 Soit (P, ..., P,) un systéme semi-classique complétement inté-
grable, avec une singularité non dégénérée de type quelconque, et Q1,...,Qn, les
opérateurs différentiels correspondants. Alors il existe un opérateur intégral de
Fourier elliptique (et unitaire si les P; sont formellement auto-adjoints) U(h),
et des opérateurs pseudo-différentiels F; dans Cq, tels que, microlocalement au
voisinage de m,

Vj, UT'P,U = Fj+ O(h™).
Quant au corollaire 3.2, il se généralise de la méme facon :

Théoréme 3.6 Avec les méme hypothéses que le théoréeme précédent, il existe
un opérateur intégral de Fourier elliptique (et unitaire si les P; sont formellement
auto-adjoints) U(h), une matrice microlocalement inversible My, d’opérateurs

pseudo-différentiels appartenant a Cq, et des constantes ag-k) €eC(j=0,...,n
et k € N) telles que, microlocalement au voisinage de m,

U_I(Pla cee aPn)U = Mh-(Ql - al(h)a Tt aQn - an(h)) + O(hoo)'

On a noté aj(h) =3 4> ag-k)hk.

0)

a0 est égal o la valeur de l'application moment au point critique m. On

L . . 1
pourra supposer, comme on l’a fait jusqu’a maintenant, que a® = 0. Les 045- )
se décrivent a l'aide des valeurs en m des symboles sous-principaux r; des P;
par:

oY) = —M~1(0).r(0),
ot M est la matrice de fonctions donnée par le lemme 2.14).
Remarque 1 : o9 et oY) sont définis de facon intrinséque par les opérateurs

Pj, c’est-a-dire indépendemment de I’OIF U choisi. Il semblerait raisonnable
de penser qu’il en est de méme de tous les termes de la série. Un argument
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en faveur de cette affirmation est que ayp peut étre vue comme la monodromie
des solutions du systéme pseudo-différentiel Pju = 0 (voir [17]). Nous espérons
pouvoir détailler cela dans un travail ultérieur.

Remarque 2 : c’est ici le théoréme 3.5 qui est un corollaire immédiat du théo-
réme 3.6. Aussi, on ne démontrera que ce dernier.

Démonstration: commencgons par expliquer la proposition 3.4. Elle se découpe
en plusieurs lemmes, dont on se resservira pour la preuve du théoréme.

Lemme 3.7 Si f € C,, alors Op" (f) € Cq.

Ce lemme n’est pas évident a priori, car on ne connait pas de bonne régle de
quantification qui transforme le crochet de Poisson en crochet de commutation
des opérateurs. Pour la régle de Weyl, on controéle malgré tout bien la situation
grace a la formule de Moyal: si A et B sont les quantifiés de Weyl des symboles
a et b, on a, formellement :

avec

On obtient en général :

owen(14, B) = 7 ({a,b} + O()

Dans notre situation, le fait que g; soit quadratique implique que pour tous
k > 3 et pour toutes fonctions f,

fDFg; = 0.

On dispose donc d’une regle de quantification “exacte”, au sens ot :

owen([09™ (1), Q4]) = 7 ({F,5} + O(h))

ce qui prouve le lemme. o

Montrons maintenant la commutativité :

Lemme 3.8 Si F et F' sont dans Cg, alors

[F, F'] = O(h%).

Démonstration: on a le résultat microlocalement en dehors des axes de co-
ordonnées, puisqu’on dispose dans ces régions de coordonnées actions-angles
réguliéres, ce qui permet de se ramener au cas @; = %%. Un OPD qui com-
mute avec ces opérateurs est un opérateur “a coefficients constants” (sur un
tore), et deux tels opérateurs commutent.
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[F,F'] est donc un OPD microlocalement O(h®) en dehors des axes. En
d’autres termes, son symbole de Weyl est O(h™) dans ces régions; ce symbole
étant régulier au voisinage de 0, cela implique bien-siir qu’il est O(h®) partout,
ce qui donne le résultat. O

La proposition 3.4 se démontre alors facilement : si p ~ 3 piph* avec py € Cy,
il est clair d’aprés le lemme 3.7 que Op" (p) € Cq. Cela résulte de la formule

Op" (p) =D _ h*Op" (pr) + O(h™).

Réciproquement, soit p(h) € Cg et p ~ > prh¥ son symbole de Weyl. D’aprés la
preuve du lemme 3.7, [P(h), Q,] a pour symbole de Weyl le crochet de Poisson
(car g; est quadratique!):

{p,qj} ~>_ W {pk, g5}
Par unicité du développement asymptotique, pour tous &, 7, {px,q;} = 0, d’ou
le résultat. %

Remarque : on a utilisé ici I'unicité du développement asymptotique du sym-
bole de Weyl, mais I’écriture d’un opérateur pseudo-différentiel P sous la forme
S>> h¥P; n’a rien d’unique!

Venons-en enfin & la preuve du théoréme 3.6. Elle suit toujours le schéma
de celle du théoréme 3.1: par le lemme 2.14, on peut choisir un OIF U qui
nous permet de supposer que les P; ont des symboles principaux f; vérifiant au
voisinage de 0,

(fla"'afn) :M'(qla"'aqn)-

M étant une matrice de fonctions commutant avec les g, une application du
lemme 3.7 nous fournit une matrice My d’opérateurs pseudo-différentiels qui
commutent modulo O(h™) aux Qy, et telle que:

(Pr,...,P) = MO (Q1,...,Qu) + h(Ry,...,Ry).

M(O).(Ql, ...,Qn) est un vecteur de n OPDs commutant avec les Qg, et qui
commutent donc entre eux deux-a-deux (modulo O(h*°)) d’aprés le lemme 3.8.
L’hypothese de commutation des P; assure donc:

{firi} = A{Fjri}-
La premiére étape consiste a chercher M) et 045-1) et un OPD V tels que:

VP, .. POV = (MO 4 MDY Q) — hel?, ..., Qn — halD) + O(R2).

Ce systéme se réécrit en:

[Z MY Qv
k=1

k=1 k=1
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ce qui méne aux équations de transport :
~o0, NS, 0, 0)
. 1 0) (1
{F0y =iv | Y milar =D mylay) —rj ).
On sait résoudre ce systéme grace au corollaire 2.13, avec nécessairement

vi, Y m{0)al) = —r;(0),
k=1

autrement dit o{') = —M~1(0).7(0). En quantifiant les mﬁ) par le lemme 3.7

on obtient une matrice ’OPDs M) commutant avec les Qj et qui résout le
probléme modulo O(h2).

Les étapes suivantes se résolvent de la méme facon. o
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