UNE IDENTITE ENTRE COEFFICIENTS BINOMIAUX

par Roland Bacher

Létude du systeme de racine A, (cf. [1]) suggere les identités suivantes qui semblent
nouvelles:

THEOREME 1.
> (ST = X P = X (1) ()
pourtout(n k) € {1,2,...} x {1,2,...}.

THEOREME2. — Pour(n, k) € {1,2,3,...} XZ on a égalité entre les quatre nombres
suivants :

aln k)= 32 () (1),

b(n k) = (=)™ () (A2,

enk) = 3 () () () (<D,

)= 3 () () () (T ().

Pour n, k € N on définit le coefficient binomial ( ) par

ny _ n! _ n(n=1)---(n—k+1)
(0) = A(n—k) ]
et on étend cette définition par () = w pourx € Cetk € N.

Nous résumons les propriétés utilisées des coefficients binomiaux dans la

PROPOSITION 1.

(i) Pour k > 0 entier, (i) est un polynéme de degré k en x. Son coefficient
dominant est égal a %

a (}) =(,",) pour0 < k < n entiers,
i) () = (=1)*(**%~") pourx € Cetk € N,
k

@ > (5) (7)) = (1) pourx, y € Cetk € N.
i=0



Preuve. — (i)--(iii) sont laissés au lecteur. Pour (iv) on remarque que si x et y sont
des entiers positifs, alors les deux cotés de (iv) dénombrent les choix de k objets parmi

x+y. On étend ensuite par analyticité a x, y € C. QED
ProrosiTiOoN 2. — Pourl < k, n entiers on a
! s+t (n+1\ (n+1—s\ (k+s—1\ (k+t—1) _ 1n+1 k n+0\2 (k—n—2—1
S EDH I () () = 0 S (HY ().
LEMME 1. — %Zr = k() = ()K" ") pour keN et reZ.

On a donc en particulier

k —
ek = (DR e

Preuve. — C’est un petit calcul laissé au lecteur.

LEMME 2. — (dd—;k (ljﬁf_l) l(x=e1) = (=1 (" .

Preuve.
ax i =2 () () (= 0r0)

= 5 () (i) st ) (k= () () =00
i
En posant x = —1 tous les termes sauf le terme avec i = [ sont nuls et on obtient
donc

() (00 ("7) o) (G=2(Z0) ) = () 0 (1) Mg

ce qui prouve le lemme (apres simplification). QED

Preuve de la proposition 2. — Considérons

_ adk dk L dyntl _ db db RS (el (ntl—sy 11
Alxy) = faar s+ = T ax tzo( (T )
S, =
Comme k > 0, les termes correspondants a s = 0 et ¢t = 0 sont zéros et en utilisant le
lemme 1 on obtient

n+1
A y)= X (")) EDER(RT) SR DR S

st=1

ce qui montre que

A(=1,—1) = (kD2 3 (=1)H (M40) (1) (ke (e

s, =1

est égal a (k!)? fois le coté gauche de la proposition 2.
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D’autre part, en appliquant la régle de Leibnitz & i —ir (xy+x+y)"*!, ona

k k
Alxy) = g ar (g y (ot xy) ™)

—i
;;k—l (xy—{—x—l—y)”"'l))

() (07 5)

((k D) (xyx-y) IR (1) K 1))

On a donc

k
Alx, 1) = ﬁ(g

> ()(=0'2(7) =)
(Ge=Di(e) (=111 (1)1 ) )

k k= Y .
= k% e (U5 (2 (G0 T D)
=0

Par le lemme 2 on a

ALY = BB (07 (02)
= =) S (1) )

(T ()

ce qui démontre que A(—1, —1) est aussi égal a (k!)? fois le coté droit de la proposition 2
et termine donc la preuve. QED

M=

Il

(kD2 (=1)"*!

N
Il
o

Preuve du théoréme 2.

(1) Ona
an k) =3 ()° (7 = () 5 () (e
G M N iy - )

T oemr) = X ()TN (D)
= 2 ()T ) e (Y
:”(_n,k)

ce qui prouve les égalités a(n, k) = b(n, k) et c(n, k) = d(n, k).
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(2) Pourn=1,2,...ona
a(n,0) =3 ()" (1) = )7 G2)+() G
1+(_1)n—1(—(—1)+(n—1)—1) =1+(=1)""!,

n—1

d(n,0) () () R O

n+l-—s

N (CZ ()
S0 (H)) (1 (=0) = )

I Il

Il
/N N

ce qui prouve que a(n, 0) = d(n,0) = ¢(n,0) pourn =1,2,....

(3) On remarque que pour n > 1 entier, a(n, k) et ¢(n, k) sont des polyndmes de
degré < n—1lenk.

(4) Fixons maintenant un entier k > 0 et posons

al) =3 () ().

On vérifie sans difficultés que a(x) est un polynome de degré 2k en x dont le coefficient

dominant est ﬁ De plus, on a a;(0) = 0 et ax(n) = a(n, k) pour n > 0 entier.

D’autre part, toujours pour k un entier positif fixé, posons
n
_ k— k—
o) = 35 (T () (D ()

Alors ¢ (x) est aussi un polynome de degré 2k en x (les termes pour lesquels s+¢ > 2k sont
nuls). Son coefficient dominant provient du terme avec s = t = k et vaut donc ﬁ On

vérifie que ¢ (0) = 0 et qu'on a cx(n) = ¢(n, k) pour n > 0 entier.

(5) Soit encore k > 0 un entier fixé. Légalité a(n, —k) = b(n, —k) implique
a(n,—k) = (—=1)"a(n, k) ce qui démontré que (—1)" 'a(n, —k) est égal a la valeur
ar(n) du polyndome ay(x) introduit ci-dessus.

Toujours pour un entier k > 0 fixé, posons
k
- N2 (k—x—2—1
() = X (7)° (7).
=0
On vérifie aisément que ¢ (x) est un polyndome de degré 2k en x dont le coefficient domi-
k k
nant vaut # Onadci(0) = 3 (k;Efl) = S (-1)k! (kl_l) = 0. De plus, la proposition

@
=0 =0
2 montre quon a c(n, —k) = d(n, —k) = (—1)""'é(n) pour n > 0 entier.
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(6) Montrons a(n, k) = ¢(n, k) par récurrence sur n.

Le point (3) montre que a(1, k) et ¢(1, k) sont des polynomes de degrés 0 en k. Le
point (2) implique que ces polyndmes sont égaux et on a donc a(1, k) = b(1, k) pour tout
k€Z.

Supposons maintenant a(i, k) = c(i, k) pour tout (i, k) € {1,...,2n—1} X Z. Par
hypothese de récurrence, pour j > 0 entier, les deux polynomes a;(x) et ¢;j(x) définis au
point (4) prennent les mémes valeurs pour x = 1,2,...,2n—1. De plus, ces polyndmes
s’annullent en 0, sont de degré 2j et ont méme coefficient dominant. Ceci montre qu’ils
coincident pour j < n (car ils sont de degré < 2n, prennent les mémes valeurs sur les
2n points distincts 0, 1,..., 2n—1 et ont méme coefficient dominant). Comme a(m, k) =
ax(m) et c(m, k) = cx(m) pour k, m > 0 entiers, on aura aussi a(2n, j) = ¢(2n, j) et
a(2n+1,j) = c¢(2n+1, j) pour j = 1,2,..., n. Le méme raisonnement utilisant les po-
lynomes a;(x) et ¢j(x) montre qu'on a également a(2n, j) = c¢(2n, j) et a(2n+1, j) =
c(2n+1,j) pour j = —n, —n+1,..., 1. Le point (2) montre qu’on a aussi égalité pour
j = 0 ce qui montre que a(2n, j) = c¢(2n,j) et a(2n+1,j) = c(2n+1,j) pour j =
0, £1, £2,..., £n. Comme a(2n, j) et ¢(2n, j) (respectivement a(2n+1, j) et ¢(2n+1, j))
sont des polyndmes de degré 2n—1 (respectivement 2n) (voir point (3)) qui prennent les
meémes valeurs sur les 2n+1 points distincts 0, £1, £2,..., £n, ils sont égaux. On a donc
a(i, k) = c(i, k) pour tout (i, k) € {1,...,2n+1} X Z ce qui termine la preuve. QED

Preuve du théoréme 1. — Le premier terme du théoréeme 1 est égal au nombre
a(n, k) du théoreme 2. Le terme du milieu vaut ¢(n, k) car

p{COTCS M G TRV o1 63 [Co b o Wissbub

|
M=

"D
"D )
La proposition 2 montre que le dernier terme du théoréme 1 est égal a (—1)"~'d(n, —k).

Le théoreme 2 (a(n, k) = c(n, k) et (=1)" d(n,—k) = (=1)""'b(n, —k) = a(n, k))
termine la preuve. QED
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Je remercie Pierre de la Harpe et Jacques Helmstetter pour leurs corrections
et suggestions.
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