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Abstract

Our main result is that the complexity of computing linear projections of
an equidimensional, but non necessarily reduced, curve C in P%, (or equiva-
lently the degree-complexity of the Grobner basis computation for elimina-
tion orders) has its maximal value, namely Bayer’s bound my, if and only
if the smallest linear subspace containing C is a plane. If this is so, mg co-
incides with the degree of C and with the degree-complexity of the reverse
lexicographic ordering.
Introduction

Soit K un corps algébriquement clos et soit I un idéal homogeéne de ’anneau
de polynémes & n+1 variables K[Xy,..,X;| définissant un sous-schéma V de
P% . On sait que le calcul de la projection de V sur P%!=Proj K[Xpn.r+1;-- Xn),
1<r<n, se raméne 3 celui d’'une base de Grobner minimale de T pour un
ordre multiplicatif (n-r)-séparant quelconque sur les monoémes en Xg,. .., Xy;
voir définitions ci-dessous. L’expérience montre que la complexité du calcul
d’une telle base, mesurée par le degré maximal des polynémes qui y fi-
gurent, dépend fortement de 'ordre (n-r)-séparant choisi et qu’elle dépasse
en général strictement celle du calcul d’une base de Grobner minimale de I
pour lordre lexicographique inverse. Bayer et Stillman ont fait apparaitre
le role joué par un invariant cohomologique, la régularité, dans ces inégalités

([3], [4])-
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Toutefois, si I est saturé (i.e. si c’est le plus grand idéal définissant V),
la complexité des différents calculs précédents peut atteindre l’entier my,
dépendant uniquement du polynéme de Hilbert de I, borne universelle de
la complexité du calcul de n’importe quelle base de Grobner de I, obtenue
auparavant par Bayer dans [1].

Dans ce travail, nous nous intéressons principalement au cas ou1 la dimen-
sion de V est un et ou I'idéal I est équidimensionnel (i.e. tous les idéaux pre-
miers associés a I sont de méme hauteur), mais non nécessairement radical.
L’entier my est alors supérieur ou égal au degré de V. Nous montrons (th.2)
que si V ne rencontre pas le sous-espace X;,.1 =X; =0 -nous disons que les
variables Xj,...,X, sont commodes pour V- la borne my est atteinte pour
un ordre multiplicatif quelconque vérifiant X; >X, 1 et X; >X,, , 0<i<n-2,
si et seulement si V est un sous-schéma d’un plan de Pj. Ces inégalités
étant satisfaites par I’ordre lexicographique, par les ordres d’élimination et
par l'ordre lexicographique inverse (voir ci-dessous), la complexité de ces
différents ordres est alors la méme. Il se trouve qu’elle coincide avec le degré
de V et la régularité de I.

Par ailleurs, un exemple (ex. 3) d’une courbe intégre, arithmétiquement
intersection compléte dans P%. montre que la complexité du calcul de la
projection d’une courbe qui n’est pas contenue dans un plan peut dépasser
strictement son degré, méme si ’ordre utilisé est un ordre d’élimination. Il
suffit, par contre, qu'une courbe intégre de P} soit définie par des équations
binomiales pour empécher ce dépassement (th. 3).

Nos démonstrations sont basées sur une démonstration combinatoire
élémentaire des inégalités de Bayer [1] et Moller-Mora [10], spécifique a la
dimension un. C’est 1'objet du &1. Les énoncés précédents sont démontrés
aux &2 et 3.

Nous rappelons maintenant quelques définitions et résultats classiques
et nous fixons quelques notations qui seront utilisées dans toute la suite.

Pour tout polynéme f # 0, f=Y coX® € K[X] :=K[Xj,...,Xn] on note
expf le plus grand a pour 'ordre > tel que ¢, # 0 et on pose inf =
Cexp 1 XP /. Pour tout idéal homogene I#£(0) de K[X], 'ensemble

expl exp f + Notl

= U
fen{o}

est stable par I'addition de N**!. On dit que c’est un E-ensemble. Tout
E-ensemble posséde une unique frontiére (i.e. une famille génératrice) de



cardinal minimal qu’on appelle son escalier. On désigne ’escalier de expl
par escl. On note D(E) (resp. D(I)) le degré maximal des éléments de
I'escalier d’un E-ensemble EC N**! (resp. escl).

L’ensemble {X%; a € escl} est un systéeme de générateurs minimal de
I'idéal monomial inl engendré par {inf; f € I\ {0}}. Une base de Grébner
de I pour 'ordre > est un ensemble fini de polynémes homogenes {g1,...,9:}
de I tel que {ingy,.. .,ing;} engendre inl. Si g1,...,g; est une base de Grobner
minimale de I, on a donc D(I)zlng?éct deg(gi )-

Quelque soit I'ordre considéré, la valeur en s€ N de la fonction de Hilbert
H; d’un idéal homogeéne 1 est

HI(S):#{QENn+1\epr; |a|:a0+"'+an:s}.

La régularité H(I) de Hj est le plus petit entier & partir duquel la valeur
de la fonction de Hilbert coincide avec celle du polynéme de Hilbert Pj.
On désigne le degré d’un sous-schéma V de Py par degV et son genre
arithmétique par p,. Si la dimension de V est d-1,on dit que les variables
Xo,. . -,Xp sont commodes pour V si V ne rencontre pas le sous-espace de Px
défini par X, g4+1= ...=Xp=0.

Un ordre multiplicatif > sur Iensemble des mondémes de K[Xj,...,X;]
identifié avec N°t1 est (n-r)-séparant (1<r<n) s’il vérifie la condition sui-
vante:

Vo € NUHIT A\ [0} et VB € N\ {0} : (e,0)>(0,0).

L’ordre lexicographique (« > 3 si la premiére coordonnée non nulle de
a — [3 est positive) est (n-r)-séparant pour tout r, 1<r<n. Par contre, pour
tout r, 1<r<n, l'ordre lexicographique inverse (@ = (ag,...,an) > 0 =
(Boy---sPn)silal=ag+-+an> |8l =Fo+ -+ Pn, ousi|a| =|F] et la
derniére coordonnée non nulle de a— 3 est négative) n’est pas (n-r)-séparant.

Pour tout r, 1<r<m, le (n-r)-ordre d’élimination (o = (aog,...,n) >
B = (Bos---,Pn) siag+---+anr>PFo+ -+ Por,0ousiag+---+an, =
Bo + -+ + Bor et @ > [ pour lordre lexicographique inverse ) est aussi
(n-r)-séparant.

Si Vordre est (n-r)-séparant, les polynomes d’une base de Grobner de
I qui ne dépendent que des variables X; r11,..,Xn, forment une base de
Grobner de INK[Xpr41,..,Xn]| pour l'ordre induit, en particulier un systéme
de générateurs.



1. Les inégalités

Théoréme 1 Soit I7(0) un idéal homogéne (resp. saturé) de K[ Xy, ..., Xy]
définissant une courbe ( non nécessairement réduite ) C de P%. Si les
variables Xy, ..., X, sont commodes pour C, pour tout ordre multiplicatif
vérifiant X;>Xp 1 et Xi> X, , 0<i<n-2, on a D(I)< max {H(I), my} (resp.
D(I)<my), ot my= %w+1—pa.

La démonstration du théoréme comporte plusieurs étapes préliminaires.
Tout d’abord, on décompose N**+1\expl en la réunion disjointe d’un ”cylin-
dre” ayant pour base le complémentaire d’un E-ensemble dans N™! x (0,0) et
pour directrice (0,...,0) xN?, et d’une partie "résiduelle” R, et on exprime le
polynoéme de Hilbert de I comme une perturbation du polynéme de Hilbert
de Iidéal monomial I tel que Notl \expf se réduise a la partie cylindrique de
Not1\expl (lemme 1).

On majore ensuite D(T), la régularité de la fonction de Hilbert de Tetle
genre arithmétique de la courbe C de Pk, de méme degré que C, définie par
T en fonction du degré de C (lemme 2).

Puis on examine les perturbations apportées au genre arithmétique et a
la régularité de la fonction de Hilbert de I par la présence de R (lemme 3).

Enfin, on exploite une remarque élémentaire sur les escaliers de N, pour
déduire du lemme 3 une majoration du degré de certains éléments signifi-
catifs de expl (lemme 4).

Soit p: N*t1 — N1 la projection p(ag,...,a,) = (ag,...,, 2).
Remarquons d’abord que p(expl N [N*~! x (0,0)]) et p(expl) sont des E-
ensembles de N"~! emboités.

Pour tout j, 0<j<n-2, il existe un entier positif r; tel que X;j €in . En
effet, puisque les variables Xj,..., X, sont commodes pour C, pour tout j,
0<j<n-2, il existe un polynéme homogene non constant & coefficients dans
K[Xn-1,Xn], X;j—I—Ale;j e -+Ajrj , qui est dans I. On vérifie par récurrence
sur vy = a4+ [ qu’on a XJ7>Xﬁ_1Xg pour tout j#n-1,n en utilisant le fait que
lordre est multiplicatif et que X;>Xp_ 1, X,.

I1 en résulte que

N1\ p (expl) et F:= p (expl) \ p (epr N [N“'l X (0,0)D



sont des sous-ensembles finis de N*"! et on a la partition
N \expl = { [N*!\p (expl)| x N} UR

oll R= Y, {a x [NP\E,]} avec Eq={(an—1,n) € N*;(a, a1, 0,) Eexpl}.

Par définition de F, si & €F on a E, # 0 et E, # N et cest un E-
ensemble de N?. Nous désignerons par H(E,) ou régularité de E, (resp.
H(R) ou régularité de R) le plus petit entier s & partir duquel

# {(anflaan) € N2\Ea; ap 1+ o, = S} (resp. #{ﬂ € R; |ﬁ| :S})

est constant et par degE, ou degré de E, (resp. degR ou degré de R) la
valeur de cette constante.
On en déduit immédiatement 1’inégalité

H(R) <max {| a | +H(E,)} (x)
a€cF
ainsi que le

Lemme 1 Soit I l’idéal de K[ Xy,..., Xy engendré par X%, a €p(ezxpl). On
a Pi(T)-Py(T)=degR=3" oc pdegEs.

Lemme 2 Soit C la courbe de P% (de méme degré que C) définie par l’idéal
I ci-dessus. On a P3(T)= > (T+1-| a |) et les inégalités:
a€N1\p(ezpl)

(i) D(I) <degC.
(ii) H(I) <degC-2.

(iii) 0 < pg < %W 0l Pa est le genre arithmétique de C.

ﬁg: (degC-])g(degC-?)

De plus, si et seulement si il existe i, 0< 1 <n-2, tel que

T=(Xp, ..\ Xit, X7 X1, Xns).

Démonstration. Pour s3>0, le nombre de points du réseau Z"t! de degré s

dans le cylindre N*+!\expl est > (s4+1-] a |). D’ou le calcul de
a€N-1\p(expl)

P-. En particulier, deg(?z #[N""1\p (expl)] et pour tout @ € N*"1\p(expl),
on a | a |<degC-1. D’otr (i) et (ii).



On déduit aussi de I'expression de P+(T) que

Pa = 1+ Z (|a|—-1)= Z | o | —(degC — 1).

aeNn+1\expl aeNn+1\expl

Si <o <. . .<o deglo1 sont les éléments de N““\expf rangés par or-

dre croissant pour un ordre multiplicatif gradué (par exemple lordre le-

xicographique inverse), on a | ¢; |<i. D’ou > |a| < % .
a€No+1 \expl

D’ou (iii) et la caractérisation du cas d’égalité.

Lemme 3 On a les inégalités 0< pg-pe <my-degC. De plus, ou bien H(I)
et H(R)<degC-2, ou bien H(I)=H(R)>degC-2.

Démonstration. L’encadrement de p,-p, est une reformulation de la majo-
ration de p, obtenue au lemme 2 et de I'inégalité degR >0. La deuxiéme
assertion est une conséquence immédiate de I'inégalité (ii) du lemme 2.

Lemme 4 Soit a = (a,...,an) €expl tel que (an_1,0n)€ escEyqy. Si
(an_1,00) # (0,0) ou si acescIN/N"1 x (0,0)] et p(a)¢esc p(expl), alors
R #0 et on a:
(i) |a| <maz{degC-1, H(I)+1}, si H(R) :rrg?a:{\ a| +H(E,)}.
o

(i) |a| <mo, si H(R) <mag {| a| +H(Eq)}.

La démonstration de ce lemme utilise la remarque suivante:

Remarque. Soit E un E-ensemble de N? non vide et distinct de N°. Si H(E)
est sa régularité, degE son degré et D(E) le degré maximal des éléments de
I’escalier de E, alors

(i) #{a € N°\E ; | a |= H(E)-1} est strictement plus petit que degFE si et
seulement si l’escalier de E n’a qu’un seul élément. Dans ce cas, D(E)
= degE et H(E)=D(E)-1.

(ii) Si l'escalier de E se compose de plus d’un élément, alors D(E)<H(E).



Démonstration du lemme 4. Supposons d’abord que (ay,_1,05,)#(0,0). Alors
p(a)€F, ap_1 + ap, <H(E,)+1 et |a|§m€an {| @ | +H(Ey)+1}, d’apres la
6]

remarque ci-dessus.

Puisque H(R)<max{degC-2, H(I)} d’aprés le lemme 3, si on se trouve
dans le cas (i) on a fini.

Dans le cas (ii), d’aprés la remarque précédente, il existe ay €F tel que

| @ [ +H(Eq,) =max {| a | +H(Eq)},
a€F
Pescalier de E,, se compose d’un seul élément et degE,,=H(E,,)+1. Donc,
| a |[<| ap | +H(Eq,) + 1 =] g | +degEq,.

La réunion de {a € F; degE,=0} et de p(expl N [N*! x (0,0)]) est un
E-ensemble G contenu dans p(expl) et ap € (p (expI) \G):=Fp. On a

degR = Z degE, = Z degE, > degE,, + #Fo — 1.
acF a€Fg

D’ou compte tenu du lemme 3,
| ag | +degEq, < mg — [degC + #Fo— | ag | —1].

Or degC + #F¢ = # [N*!\G]. Enfin puisque oy € N*1\G, on a | ap |<
# [N-1\G] — 1. D’ou 'inégalite annoncée dans le cas (ii).

Supposons maintenant que a€escIN[N*!x(0,0)] et que p(a) ne soit pas
un élément de escalier de p(expl). Il existe a’€ N*1 x(0,0) tel que a’¢expl,
a€a’ + Nt |a’|=|a| —1 et p(a’)Ep(expl). Donc p(a’)EF. Si on se trouve
dans le cas (i), on a fini puisque

mez%x\ a |[<H(R) < max {degC-2, H(I)}.
(6]

Si on se trouve dans le cas (ii),

mea%x| a|<| ay | +H(Eqy,) =| ag | +degEq, — 1,
(07

ou ap est comme ci-dessus. On conclut en réutilisant la majoration déja
obtenue.



Démonstration du théoréme 1 (cas général). Tout élément de lescalier de I
qui n’est pas dans Pescalier de I satisfait les hypothéses du lemme 4. Puisque
0<degR <mp—degC (lemme 3), il résulte de I'inégalité (i) du lemme 2 et du
lemme 4 que D(I)<max{mg,H(I)+1}.

Supposons maintenant que D(I)>max{mg, H(I)}. Il existe alors un élé-
ment a=(q, ap—1, a,)€escl tel que |a|=D(I)=H(I)+1>my. Donc, d’aprés
Pinégalité (i) du lemme 2, a satisfait les hypotheéses du lemme 4 et H(R)=
max {] | +H(Eq)}. De plus compte tenu du lemme 3, on a H(I)=H(R).

Supposons que a¢ N*1x(0,0), alors a:=p(a)€F et (ay1,0n) est un
élément de 'escalier de E,. On a

H(I)+1 =] a |<| @ | +D(E,) <| @ | +H(Eqa) + 1 < H(R)+1=H(1)+1

d’ott a1 +an=D(E,)=H(E,)+1. On déduit alors de la remarque précédente
que degE,=ay.1 + ay d’ou degR > apn.1 + ay.

On vérifie que a n’est pas un élément de V’escalier de p(expl). En effet,
s’il en était autrement, d’apres (i) du lemme 2, on aurait | « |[<degC et

my+ 1 <HI)+1=|a|+an1 +an < degC + degR < my.

Tl existe donc oY) €F tel que a € o) + N*1 et | oY) |=| o | —1. Mais
le E-ensemble E ) est contenu dans E,, d’ou degE ) >degE,=ay.1 + ay
et degR >2(ap.1 + an)-

L’élément oY) n’est pas non plus un élément de Pescalier de p(expl). S’il
en était autrement, on aurait encore | ot |[<degC et

mg+1 <H(I) + 1 <[ oV | +2(an-1 + an) < degC + degR < my.

On construirait ainsi une suite infinie a, oV, a®,... d’éléments de F.
Mais c’est impossible car F est un ensemble fini.

Supposons maintenant que a€ N*-! x (0,0). Puisque a:=p(a) n’est pas un
élément de V'escalier de p(expl), il existe all) €F tel que | oV |=| | -1 et
a € aM4Nt OnaH(D)E| o) | +H(E 1)) <H(R)=H(I) d’ott H(E qu))=0.
I1 en résulte que l'escalier de E ) n’a qu’un seul élément, (ag)l, agl) ), et que
degE ) :agl_)l + al(ll) =1.

Soit a(l):(a(l),al(ll_)l, ag)). Puisque o) ¢ N'1x(0,0) et | oV |=
H(I)+1, le méme raisonnement que ci-dessus montre que il existe une suite
infinie V), o? ... d’6léments de F.



Démonstration du théoréme 1 (cas saturé). Sil est un idéal saturé, puisque
D(I)< max{H(I), my}, le résultat est une conséquence immédiate de la
proposition suivante:

Proposition 1 Si ICK[Xy,...,X,] est un idéal saturé de hauteur n-1, alors
H(I)<m0.

Démonstration. Supposons que les variables Xj,..., X, soient commodes
pour I. Puisque I est saturé, ou bien X, ou bien X;_; est non diviseur de
zéro dans K[X,...,X,] /I

Supposons que X, soit non diviseur de zéro dans K[Xo, ...,Xp] /I et mu-
nissons I’ensemble des mondémes de K[Xj, . ..,X,] de l'ordre lexicographique
inverse (si Xp-1 est non diviseur de zéro dans K[Xj,...,X,] /I, on échange
les roles de X, et Xp.1).

Si F=(), d’apres (ii) du lemme 2 et le lemme 3, on a H(I) < degC — 2 <
my.

Si F# (), puisque X, est non diviseur de zéro dans K[Xo, ..., X,] /I et
Pordre choisi est I'ordre lexicographique inverse, N"\expl est un cylindre
ayant pour directrice (0,...,0)xN, d’olt pour tout a €F, l'escalier de E, n’a
qu’'un seul élément de la forme (ap.1,0) et H(R) = max {| a| +H(Eqy) }=
max {| @ | +degEq-1} . Supposons que H(I) > my. Comme my >degC,
il résulte du lemme 3 que H(I)=H(R)>my. Soit a un élément de F tel
que | a | +degEy,-1=H(R). On a l'inégalité degE,+ | a |[>mo+1, d’ou
| @ |>degC + 1+ > degEy >degC + 1 d’apres le lemme 3. Par suite

o' eF\{a}
a n’est pas un élément de Pescalier de p(expl) et il existe a(!) dans F tel
que « appartient & o) + N1 et | oY) |= | @ | —1. Comme degE_ 1) >1,
on en déduit que | o) |> degC + 1+ > degE,, d'ot o)) nest

a’EF\{a,a(l)}
pas un élément de l'escalier de p(expl). On construit ainsi une suite infinie
a,a®) ... déléments de F, ce qui n’est pas possible. On conclut donc que
H(I)<m0.

2. Le cas limite

Les inégalités du théoreme 1 sont optimales comme le montrent les deux
exemples suivants:



Exemple 1 (cas non saturé). Soit I lidéal de K[X,X;,X2,X3] en-
gendré par {X3, X X, XoX2+X3, X3}. Cet idéal n’est pas saturé car X
et X3 sont diviseurs de zéro dans K[X]/I. On vérifie, en utilisant [5], que
B={X2%, X, Xg, XoX3+X3}, X3, XXy, XoX3?} est la base de Grobner réduite
de I pour l'ordre lexicographique et pour le 0-ordre d’élimination, et que

B’ = {xg, Xo Xa, XoX2+X3, Xoxfxg}
est la base de Grobner réduite de I pour ’ordre lexicographique inverse. On

constate que pour ces ordres D(I)=H(I)=m=5.

Exemple 2 (cas saturé). Soit I l'idéal de K[Xy,X;,X2,X3] engendré
par {Xo-X1, Xo X2, XpX;-X1X2}. Cet idéal est saturé mais il n’est pas
équidimensionnel car Xy est diviseur de zéro dans K[X]/I. On vérifie que

B = {Xo-X1, X1 Xo, X3}

est la base de Grobner réduite de I pour lordre lexicographique, le 0-

ordre d’élimination et ’ordre lexicographique inverse. On constate que

Dans les deux exemples précédents, si on désigne par C la courbe de P%
définie par I, on a l'inégalité D(I)>degC. Le théoréme suivant montre que
si I est équidimensionnel et la borne my est atteinte, alors D(I)=degC.

Théoréme 2 Soit ICK[Xy,...,X,] un idéal homogéne équidimensionnel
définissant une courbe (non nécessairement réduite) C de P. Si les vari-
ables Xy, . . . , Xy, sont commodes pour C, pour tout ordre multiplicatif vérifiant
Xi>Xp 1 et X;> X, , 0<i<n-2, les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) D(I)=my,

(b) mO:degC;

(c) C est contenue dans un plan de P ,

(d) il eziste i, 0<i<n-2, tel que inI=(Xp, ..., Xi;, X0 Xi 11, Xn-2).

Pour démontrer le théoreme on a besoin de la remarque et du lemme
suivants:

10



Remarque. Sous les hypotheses du théoréme 2, pour tout j=O0,...,n-2,
quegc € inl. En effet, puisque les variables Xg,...,X, sont commodes pour
C, pour tout j=0,...,n-2, il existe un entier positif r; tel que Xjrj € inl. LI’idéal
I étant équidimensionnel, il résulte alors de [7], &2, cor. 6 que pour tout
j=0,...,n-2, INK[X;,Xp.1,Xy] est un idéal principal. Le degré de la courbe
projective définie par cet idéal est au plus degC .

Lemme 5 Sous les hypothéses du théoréme 2, les éléments a=(ay, . .., an )€
expl considérés au lemme 4 vérifient l'inégalité stricte |a|<miy.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si degR = my-degC, alors
I’idéal T::(X—a)aEp(epr) est engendré par (Xo, - .- ,X?egc, ..., Xn2) pour un i,
0<i<n-2. Ceci résulte en effet immédiatement du lemme 2, puisque
my-degC= w - Pa et degR= D,-Pa, OU P, et p, désignent respec-
tivement le genre arithmétique de la courbe C définie par T et de C.

11 suffit de considérer le cas ou (ay—1,0,)7(0,0) auquel on se rameéne
comme dans la démonstration du lemme 4. Il résulte de ce lemme et de la
proposition 1 que |a| <mgy. Supposons maintenant que |a|=my.

Par hypothese, (an,l,an)EescEp(a). D’ou, F désignant l’ensemble fini
de N*! introduit au &1, p(a)€F et

Jaf =m0 < [p(@) D (Eye)) < [p(a) +H(Fpy)+1 <max {lo] + H(Ee)}+1.

Si 'inégalité (%) est stricte, on a observé au cours de la démonstration
du lemme 4 que le terme de droite dans les inégalités ci-dessus est majoré
par mg. Sinon il vaut H(R)+1. Mais alors H(R)>mgy-1>degC-1 et d’aprés
le lemme 3, H(I) et H(R) sont égaux. Or l'idéal I étant équidimensionnel,
H(I)<mgy d’apres la proposition 1.

Dans tous les cas, ces inégalités sont donc toutes des égalités. En parti-
culier D(E(,))=H(Ep(4))+1, d’ou U'escalier de E;,) n’a qu'un seul élément
(an—1,0m) et deng(a) =a0p-1+og.

I en résulte que |a|=my < |p(a)|+degR. Par ailleurs, d’apres le lemme
3, on a degR < my-degC, d’ou |p(a)| >degC. Si I'inégalité est stricte, p(a)
n’appartient pas & I’escalier de p(expl) d’aprés 1’assertion (i) du lemme 2.
Sinon, on a degR=mgy-degC et on a remarqué que tout o dans D’escalier
de p(expl) vérifie, ou bien |a|=1, ou bien («,0,0)€expl. Puisque p(a)€F,
ceci empéche encore p(a) d’appartenir a 'escalier de p(expl). Il existe donc
oY) €F tel que a:=p(a)e o) + N*! et | oY) |=| a | —1. Ici encore E
CE, et degE 1) >degEy=an.1 + an. Dot mg < a(1)+deg7€ et on conclut
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que oV n’appartient pas & Pescalier de p(expI). On construit ainsi une suite
infinie o, (1), o(?, ... d’éléments de F.

Démonstration du théoréme 2. (a)=(b) D’apres le lemme 5, si D(I)= myg,

Pescalier de I contient un élément de degré my. D’olt my <D(I). Or
D(T)SdegC d’aprés le lemme 2 et degC <mg d’apres le lemme 3.

(b)=(c) L’assertion & démontrer est indépendante de l'ordre choisi sur

les mondémes. On peut donc supposer qu’il s’agit de 'ordre lexicographique
inverse. Puisque mo-degCZW—pa, Pégalité (b) implique que
degR=0 et p,= w d’apres le lemme 3.
L’ordre choisi étant ’ordre lexicographique inverse, si F# () on a degR #0.
En effet, puisque X, est non diviseur de zéro dans K[Xo,...,X,]/I, comme
dans la preuve de la proposition 1, pour tout a dans F, I’escalier de E,, se
compose d’un seul élément de la forme (ay.1,0) #(0,0), d’ott degR >degE, >
0. On a donc F= d’ott inT=(X, ..., Xi.1,X 8 Xi 1,...,Xno), d’aprés (ii)
du lemme 2. Le résultat en découle immédiatement.

(c)=(d) Les variables Xy, . .., X, étant commodes pour C, inl est contenu
dans I'idéal (X, ..., Xp.2) et il existe i, 0<i<n-2, tel que les variables Xg, ...,
5(\1, ey Xp0,Xi,Xp.1,X, soient commodes pour le plan contenant C. Si J est
l'idéal définissant ce plan, on a donc inJ=(Xj, ... ,)/(\i, ..., Xp2)Cinl. D’ou
inl= (Xo,...,X},...,Xp2). Comme #N*1\p(expl)=degC, on a r=degC.

(d)=(a) Les polynomes de Hilbert de I et inl étant les mémes, on a py=
(degC-1)(deeC2) " 30t mo=degC. Puisque D(I)=D(inl)=degC, on a (a).

Remarque. L’équivalence de (b) et (c) ne fait référence & aucun choix de
variables, ni d’ordre sur les monémes. On peut la reformuler ainsi:

Proposition 2 Soit C une courbe ( non nécessairement réduite ) de P}

n’ayant pas de points immergés. Les assertions suivantes sont équivalentes:

. _ (degC-1)(degC-2
(i) po="0C ) (desC2),

(ii) C est contenue dans un plan de P, .

3. Le cas des courbes integres

Remarquons tout d’abord que si I est un idéal premier de K[Xj,...,Xy]
définissant une courbe projective C on a H(I)<degC-2, et si les variables
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Xo,.-,Xn sont commodes pour C et I'ordre choisi est I'ordre lexicographique

inverse, on a D(I)<degC. En effet, c’est vrai si R=0 d’apres le lemme 2. Si

R # 0 on a déja observé (proposition 1) que H(R):maﬁx {l| | +H(Eqy)},
ac

d’ott D(I)< max{degC, H(I)+1} d’apres le lemme 4 et (i) du lemme 2. Or
I étant premier, si regl désigne la régularité de I, on a H(I)+1<regl d’aprés
[1], I1.2.5, et regI<degC-1 d’aprés [8], th. 1.1, et le théoréme 2 ci-dessus.

Si Pordre choisi est 'ordre lexicographique ou un ordre d’élimination,
D(I) peut étre strictement plus grand que degC comme le montre 1’exemple
suivant:

Exemple 3. Soit I I'idéal de K[Xg,X1,X2,X3] engendré par
{X§+X3+X3X3, XF+X{Xo+X]} .

Cet idéal est premier d’apres 'algorithme de Gianni- Trager-Zacharias, et la
courbe qu’il définit est arithmétiquement intersection compléte. On vérifie,
en utilisant [5], que si 'ordre choisi est I'ordre lexicographique, alors D(I)=
43. Pour le 0-ordre d’élimination, on obtient D(I)=41.

Le théoréme suivant montre que si I est un idéal premier homogéne de
K[Xy,X1,X2,X3] engendré par des binomes (i.e. X* CX?, ou C est dans
K\{0}), pour ces ordres on a D(I)<degC.

Théoréme 3 Soit I un idéal premier homogéne de K[Xp,X1,X2,X3] en-
gendré par des binémes définissant une courbe C de P3. Si les variables
Xy, .., X3 sont commodes pour C, pour tout ordre 0-séparant vérifiant X;>

X, X3 on a D(I)<deyC.

La démonstration du théoréme utilise le lemme suivant:

Lemme 6 Soit I un idéal premier homogéne de K[X¢,X1,X2,X3] définissant
une courbe C de P%. Si les variables Xy,...,X3 sont commodes pour C, pour
tout ordre 0-séparant vérifiant X;>Xa, X3, l’escalier de p(expl) se compose
de deuz éléments, (e,0) et (0,r;), ou e est indice de ramification de la
projection I de C sur P%=Proj K[X;,Xs,X3] et r1 est le degré de II(C). De
plus X' €inl.
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Démonstration. On désigne par K[zg,z1,22,23] Panneau des coordonnées
homogenes sur C et par K(zg,z1,22,23) son corps des fractions.

L’idéal INK[X1,X9,X3] est engendré par le seul élément de la base de
Grobner réduite de I qui appartient & K[X1,X2,X3], qui est de la forme X}
FA X AL, ot AgL. AL, €KX, X3). Dot XU ginl et (0,r1) est
un élément de l'escalier de p(expl) et si K(z2,z3) est identifié & K(X2,X3),
alors T"'+A; T+ ...+ A, est le polyndme minimal de z; sur K(z2,73),
d’ou [K(z2,23)(z1):K(z2,23)] =r1.

Si f(T)=T®+B; T +...4+B. €K(z1,79,73)[T] est le polynome minimal
de zg sur K(z1,29,23), alors il existe Ce K[zg, z3] tel que Cf(T) soit un
polynéme & coefficients dans K[z1,z2,z3] et Cf(zg) =0. Il existe donc un
polynéme CX§+C1XE! +.. .4 Ce, ou Cy,...,Ce €K[X1,X2,X3], qui appar-
tient & I, d’ou (e,0) est un élément de p(expl).

Puisque degC=[K (20,21,22,23)K (¢2,z3)]=er1, on a #[NP\p(expl)]=er;
d’ou le résultat.

I suffit maintenant d’observer que si R # (), alors H(R)= mean{| a |+
o7

H(E,)} pour achever la démonstration du théoreme 3. C’est 'objet de la
proposition suivante:

Proposition 3 Sous les hypothéses du théoréme 3, si R # 0, pour tout
«a €F escalier de E, se compose d’un seul élément.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que puisque R # 0, C n’est pas
contenue dans un plan d’apres le théoréeme 2. Les éléments de la base
de Grébner réduite de T sont donc des binémes X®- CX#, ot CeK\{0}
et PGCD(X*,XA)=1.

D’apres le lemme 6 ci-dessus, pour tout o €F il existe des entiers k, r ,
ou k>0 et 0<r<deglI(C), tels que a=(e+k,r).

On démontre d’abord que si a= (e+k,r) €F et si (a2,a3) €escE,, alors
il existe k’, 0<k’<k, tel que (e+k’,0,az,a3)€escl. En effet, il existe des en-
tiers k.17, 0<k’<k, 0<r’<r, tels que (e+k’,r’,as,a3)€escl. Il s’agit de voir
que r’'=0. L’idéal I étant premier, I’'un des trois entiers r’,as,a3 est nul.
Comme (ag,a3)#(0,0), si on avait r'#0, il existerait CEK\{0} tel que,
ou bien By:= X{HFXIX$-CXSTHT ¢ T ou bien Bg:= X§THXIXS2-
C)(g“"”’“"2 € I. Or pour l'ordre lexicographique inverse ( resp. pour 'ordre
lexicographique inverse ol on échange les roles de Xo et X3 ), on a expB;=
(0,0,deg(B1),0) ( resp. expBs= (0,0,0,deg(B2)) ). Pour ces ordres, on aurait
donc # [N?\p(expl)]=degC=0.
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On démontre ensuite que si a=(e+k,0)€F et si 'escalier de E, se com-
pose des éléments (agl),agl)),. .. ,(agt),agt)), alors il existe k;, 1<i<t, tels que
0<k; <kg < ... <ky <k et (e-l—ki,(),ag),agi))eesd. 11 suffit de voir que si i#]j,
il n’existe pas d’entier e’>e tel que (e’,O,ag),ag)) et (e’,O,ag),agj)) soient des
éléments de escl. Or s’il en était autrement, le S-polynéme des deux éléments
de la base de Grobner réduite qui leur sont associés serait un binéme de la
forme X?X2-CX$X¢ avec b et d#0 et CEK\{0} qui n’appartient pas i I.

On démontre enfin par récurrence sur k que l’escalier de E,, pour a=
(e+k,r)€F, a un seul élément. Il résulte des deux observations ci-dessus
que c’est vrai si k=0. On en déduit aussi, en utilisant I’hypothése de
récurrence et les inclusions E ) CEey1,0) C ... CE(eyk0) que ou bien

(1) (1)) ( 2 2

escE, a un seul élément ou bien escE, ={(as a3 ay’,a3’)} et on a
(e-l—k-l,O,agl),agl))EescI et (e+k,0,a§2),ag2))EescI. Le S-polynome des deux
éléments de la base de Grobner réduite associés a ces éléments de escl serait
alors un binéme de la forme XoX3X5-CX$X$ ou XpX3XE-CX$Xg avec b et
d#0 et CeK\{0} selon que agQ) > aél) et a:(f) < agl) ou que ag) < agl) et
a:(f) > agl).

On a déja vu que a>c est impossible. Sia<c, alors (1,0,b,0) ou (1,0,0,b)e
expl. D’ot1 e=1 et (b,0) ou (0,b)EE(,,) selon que agl) > a:(f) ou agl) > a§2).
Or T'escalier de E( ) a un seul élément (o,3)€E (e i.1,0) = (agl) ,agl))—l—Nﬁ.
C’est encore impossible. On conclut que escE, a un seul élément.
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