FONCTION DE LITTLEWOOD-PALEY ET
ESPACES DE LIPSCHITZ

par Alain SALLAZ

1. Introduction et notations

Soit  une fonction de Littlewood-Paley définie sur R", c’est-a-dire une application
de R" dans R vérifiant :

(i) we L'(R")et [5,yp(x)dx = 0.
(i) Ilexiste ¢ > 0 tel que pour tout x de R” on ait :

()] < e(1+ [xf) .
(iii) Il existe ¢ > 0 etée > 0 tels que pour tout (x,y) € R" x R, |y| < % on ait :

clylf
— < ——— 2
lw(x+y) —y(x)| < (1 + [x|)ntite

(iii) et (i) montrent que ¢ est nulle presque partout si € > 1; nous supposerons
désormais que € appartient 2 ]0,1].

Désignons par M I'ensemble des applications mesurables f de R” dans R vérifiant

/ 7|f(x)| dx < +o0.

n (1 + |x|)”+1

Pour tout f de M nous pouvons considérer la fonction définie sur R” x R} par
X

)

et la fonction de Littlewood-Paley associée a f (et a ) définie sur R” par
+oo
dy\ /2
W= ([ Irenwr)”
0

1
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Enfinsi) C M nous poserons (V)o = {f € V: g(f) # +o0}.

Dans [4] S. Wang a montré

TutoriME. — Sif € (Lip,(R"))o avec0 < o < ¢, g(f) € Lip,(R") et il existe
une constante ¢ ne dépendant que de « et de n telle que

l8(F) ILip, (mry < el fllLip,, ®7)-

(Rappelons que Lip, (R"), 0 < o < 1, désigne 'ensemble des applications f de R" dans R

vérifiant sup (y)ennxzn W < +00, cette quantité étant par définition || f| (= 7)-
Ay

Lutilisation des méthodes développées dans [1] va nous permettre de renforcer et
compléter le théoreme précédent ainsi que de donner une démonstration directe de celui-
ci (n'utilisant pas en particulier les caractérisations données dans [3] p. 213 des fonctions
lipschitziennes).

Précisément nous démontrons:

TutorEME. — Soit f € (Lip, (R")), alors:

(i) Si0 < & <%, g%(f) € Lip,y(R") etil existe une constante ¢ ne dépendant que

de x et de n telle que
||g2(f)||Lipzlx(R”) < C”f“iipa(R")‘
(ii) Supposons depluse = 1:

—Six = %, g2(f) appartient a Ia classe A, de Zygmand et il existe une constante c
ne dépendant que de n telle que

I8*(Plla, < ellfIlEsp, , -

—Si3 <« < 1, g%(f) est dérivable et pour i € [1,n] aixi(gz(f)) € Lip,,_,(R"). De
plus il existe une constante ¢ ne dépendant que de « et de n telle que

0
ls @], gy < N R nti € L)

Dans le paragraphe 2 nous énonc¢ons et démontrons deux lemmes nous permet-
tant de controler la fonction f * ¢y, et nous en déduisons une démonstration directe du
théoréeme énoncé dans [4].

Dans le paragraphe 3 nous démontrons le théoréme précédemment énoncé, apres
avoir rappelé la définition de la classe A, de Zygmund.

Dans les démonstrations qui vont suivre ¢ désignera toujours une constante ne dé-
pendant que de « et de n, celle-ci pouvant changer ligne a ligne.



2. Estimations sur f x g,

LemME 1. — Soit f € Lip,(R") (0 < & < 1) ; il existe une constante ¢ ne dépen-
dant que de « et de n telle que

V(xy) € R" X R :|f % @y ()] < cy*|If lluip, -

Preuve. — Ona
ey = / FOwy(x— ) ds = / (F(5) = F () wy(x — ) ds
Rn R
et donc
1 0y < ) / Is — 2wy (x — )] ds = [If lap, / 120y ()]
Rn R7

Compte tenu de la définition de g, et des conditions imposées a ¢ on obtient :

X X
01 < e i | orasese = 0l o

LemMmE 2. — Soit f € Lip,(R")(0 < & < 1); il existe une constante ¢ ne dépen-
dant que de « et de n telle que

N x_xl &
Y(xy) € RSB XRLy > =] ¢ [Py ()= 20, ()] < ell i (s ).

yE—O(
Preuve. — Ona
Frun) = o) = [ 76 = 1= 9 — ' = o) ds
et d’autre part
1 xX—35 x'—s
wy(x =) —y(x' —5)| = —|y -y ‘
0= 9) =y = 9] = —o[w (=) — (=)
c |ﬂ8 1
< — u si |x—x| < =% =5
— yn x!—g |\ nt1+e —
Y+ ) 2

pour obtenir la majoration annoncée, écrivons en posant r = |x — x'|

[f * wy(x) = f * gy ()] S/ [£(8) = F wy(x = 8) — wy(x' = 9)| ds

|x"—s|>2r
+ / 1F(5) = £ |y (x = 5) = wy (o = )] dis
[x'—s|<2r

=1+1



pour majorer I nous utilisons la majoration rappelée sur ¢ et obtenons

c
Is yite I | ipg X — x'|‘9/

— x!
|x!—s|>2r (1 + Ls=+] yx |)n+1+£

[s = x|

¢ / [n]* |x—x
= = 1 lluip, (e x — x'[° /|n>2” 1+ )+ dn < | flluipy ) o

v

I|E

pour majorer Il remarquons que

' nt1
|y (x =)l < f@ - yi” % (H) § @
et que
R
puisque |x — x'|/y < 1.D’olt
1< y%llfllupa(mn) /x,_slqr s = ﬂ“@ ds

= ¢ Y1 f llLip, TRy
Lip, (R") nl<2r/y (1 + [n[)r+!

|n|0( /Zr/y pn+0(—1 r
————dn=c ———dp =c—
/nSZr/y (1+ |n|)n+1 0 (1_|_p)n+1 y

c |lx — x'|¢
< ye ¢ = X1 f Lip, ) < CW“f”LipLX(R”)-

mais

et donc

CoROLLAIRE ([4]). — Soit f € (Lip,(R"))o, 0 < & < &. Alors g(f) € Lip,(R") etil
existe une constante ¢ ne dépendant que de « et de n telle que

8(F) lLip, (rry < el fllLip, m7)-

Preuve. — Pour r > 0 posons

r +oo
a(x) = (/0 |f * wV(x)F%)I/Z, o(x) = (/ |f = q/y(x)|2%)1/2.

On a grace au lemme 1

r dy\1/2
810 <e( [ L) W lun,mn = ¢l oy

D’autre part



|g2( ) gZ( )| - ‘</r+oo |f*‘l’y(x)|2%)1/2_ (/r+°° |f*wy(xl)|2%)l/2
= (/r-‘_oo | % wy(x) = f = (,Uy(x’)|2%)1/2

+oo |x_x/|25 dy 1/2
< C(/r W7) X (| f |Lipy ()

La premiére inégalité résultant de I'inégalité triangulaire, la deuxiéme du lemme 2. La der-
niére intégrale est convergente si et seulement si & < €. On obtient ainsi pour |x—x'| < r

|g2(x) — &(x")| < ¢ || f llLip,, (") -
D’olu
(1)) — 8N = | [0 + &) - [8() + ()]
< (I8 8P + 2l - 2EF) "

<c ”f”Llp{X (R7)-

3. Démonstration du théoréeme

Pour la premiere partie du théoréme, en utilisant les notations du corollaire, nous
écrivons en supposant |x — x'| < r

dy

+o0
|g22(x)—g22(x')|§/ [ * @y (x) = oy DS * wy () + F (3= "

+00 £
r dy
< C”f”iiplx(R”)/ = 'J"x7
r

en utilisant les deux lemmes précédents. Cette intégrale converge si, et seulement si, & <
&/2 et]'on obtient

& (x) — & ()] < cr* || f IIEip, =)
d’ ot
82(F)(x) = g*(/) ()] < [g7 (x) — gt (¥)| + &2 (x) — & (<) < e P**||f iy, mr -

Remarque. — De fagon élémentaire si g?(f) appartient a Lip,, (R"), g(f) appar-
tient a Lip,, (R").



Supposons maintenant ¢ = +1; la fonction  est dérivable presque partout ([2],
p-250) et I'on a, compte tenu de la définition d'une fonction de Littlewood-Paley, pour
presque tout x

oy c
— )| < i€ [Ln]).
S e Ul
Nous aurons besoin du lemme suivant :
LemMmE 3. — Il existe une constante ¢ ne dépendant que de « et de n telle que pour

tout (x,x,y) € R* x R" x R onait:

a(l’y c ,
7+ 5o @] < sl e G € DD

oy oy c|x — x| _
‘f * _Y(x) —f* — < %”]c'lupa(mn) (] S [l,n]).

ax]' ax]'

(x)

Preuve. — Ona

B oz
= ‘/n [f(s) = f(x)] ynil%(?) ds‘

1
\f*—()\ ey 151" G - Ty
y

d’ o1

(1+

a Iul‘x c
< el lhup en - /R Ty 0= i I o

Pour la deuxieme inégalité :

0 0 0
52 - 52| < [ 1= 9 = 1 =91 S as
< el = ¥ @ | ———— s
- Lip, (R") R yn+1 (1 + %)IH-Z

c
= ;|x - xlla”f“Lip[x(R”)-

Montrons maintenant que si « €]3,1[, g*(f) est dérivable et que

2 “+o0 a Ll]y dy )
(& ((x) = 2(f xyy(x) - (f x = (%)) = (j € [Ln)).
0 0X;j ¥
Pour cela écrivons g2(f)(x) = fol |f * pr(x)|2% + [ |f = pr(x)|2% =1+ IL On peut
appliquer le théoréme de dérivation de Lebesgue pour I puisque, grace aux lemmes 1 et 3,

0
1 0y (D1 * S2()) < 0
]

c
}m”f”iipa(R")

®R") =



cette derniere quantité étant intégrale par rapport a % sur [0,1] puisque & > %
Pour I, fixons un point xy dans R” ; nous avons
1 * @y ()] < e(If * @y ()] + |x = x0|“[|f luip, (=)
et donc, grace au lemme 3,

|x — x0|
¥

0 1
sl | # 5] < e I g ey + € 1 = o)

yl—l_a est intégrable par rapport a % sur [1, + oo[; )ﬁ|f % Wy (xo)| aussi puisque grace a
I'inégalité de Schwartz nous avons

/l‘x’ yll_o( (xo)|%§ (/looyz_;za%)m(/lmlf*%(xo)2%)1/2
< c-g(f)(x).

On peut donc dériver IT sous le signe somme et I'on obtient la relation :

+o0
=20 = [ 2w (1 52w) L e,

0xj X

Pour obtenir la derniére partie du théoréme réitérons, sur cette formule, le procédé
du corollaire ; supposons a nouveau r > |x — x'|:

— d’une part,

d d
| / (700 7 520) | < ell e / A T

grace aux lemmes 1 et 3;

— d’autre part,

+o0
[0 s w0 s SE W] - [0 ) (7 S )]

ax]'
+o0 0
s/r 1 % 0y () = £ %y ()] 1 * "’Y<>|y

auy
ax]'

+oo , awy
[ e n @) 5w -

+o0 +o0 I
2 r 1 dy r* dy
< c||f||upa(R,,)[/r e +/r yo o

y

= cllfIEip 7"

On obtient donc

) - 22

< 200—1 .
‘6)5] 0x; or ”fHL‘p R")

Pour finir examinons le cas @ = 1/2; nous rappelons :

7



DiriNiTION. — A, (R") est I'ensemble des applications f de R" dans R telles

If(x+y) + fx—y) —2f(x)|

que  sup < 400 cette quantité étant, par définition
(xy)ERNXRN |y|
y#0
I/ lla.-

Soit (x,x") un point de R* x R" ; il existe 6 et 6’ dans ]0,1] tels que

|f*q,y|2(x—|—x) |f>k(j1y _22 ((f * wy)(x + 6x)) - (f* )(x—l—@ "

Xj

WJ’ Wi
0'x
8x])(x+ )

If * wyP(x =) = [f * gy [ (x :_ZZX (f *wy)(x = 0'x)) - (f *

j=1
(avec x' = (x}) j[1,n))- Posons pour simplifier £ = x + 0x', ' = x — 6'x’, on obtient:
1f %yl (x + X)+[f = gy [P (x = &) = 2| f gy P ()|

0
<zZ| 17 0@ = £+ (@) |7+ 52(0),

]

oy oy
' y Y (1
+2Z| = @7 520 = 1+ 5 (@)
qui est majoré, en utilisant les lemmes 1, 2 et 3 par
EA. Lt /
AW gy [y 52 + ] 0> D

et donc pour tout r > |x'|

+o0 dy
/ I # 0Pl 2) 41 5 0y =) = 2f 5 0y 2

+oo dy +o0 dy
< | W gy ([ B+ [ %)
r r
= o' 1 £ IEip, ) -
Puisque pour tout u de R, [["|f * g, |*(u )7}' <c r||f||Llp » (lemme 1) ona
82 (f)(x+x) + () (x = x') = 28*(f) (1) < c(r + X DSy, vy (> 12']).

D’out

|8 (F) e+ x) + g () (x = ') = 28*(N) ()| < e[ 1f Eip, ey -



(1]

(2]

3]
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