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par Alain SALLAZ

1. Introduction et notations

Soit ψ une fonction de Littlewood-Paley définie sur 1 n , c’est-à-dire une application

de 1 n dans 1 vérifiant :

(i) ψ 2 L1 3 1 n 4 et 576 n ψ 3 x 4 dx 8 0.

(ii) Il existe c 9 0 tel que pour tout x de 1 n on ait ::
ψ 3 x 4 :<; c 3 1 = : x : 4?>A@ n B 1 C .

(iii) Il existe c 9 0 et ε > 0 tels que pour tout 3 x,y 4 2D1 n E 1 n ,
:
y
:F;HG x G

2 on ait ::
ψ 3 x = y 4#I ψ 3 x 4 :J; c

:
y
:
ε3 1 = : x : 4 n B 1 B ε

.

(iii) et (i) montrent que ψ est nulle presque partout si ε > 1 ; nous supposerons

désormais que ε appartient à K 0,1 K .
Désignons par L l’ensemble des applications mesurables f de 1 n dans 1 vérifiantM 6 n

:
f 3 x 4 :3 1 = : x : 4 n B 1

dx < =ON .

Pour tout f de L nous pouvons considérer la fonction définie sur 1 n E 1�PB par3 x,y 4�Q I�R f S ψy
3 x 4 , 3 ψy

3 x 4 8 1

yn
ψ 3 x

y
4)4

et la fonction de Littlewood-Paley associée à f (et à ψ) définie sur 1 n par

g 3 f 473 x 4 8HT M BVU
0

:
f S ψy

3 x 4 : 2 dy

y W 1/2
.
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Enfin si ���
L nous poserons 3 � 4 0 8�� f 2�� : g 3 f 4��� =ON�	 .
Dans [4] S. Wang a montré

T. — Si f 2 3 Lipα
3 1 n 4)4

0 avec 0 < α < ε, g 3 f 4 2 Lipα
3 1 n 4 et il existe

une constante c ne dépendant que de α et de n telle que



g 3 f 4 
 Lipα @ 6 n C ; c



f



Lipα @ 6 n C .
(Rappelons que Lipα

3 1 n 4 , 0 < α < 1, désigne l’ensemble des applications f de 1 n dans 1
vérifiant sup � x ,y ��
�� n � � n

x �� y

G f @ x C > f @ y C GG x > y G α < =ON , cette quantité étant par définition



f



Lipα @ 6 n C ).

L’utilisation des méthodes développées dans [1] va nous permettre de renforcer et

compléter le théorème précédent ainsi que de donner une démonstration directe de celui-

ci (n’utilisant pas en particulier les caractérisations données dans [3] p. 213 des fonctions

lipschitziennes).

Précisément nous démontrons :

T. — Soit f 2 3 Lipα
3 1 n 4)4

0 alors :

(i) Si 0 < α < ε
2 , g 2 3 f 4 2 Lip2α

3 1 n 4 et il existe une constante c ne dépendant que

de α et de n telle que 

g 2 3 f 4 
 Lip2α @ 6 n C ; c



f

 2

Lipα @ 6 n C .
(ii) Supposons de plus ε 8 1 :

— Si α 8 1
2 , g 2 3 f 4 appartient à la classe Λ P de Zygmand et il existe une constante c

ne dépendant que de n telle que



g 2 3 f 4 
 Λ � ; c



f

 2

Lip1/2 @ 6 n C .
— Si 1

2 < α < 1, g 2 3 f 4 est dérivable et pour i 2�� 1,n K ∂
∂xi

3 g 2 3 f 4 4 2 Lip2α > 1
3 1 n 4 . De

plus il existe une constante c ne dépendant que de α et de n telle que��� ∂

∂xi

3 g 2 3 f 4)4 ���
Lip2α � 1 @ 6 n C ; c



f

 2

Lipα @ 6 n C 3 i 2�� 1,n K 4 .
Dans le paragraphe 2 nous énonçons et démontrons deux lemmes nous permet-

tant de contrôler la fonction f S ψy et nous en déduisons une démonstration directe du

théorème énoncé dans [4].

Dans le paragraphe 3 nous démontrons le théorème précédemment énoncé, après

avoir rappelé la définition de la classe Λ P de Zygmund.

Dans les démonstrations qui vont suivre c désignera toujours une constante ne dé-

pendant que de α et de n, celle-ci pouvant changer ligne à ligne.
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2. Estimations sur f S ψy

L 1. — Soit f 2 Lipα
3 1 n 4#3 0 < α < 1 4 ; il existe une constante c ne dépen-

dant que de α et de n telle que
� 3 x,y 4 2 1 n E 1 PB :

:
f S ψy

3 x 4 :J; c yα



f



Lipα @ 6 n C .
Preuve. — On a

f S ψy
3 x 4 8 M 6 n

f 3 s 4 ψy
3 x I s 4 ds 8 M 6 n

3 f 3 s 4#I f 3 x 4 4 ψy
3 x I s 4 ds

et donc:
f S ψy

3 x 4 :J; 
 f



Lipα @ 6 n C M 6 n

:
s I x

:
α
:
ψy
3 x I s 4 : ds 8 
 f



Lipα @ 6 n C M 6 n

:
x
:
α
:
ψy
3 x 4 : dx.

Compte tenu de la définition de ψy et des conditions imposées à ψ on obtient ::
f S ψy

3 x 4 :J; c yα



f



Lipα @ 6 n C M 6 n

:
x
:
α3 1 = : x : 4 n B 1

dx 8 c yα



f



Lipα @ 6 n C .
L 2. — Soit f 2 Lipα

3 1 n 473 0 < α < 1 4 ; il existe une constante c ne dépen-

dant que de α et de n telle que

� 3 x,x � ,y 4 2D1 n E 1 n E 1 PB , y 9 :
x I x � : :

:
f S ψy

3 x 47I f S ψy
3 x � 4 :J; c



f



Lipα @ 6 n C T : x I x � : ε
yε > α W .

Preuve. — On a

f S ψy
3 x 4 I f S ψy

3 x � 4 8 M 6 n
� f 3 s 4#I f 3 x � 4 K �ψy

3 x I s 4�I ψy
3 x � I s 4 K ds

et d’autre part:
ψy
3 x I s 4#I ψy

3 x � I s 4 : 8 1

yn

��� ψ � x I s

y

� I ψ � x � I s

y

� ���
; c

yn

�� x > x �
y

�� ε
� 1 = �� x � > s

y

�� � n B 1 B ε
si

:
x I x � :J; 1

2

:
x � I s

:
pour obtenir la majoration annoncée, écrivons en posant r 8 :

x I x � ::
f S ψy

3 x 4 I f S ψy
3 x � 4 :J; M G x � > s G � 2r

:
f 3 s 4�I f 3 x � 4 : :ψy

3 x I s 4 I ψy
3 x � I s 4 : ds

= M G x � > s G � 2r

:
f 3 s 4 I f 3 x � 4 : :ψy

3 x I s 4 I ψy
3 x � I s 4 : ds

8 I = II
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pour majorer I nous utilisons la majoration rappelée sur ψ et obtenons

I
; c

yn B ε



f



Lipα @ 6 n C : x I x � : ε M G x � > s G � 2r

:
s I x � : α3 1 = G s > x � G

y
4 n B 1 B ε

ds

8 c

yε > α



f



Lipα @ 6 n C : x I x � : ε M G η G � 2r
y

:
η
:
α3 1 = : η : 4 n B 1 B ε

dη
;

c



f



Lipα @ 6 n C : x I x � : ε
yε > α

pour majorer II remarquons que:
ψy
3 x I s 4 :<; c

yn

13 1 = : x > s
y

: 4 n B 1
8 c

yn
E T 1 = : x � I s

:
/y

1 = : x I s
:
/y W n B 1 E 13 1 = G x � > s G

y
4 n B 1

et que
1 = : x � I s

:
/y

1 = : x I s
:
/y

; 1 = : x I s
:
/y = : x I x � : /y

1 = : x I s
:
/y

;
2

puisque
:
x I x � : /y

;
1. D’où

II
; c

yn



f



Lipα @ 6 n C M G x � > s G � 2r

:
s I x � : α 13 1 = s > x � G

y
4 n B 1

ds

8 c yα



f



Lipα @ 6 n C M G η G � 2r/y

:
η
:
α3 1 = : η : 4 n B 1

dη

mais M G η G � 2r/y

:
η
:
α3 1 = : η : 4 n B 1

dη 8 c

M 2r/y

0

ρn B α > 13 1 = ρ 4 n B 1
dρ 8 c

r

y

et donc

II
; c

y1 > α

:
x I x � : 
 f



Lipα @ 6 n C ; c

:
x I x � : ε

yε > α



f



Lipα @ 6 n C .

C ([4]). — Soit f 2 3 Lipα
3 1 n 4 4

0, 0 < α < ε. Alors g 3 f 4 2 Lipα
3 1 n 4 et il

existe une constante c ne dépendant que de α et de n telle que



g 3 f 4 
 Lipα @ 6 n C ; c



f



Lipα @ 6 n C .
Preuve. — Pour r > 0 posons

g1
3 x 4 8 �

M r

0

:
f S ψy

3 x 4 : 2 dy

y

� 1/2
, g2

3 x 4 8 �
M B�U

r

:
f S ψy

3 x 4 : 2 dy

y

� 1/2
.

On a grâce au lemme 1

g1
3 x 4 ; c T M r

0
y2α dy

y W 1/2 

f



Lipα @ 6 n C 8 c rα



f



Lipα @ 6 n C .
D’autre part
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:
g2
3 x 4 I g2

3 x � 4 : 8 ���� T M B�U
r

:
f S ψy

3 x 4 : 2 dy

y W 1/2 I T M BVU
r

:
f S ψy

3 x � 4 : 2 dy

y W 1/2
����; T M BVU

r

:
f S ψy

3 x 4 I f S ψy
3 x � 4 : 2 dy

y W 1/2

;
c T M B�U

r

:
x I x � : 2ε

y2 @ ε > α C dy

y W 1/2 E 
 f



Lipα @ 6 n C .
La première inégalité résultant de l’inégalité triangulaire, la deuxième du lemme 2. La der-

nière intégrale est convergente si et seulement si α < ε. On obtient ainsi pour
:
x I x � : < r:

g2
3 x 4 I g2

3 x � 4 :<; c rα



f



Lipα @ 6 n C .

D’où :
g 3 f 4 3 x 4 I g 3 f 4 3 x � 4 : 8 ��� � g 2

1
3 x 4 = g 2

2
3 x 4�� 1/2 I �

g 2
1
3 x � 4 = g 2

2
3 x � 4�� 1/2

���; T : g1
3 x 4#I g1

3 x � 4 : 2 = : g2
3 x 4#I g2

3 x � 4 : 2 W 1/2;
c rα



f



Lipα @ 6 n C .

3. Démonstration du théorème

Pour la première partie du théorème, en utilisant les notations du corollaire, nous

écrivons en supposant
:
x I x � :<; r:

g 2
2
3 x 4 I g 2

2
3 x � 4 :J; M B�U

r

:
f S ψy

3 x 4 I f S ψy
3 x � 4 : : f S ψy

3 x 4 = f S ψy
3 x � 4 : dy

y;
c



f

 2

Lipα @ 6 n C M BVU
r

rε

yε > α � yα dy

y

en utilisant les deux lemmes précédents. Cette intégrale converge si, et seulement si, α <

ε/2 et l’on obtient :
g 2

2
3 x 4 I g 2

2
3 x � 4 :<; c r2α



f

 2

Lipα @ 6 n C
d’où:

g 2 3 f 473 x 4#I g 2 3 f 4 3 x � 4 :J;�:
g 2

1
3 x 4 I g 2

1
3 x � 4 : = : g 2

2
3 x 4 I g 2

2
3 x � 4 :J; c r2α



f

 2

Lipα @ 6 n C .

Remarque. — De façon élémentaire si g 2 3 f 4 appartient à Lip2α
3 1 n 4 , g 3 f 4 appar-

tient à Lipα
3 1 n 4 .
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Supposons maintenant ε 8 = 1 ; la fonction ψ est dérivable presque partout ([2],

p.250) et l’on a, compte tenu de la définition d’une fonction de Littlewood-Paley, pour

presque tout x ��� ∂ψ

∂xj

3 x 4 ��� ; c3 1 = : x : 4 n B 2
3 j 2�� 1,n K 4 .

Nous aurons besoin du lemme suivant :

L 3. — Il existe une constante c ne dépendant que de α et de n telle que pour

tout 3 x,x � ,y 4 2 1 n E 1 n E 1 PB on ait :��� f S ∂ψy

∂xj

3 x 4 ��� ; c

y1 > α



f



Lipα @ 6 n C 3 j 2 � 1,n K 4
��� f S ∂ψy

∂xj

3 x 4 I f S ∂ψy

∂xj

3 x � 4 ��� ; c
:
x I x � : α

y



f



Lipα @ 6 n C 3 j 2�� 1,n K 4 .

Preuve. — On a��� f S ∂ψy

∂xj

3 x 4 ��� 8 ���
M 6 n

f 3 s 4 1

yn B 1

∂ψ

∂xj
� x I s

y

�
ds

���

8 ���
M 6 n

�
f 3 s 4 I f 3 x 4 � 1

yn B 1

∂ψ

∂xj
� x I s

y

�
ds

���
d’où ��� f S ∂ψy

∂xj

3 x 4 ��� ; c



f



Lipα @ 6 n C M 6 n

:
s I x

:
α 1

yn B 1 �
1

� 1 = G x > s G
y

� n B 2 ds

;
c



f



Lipα @ 6 n C yα

y

M 6 n

:
u
:
α3 1 = : u : 4 n B 2

du 8 c

y1 > α



f



Lipα @ 6 n C .
Pour la deuxième inégalité :��� f S ∂ψy

∂xj

3 x 4 I f S ∂ψy

∂xj

3 x � 4 ��� ; M 6 n

:
f 3 x I s 4#I f 3 x � I s 4 : ��� ∂ψy

∂xj

3 s 4 ��� ds;
c
:
x I x � : α 
 f



Lipα @ 6 n C M 6 n

1

yn B 1

1

� 1 = G s G
y

� n B 2 ds

8 c

y

:
x I x � : α 
 f



Lipα @ 6 n C .

Montrons maintenant que si α 2VK 1
2 ,1 � , g 2 3 f 4 est dérivable et que

∂

∂xj

3 g 2 3 f 4)473 x 4 8 M BVU
0

2 3 f S ψy
3 x 4 4 � � f S ∂ψy

∂xj

3 x 4 � dy

y
3 j 2�� 1,n K 4 .

Pour cela écrivons g 2 3 f 473 x 4 8 5 1
0

:
f S ψy

3 x 4 : 2 dy
y ='5 U1 :

f S ψy
3 x 4 : 2 dy

y 8 I = II. On peut

appliquer le théorème de dérivation de Lebesgue pour I puisque, grâce aux lemmes 1 et 3,:
f S ψy

3 x 4 : : f S ∂ψy

∂xj

3 x 4 � ;
c

yα

y1 > α



f

 2

Lipα @ 6 n C 8 c

y1 > 2α



f

 2

Lipα @ 6 n C
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cette dernière quantité étant intégrale par rapport à dy
y sur � 0,1 K puisque α > 1

2 .

Pour II, fixons un point x0 dans 1 n ; nous avons:
f S ψy

3 x 4 :J; c � : f S ψy
3 x0
4 : = : x I x0

:
α



f



Lipα @ 6 n C �

et donc, grâce au lemme 3,:
f S ψy

3 x 4 : �� f S ∂ψy

∂xj

3 x 4 �� ; c

:
x I x0

:
y1 > α



f



Lipα @ 6 n C = c �
1

y1 > α

:
f S ψy

3 x0
4 :

1
y1 � α est intégrable par rapport à dy

y sur � 1, = N � ; 1
y1 � α

:
f S ψy

3 x0
4 : aussi puisque grâce à

l’inégalité de Schwartz nous avonsM U
1

1

y1 > α

:
f S ψy

3 x0
4 : dy

y

; T M U
1

1

y2 > 2α

dy

y W 1/2 T M U
1

:
f S ψy

3 x0
4 : 2 dy

y W 1/2

;
c � g 3 f 4 3 x0

4 .
On peut donc dériver II sous le signe somme et l’on obtient la relation :

∂

∂xj
g 2 3 f 473 x 4 8 M B�U

0
2 3 f S ψy

3 x 4 4 � T f S ∂ψy

∂xj

3 x 4 W dy

y
3 j 2�� 1,n K 4 .

Pour obtenir la dernière partie du théorème réitérons, sur cette formule, le procédé

du corollaire ; supposons à nouveau r >
:
x I x � : :

— d’une part,
���
M r

0

3 f S ψy
3 x 4)4 � 3 f S ∂ψy

∂xj

3 x 4 W dy

y

��� ; c



f

 2

Lipα @ 6 n C M r

0

yα

y1 > α

dy

y
8 c



f

 2

Lipα @ 6 n C r2α > 1

grâce aux lemmes 1 et 3 ;

— d’autre part,
���
M BVU

r

� 3 f S ψy
3 x 4 473 f S ∂ψy

∂xj

3 x 4 4 � I � 3 f S ψy
3 x � 4)4 � 3 f S ∂ψy

∂xj

3 x � 4 4 � dy

y

���
; M BVU

r

:
f S ψy

3 x 4 I f S ψy
3 x � 4 : : f S ∂ψy

∂xj

3 x 4 : dy

y

= M BVU
r

:
f S ψy

3 x � 4 : ��� f S ∂ψy

∂xj

3 x 4 I f S ∂ψy

∂xj

3 x � 4 ��� dy

y;
c



f

 2

Lipα @ 6 n C�� M B�U
r

r

y1 > α �
1

y1 > α

dy

y
= M BVU

r
yα �

rα

y �
dy

y �8 c



f

 2

Lipα @ 6 n C r2α > 1 .

On obtient donc ��� ∂

∂xj
g 2 3 f 4 3 x 4 I ∂

∂xj
g 2 3 f 4 3 x � 4 ��� ; c r2α > 1 
 f


 2
Lipα @ 6 n C .

Pour finir examinons le cas α 8 1/2 ; nous rappelons :
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D. — Λ P 3 1 n 4 est l’ensemble des applications f de 1 n dans 1 telles

que sup� x ,y � 
�� n � � n

y �� 0

:
f 3 x = y 4 = f 3 x I y 4�I 2f 3 x 4 ::

y
: < =ON cette quantité étant, par définition



f


Λ � .

Soit 3 x,x � 4 un point de 1 n E 1 n ; il existe θ et θ � dans K 0,1 � tels que

:
f S ψy

: 2 3 x = x � 4 I : f S ψy
: 2 3 x 4 8 2

n�

j � 1

x �j 3 3 f S ψy
4 3 x = θx � 4 4 � � f S ∂ψy

∂xj

� 3 x = θx � 4
:
f S ψy

: 2 3 x I x � 4 I : f S ψy
: 2 3 x 4 8 I 2

n�

j � 1

x �j 3 f S ψy
473 x I θ � x � 4 4 � � f S ∂ψy

∂xj

� 3 x = θ � x � 4
(avec x � 8 3 x �j 4 j ��� 1,n � 4 . Posons pour simplifier ζ 8 x = θx � , ζ � 8 x I θ � x � , on obtient :

�� : f S ψy
: 2 3 x = x � 4 = : f S ψy

: 2 3 x I x � 4 I 2
:
f S ψy

: 2 3 x 4 ��;
2

n�

j � 1

:
x �j : : f S ψy

3 ζ 4 I f S ψy
3 ζ � 4 : �� f S ∂ψy

∂xj

3 ζ 4 ��

= 2
n�

j � 1

:
x �j : : f S ψy

3 ζ � 4 : �� f S ∂ψy

∂xj

3 ζ 4 I f S ∂ψy

∂xj

3 ζ � 4 ��

qui est majoré, en utilisant les lemmes 1, 2 et 3 par

c
:
x � : 
 f


 2
Lipα @ 6 n C�� : x � :

y1/2 �
1

y1/2
= 1

y1/2 �
:
x � : 1/2

y � 3 y >
:
x � : 4

et donc pour tout r >
:
x � :M BVU

r

�� : f S ψy
: 2 3 x = x � 4 = : f S ψy

: 2 3 x I x � 4 I 2
:
f S ψy

: 2 3 x 4 �� dy

y;
c
:
x � : 
 f


 2
Lipα @ 6 n C � T r �

M B�U
r

dy

y2
= r1/2

M B�U
r

dy

y1/2 W8 c
:
x � : 
 f


 2
Lipα @ 6 n C .

Puisque pour tout u de 1 n , 5 r
0

:
f S ψy

:
2 3 u 4 dy

y

;
c r



f



2
Lipα @ 6 n C (lemme 1) on a

�� g 2 3 f 473 x = x � 4 = g 2 3 f 473 x I x � 4 I 2g 2 3 f 473 x 4 �� ; c 3 r = : x � : 4 
 f

 2

Lipα @ 6 n C 3 r >
:
x � : 4 .

D’où �� g 2 3 f 473 x = x � 4 = g 2 3 f 473 x I x � 4 I 2g 2 3 f 473 x 4 �� ; c
:
x � : 
 f


 2
Lipα @ 6 n C .
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