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0. Introduction.

L’objet de cet article est I’étude de la géométrie des variétés kahlériennes com-
pactes dont le fibré anticanonique est numériquement effectif, poursuivant ainsi les
résultats obtenus dans [CaP], [DPS1] et [DPS2]. On s’intéresse en particulier a la
structure du morphisme d’Albanese et a celle du groupe fondamental. Rappelons
d’abord la notion de fibré numériquement effectif. Si X est une variété complexe
compacte et L — X un fibré holomorphe en droites, on pose la definition suivante:

Définition 1. On dit que L est numériquement effectif (nef en abrégé) si pour
chaque ¢ > 0 il existe une métrique h, sur L telle que, si w est une métrique
hermitienne fixée sur X, on ait

G)hs (L) Z —Ew.

On observe que si X est projective, la notion définie ci-dessus coincide avec
la notion habituelle de la géométrie algébrique (selon laquelle L — X est dit nef
si pour chaque courbe C C X on a L-C > 0). Pour plus de détails et quelques
exemples concernant la définition 1, voir [DPS1]. Le but de cette note est de
démontrer le résultat suivant:



Théoréme principal. Soit X une variété kahlérienne compacte de dimension n,
avec I&"il nef. Alors

1) hl(X, Ox) < n.

ii) SiT est un sous-groupe du groupe fondamental de X, engendré par un nom-
bre fini d’éléments, alors il existe I'y sous-groupe normal d’indice fini de T,
engendré par au plus 4*™ + 1 éléments.

Dans le cas d’une variété kahlérienne dont le fibré anticanonique est semi-
positif, on a des résultats beaucoup plus précis. On sait que le morphisme d’Alba-
nese est une submersion et que le groupe fondamental est presque abélien (il existe
un sous-groupe abélien libre d’indice fini dans 71 (X)), le premier nombre de Betti
est inférieur ou égal a la dimension réelle, et dans le cas d’égalité la variété en
question est isométrique a un tore (voir par exemple [Lil], [Li2], [CG] ainsi que
[DPS3] pour un théoréme de structure des variétés dont Ky' est semi-positif).
Dans le cas ou X est projective avec K)_(l nef, Qi Zhang [Zh] a démontré que
le morphisme d’Albanese est surjectif, ce qui implique aussi 2'(X,0x) < n; la
méthode de Zhang utilise de maniere essentielle des arguments de déformation en
caractéristique p > 0. Malheureusement, il parait difficile d’étendre ces résultats
au cas ou la variété est kahlérienne compacte et non projective, lorsque le fibré
anticanonique est seulement supposé nef.

La démonstration du théoreme 1 est basée sur quelques résultats de Mikhail
Gromov (voir [Gr], chapitre 5), combinés avec des résultats obtenus par Demailly-
Peternell-Schneider dans [DPS1]. J’adresse mes remerciements a mon directeur
de these, Jean-Pierre Demailly, pour ce sujet tres riche et intéressant et pour des
nombreuses et utiles suggestions qu’il m’a faites au sujet de cet article.

1. Démonstration du théoreme principal.

Avant de passer a la démonstration proprement dite, fixons quelques nota-
tions. m(X) désigne le groupe fondamental de X, basé en un point quelconque
zde X; 7: X — X est le revétement universel de X. Si w est une métrique sur
X, elle induit une métrique @ = 7*w sur X, et on note dg la distance géodésique
induite par w.

Démonstration du 1). Une premiere partie consiste en la construction de mé-
triques kahlériennes convenables sur X, a ’aide du théoreme d’Aubin-Calabi-Yau.
Le fibré K)_(l étant nef, pour chaque ¢ > 0 nous avons une métrique h. sur K)_(l,
telle que

Ue = @hs(K;(l) > —ew

ol w est une métrique kahlérienne fixée sur X. On observe que la classe de
cohomologie de u. est égale & ¢1(X), la premiere classe de Chern du fibré tangent
a X. En résolvant une équation de type Monge-Ampere (voir [DPS2], page 221),
on trouve sur X une suite {w.}.>o de métriques kahlériennes dans la classe de
cohomologie w telle que

Riccl,, > —cw.
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En effet, il suffit de chercher w. telle que
(1) Riccl,, = —cw: + cw + u.

On peut écrire u. = Ricci, +109f. (car u. et Ricciy, appartiennent toutes les deux
a la classe ¢1(X)). On cherche donc un potentiel ¢. tel que w. = w +190p.. Un
calcul rapide montre que (1) est équivalent a

(w +100p. )"

— ests_fs ,
wn

et cette équation a une unique solution, d’apres [Au].

Dans ce qui va suivre, on expose tres brievement le résultat de Gromov con-
cernant une majoration de by. Soit (M, g) une variété riemannienne, telle que le
tenseur de Ricci satisfasse

Riceiy > —(n — 1)rg,

r étant un réel positif et n la dimension de M. Pour v un élément quelconque de
m1 (M), on note |y|m = dgz(m,ym). 1l est facile de voir que |v|s est la plus petite
longueur d’'un lacet basé en m = w(m) représentant la classe d’homotopie de 7.

Remarque. Sim € M est un point quelconque et s un réel, on n’a qu'un nombre
fini de classes d’homotopies v € w1 (M) telles que |y|m < s. C’est une conséquence
simple du théoréme d’Ascoli et du fait que dans C(S', M), 'ensemble des lacets
appartenant a une méme classe d’homotopie est un ouvert.

Dans ce contexte, on a le théoreme suivant (voir [Gr], page 73).

Théoréme (Gromov). II existe une fonction ¢(n,r, d) a valeurs entieres telle que
pour toute variété riemannienne (M, g) de diametre d, dimension n et courbure de
Ricci minorée par —(n — 1)rg, le premier nombre de Betti de M vérifie 'inégalité
b1 < ¢(n,r,d). En outre, quand rd® est assez petit, @ vaut n.

Pour une application directe du résultat de Gromov sus-mentionné, on aurait
. . . 2 . .
besoin de savoir que e(dlame (X)) tend vers 0 avec ¢ (car a priori, la seule majo-
. Pl ’ ’ . ;7 .
ration qu’on a sur la norme géométrique des générateurs de my(X) est 2diam,,_(X).
Comme par rapport a w., le diametre de X n’a aucune raison de rester borné, rien
. . 2 .
n’assure que lim,_,q €<dla,mws (X)) = 0. Fort heureusement, on dispose du lemme
suivant, qui fait le lien entre la partie analytique et la partie géométrique de la
démonstration.

Lemme 1. Soit U un ensemble compact de X. Alors pour chaque § > 0, il existe
_1

un ensemble fermé U, 5 C U, tel que Vol,(U \ U.s) < 6, et diam,, U. s < C10~ 2,
avec C constante indépendante de 6, ¢.

(Pour une démonstration de ce lemme, voir [DPS2], page 223-224). En gros,
ce résultat montre que méme si diam,,, (X) tend vers U'infini alors quitte a changer
le point base de m1(X) on peut engendrer ce groupe de maniere “économique”,
c’est-a-dire trouver des représentants de longueur bornée. Maintenant on prend
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U compact qui contient un domaine fondamental E de l'action de m(X) sur X,
tel que pour chaque ~; dans un ensemble de générateurs, U N v;U # (. Pour
0 > 0 tel que § < iVolw(U NyU) et d < %VOL.,E, le lemme ci-dessus 1mplique
Vexistence d'une partie U. s C U, compacte, telle que diam,,, (Us 5) < 015_% =C.
De plus, la choix de ¢ et le fait que v; agit isométriquement sur X impliquent:
Ues Ny;U. 5 £ 0, pour chaque j.

Si on considere l'ensemble W, 5 = U7jU575, alors diam,,_ (W.s) < 2C, car
la multiplication par ~; est une isométrie. En choisissant a. € U, s, la derniere
inégalité implique |v;j]q. < 2C (ici il faut comprendre que la norme géométrique
est considérée par rapport a la métrique w.; on ne change pas seulement le point,
mais la métrique aussi). Soit h : m(X) — Hi(X;R) le morphisme de Hurewicz
et Y1,...,79, des éléments de m(X), tels que h(y1),..., (7, ) soit une base de
Hy{(X;R) (on désigne par by le premier nombre de Betti de M). Si I est le

sous-groupe engendré par les «;, alors considérons 'ensemble
P={vel'/ hle. <C}

(évidemment, cet ensemble dépend aussi de €, mais cela n’a pas d'importance pour

nous). D’apres la remarque antérieure, P n’a qu’un nombre fini d’éléments. Donc
s1 v et toutes ses puissances ont une norme inférieure a C', il est d’ordre fini et 1l
s’ensuit qu’il est dans le noyau de h. Par suite pour v € P qui n’est pas dans le
noyau de h, il existe un entier m, tel que C' < |y™|,, < 2C. Ensuite on choisit
un indice j tel que h(y) a une j-composante non-nulle et on remplace v; par ¥™;
le nouveau sous-groupe a moins d’éléments de norme géométrique inférieure a C
(simplement parce que 7 n’est plus dans I'V). Apres un nombre fini d’opérations,
on aboutit (quelque soit ¢ > 0) & un sous-groupe I'. de m(X) engendré par by
éléments tel que

1) les générateurs ont une norme géométrique (par rapport a w.) inférieure a 2C;

2) tous les éléments de I'. sauf ceux du noyau de h ont une norme géométrique
supérieure a C.

Maintenant on considere la famille de représentants des éléments du groupe
quotient I'. modulo son intersection avec le noyau de h, donnée par

Fo={y.. .Pyzlil / i1,...,ip entiers}
ou les ; sont les générateurs de I'.. On prend 'orbite F.a. et p un nombre entier.
Le nombre de points de cette orbite dans la boule Bg,_(a.,2pC') est supérieur au
(2p — 20y )™
bl ! ’
Par 2), les boules Bg,_(vae, %) sont disjointes et contenues dans Bg,_(a., 2pC + %),
on peut majorer leur nombre par le lemme suivant dit a Bishop-Gromov:

nombre de points ()\;) € Z%, tel que > |A;| < p, donc supérieur a

Lemme. Soit M une variété riemannienne de dimension n et vérifiant Ricciy >
—(n —1)r- g, ou g est la métrique et r un réel. Soient m un point de M et deux

réels R < R'. Alors

Vol, (B(m, R)) < fOR(sinh\/?t)"_ldt
Voly (B(m, R')) ~ [ (sinh /rt)»=1dt
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(pour une démonstration du lemme, voir [Gr]). Donc le nombre de points de
I'orbite est majoré par

(e} €
Vols, (Ba.(ae,20C + ) _ J;" 77V (sinht)n—dy
Volg, (Bz,(as,§))  — _— '
( 20 [€7= (sinht)2n -1t

0

Quand ¢ tend vers 0, le membre droit tend vers (4p + 1)2" et on va montrer que
cela implique b; < 2n. En effet, les arguments donnés ci-dessus montrent que pour
tout p entier positif on a 'inégalité

2p — 2by )™
(p 1) S(4p+1)2n
by!

La croissance des deux membres quand p tend vers oo unpose by < 2n, inégalité
équivalente a celle énoncée dans 'alinea 1) du théoreme principal.

Démonstration du ii). Soit Xt — X le revétement de X associé a I' (tel
que 7 (X1) est isomorphe a I'). Au moyen de la projection du revétement de
X on transporte sur Xr les métriques de Calabi-Yau w.. Comme I' n’a qu'un
nombre fini de générateurs, les longueurs de ces générateurs sont uniformement
bornées par une constante Cy qui ne dépend pas de ¢, c¢’est-a-dire de la métrique,
mais seulement de leurs longueur par rapport au générateurs de m(X). On a le
lemme suivant (di essentiellement a Gromov) qui dit que quitte a passer a un
revetement fini de Xr, on trouve une borne inférieure pour les distances entre les
générateurs aussi grande qu’on veut, en controlant la croissance de leurs longueurs
géomeétriques.

Lemme 2. Soit (M, g) une variété riemannienne compléte, dont le groupe fonda-
mental est de type fini et soient v1,...,yn des générateurs de m(M). Soit Cy un
nombre réel, tel que |v;|, < Cy, pour tout j. Alors pour tout § > 0 il existe un

revétement fini M' — M tel que m;(M') soit engendré par py,...,ps avec
a) |pjlg < Co+4
et

b) |Pj'/01:1|g >4

pour j et k distincts (les normes géométriques sont prises par rapport a un point
de revétement universel de M au-dessus du point base du =y (M)).

Démonstration du lemme. Considérons les familles {p;} d’éléments de my (M)
vérifiant les propriétés a) |p;|l, < Co+ & et b) si j et k distincts, |p; - p,;1|g > 4.
L’existence d’une telle famille est évidente, donc nous pouvons choisir une famille
comportant le nombre maximum d’éléments et noter @ le sous-groupe de 7 (M)
qu’elle engendre. On lui associe un revétement r : M’ — M, quotient de M par
Paction de ®. Sim est le point base de w1 (M) et m un point au-dessus du m dans
le revétement universel de M, soit m’ la projection de m dans M’.
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On va montrer que la fibre de r au dessus de m est finie et donc que @ est
d’indice fini dans 7 (M). Supposons qu’il existe z§ dans r 1 (m) tel que d(m’, z{) >
0. Soit a dans le groupe fondamental de M représenté par la projection d’une
géodésique minimale joignant m' a z§ dans M'. Alors |pa|, > d(m', z) > § pour
tout ¢ dans ®. Soit ag € 71 (M) un élément de longueur minimale par rapport
aux générateurs v;, tel que |pag|, > § pour tout ¢ € . Alors si ap = ﬁofy avec
gj € {—1,1} et By de longueur inférieure a celle de ayg, il existe ¢g € @ tel que
|b0Boly < 6, et par suite |pgag|, = |q§0/30’7;j|g < Cy + 4. On contredit alors la
maximalité de la famille {p;} en ajoutant 1’élément pg = ¢oayp.

Par conséquent la fibre r =1 () est contenue dans la boule géodésique de centre
m' et de rayon 4, et elle est donc finie. Le lemme est démontré.

On va appliquer le lemme 2 pour les données suivantes: M = Xp, g = w, et
§ = ¢~ 1, pout tout £ > 0. Le lemme nous fournit une suite de variétés Xp e et
notons par I'; les groupes fondamentaux correspondants. Alors:

1) chaque I'. est d'indice fini dans T,

2) les générateurs de I'. ont une norme geometrlque inférieure & Cy + &7 et la
distance entre eux est supérieure a &~ I,

On considere le revétement universel de chaque Xt . et on applique une fois de
plus I'inégalité de Bishop (fixons Z. tel que les normes ci-dessus sont prises par rap-
port & lui; si on note par 7. ; les générateurs de I'., alors les boules B(~. ;z., %6_%)
sont disjointes et contenues dans B(z.,Cy + 26_%).

Donc le nombre de générateurs de I'. est inférieur a

fo(cl+2€_ ! )\/E(sinh t)zn_l dt
e~ T VE
fo 2 (sinht)?n—1dt.

M—‘

Quand ¢ tend vers zéro, le quotient des intégrales tend vers 42", et donc pour un
¢ suffisamment petit le groupe I'. aura les propriétés mentionnées dans l’énoncé
du théoreme 1.

2. Applications a I’étude du morphisme d’Albanese.

a) La démonstration du premier point du théoreme montre qu’en fait si T
est un sous-groupe du groupe fondamental de X et si nous avons un morphisme
surjectif de T' dans un groupe abélien G, alors le rang du groupe G est inférieur
a 2n. En particulier, I'abélianisé de chaque sous-groupe de m1(X) est de rang
inférieur a 2n.

b) Soit L — X un fibré holomorphe en droites nef. On définit sa dimension
numérique par

v(L) = max{k / cl(L)k # 0 dans Hk’k(X)}

Dans ce contexte, on a le théoreme d’annulation suivant:



Théoréme (Kawamata-Viehweg). Si L est un fibré en droites nef, alors
H? (X, O(Kx + L)) =0 pour ¢>n—v(L).

Si le fibré anticanonique de X est nef et de dimension numérique maximale, on
sait que X est simplement connexe; cela résulte immédiatement du “Basepoint-free
theorem” (voir [CKM],page 57) et du théoreme de structure donné dans [DPS3]:
en effet, par le théoreme d’annulation de Kawamata-Viehweg appliqué a L = —Kx
ona HY(X,Ox) = 0 pour tout ¢ > 1; donc by = 0 et la caracteristique du faisceau
Ox vaut x(Ox) = 1. Le “Basepoint-free theorem” nous donne la semi-positivité
de —Kx et le théoreme de structure des variétés dont le fibré anticanonique est
hermitien semi-positif montre que 71(X) est un groupe fini (cf. [DPS3]). Main-
tenant un argument standard di a Kobayashi montre que (X ) = 0: pour tout
revétement fini k : 1 de X, soit X — X, alors x(O%) = kx(Ox) et comme
X(Ox) = x(O%) =1 on conclut que k = 1.

¢) Si X est une variété projective dont le fibré anticanonique est nef et de
dimension numérique égale a n — 1, alors Uirrégularité de X, notée ¢(X) :=
hY'(X,0x) est inférieure ou égale & 1. En effet, on a alors H/(X,0x) = 0 pour
J = 2 par Kawamata-Viehweg, d'on x(Ox) =1 —¢(X). Si g(X) > 0 il existe pour
tout k entier positif X3 — X un revétement abélien cyclique de degré k. Le fibré
anticanonique de X a les mémes propriétés numériques que celui de X, donc par
Riemann-Roch on a

X(Ox,) =1—q(Xx) = k(1 — ¢(X)).

Mais g(X}) satisfait 0 < ¢(X}y) < n d’apres le théoreme principal, donc le membre
gauche de ’égalité ci-dessus est borné indépendamment de k et ceci force ¢(X) = 1.
En particulier on a

Corollaire. Soit X une variété projective de dimension n dont le fibré antica-
nonique est nef et de dimension numérique supérieure ou égale a n — 1. Alors le
morphisme d’Albanese de X est soit trivial, soit une fibration surjective sur une
courbe elliptique.
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