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Introduction

Soient P(z) € C[z] un polynéme de degré n et I C € un segment. L’ensemble
P~(I), image réciproque de [ par lapplication P(z) : € — €, est habituelle-
ment homéomorphe a une union de n segments disjoints. Cependant, cette image
réciproque peut étre homéomorphe a un seul segment, comme on le voit avec ’exemple
du polynome de Chebyshev T,,(z) = cos(n arccos z) et du segment [—1,1]. On note X
I'ensemble de toutes les paires (P, I) composées d'un polynome P(z) et d’un segment
I. Les propriétés topologiques de I'ensemble P~'(1) peuvent étre prises comme base
d’une stratification de ¥. Par abus de langage on pourra dire que la paire se trouve
dans g-ieme strate X, de cette stratification si le nombre minimal des segments qui
est nécessaire pour "composer” ensemble P~'(T) est égal a g + 1.

Dans la premiere partie de cet article on donne la définition précise de la stratifica-
tion ci-dessus et on étudie ses propriétés. On construit une correspondance bijective
entre les classes d’équivalence affine des paires (P,I) € ¥,, (¢ > 1) pour lesquelles
deg P(z) = n, et les classes d’isomorphisme des paires se composant d’une courbe hy-
perelliptique de genre g et d’un point de n-division sur cette courbe. On montre, de
plus, que chaque paire (P, I) € ¥, est équivalente a la paire composée d’un polynéme
de Chebyshev et du segment [—1,1], ce qui donne une caractérisation topologique
curieuse des polynomes de Chebyshev.

Dans la deuxieme partie on réunit ces résultats et un cas particulier de la théorie
des "dessins d’enfants”. On définit application qui associe a chaque arbre planaire
n-arétes A ayant un nombre de sommets de valence impaire 2g + 2, une courbe hy-
perelliptique H de genre ¢ avec un point de n-division; la courbe H est définie sur
un corps de nombres, corps des modules de ’arbre A. Dans le cas ou g = 1, cette
construction est un pont entre la théorie de la torsion des courbes elliptiques et celle
des "dessins d’enfants”. Ce cas est étudié en détail dans cet article. En particulier,
a partir de la structure combinatoire d’un arbre n-arétes, on calcule ’ordre exact du
point de n-division associé. Ceci permet, en utilisant les résultats correspondants



sur la torsion des courbes elliptiques, d’obtenir des estimations effectives inférieures
sur les degrés des corps des modules des arbres de certaines classes. D’autre part, la
construction ci-dessus donne une suite interessante d’exemples de points d’ordre aussi
grand que 'on veut sur des courbes elliptiques definies sur des corps de nombres dont
les coordonnées sont incluses dans le corps de définition.

Une partie des résultats de cet article a été anoncée dans [P].

1. Soient P(z) un polynome complexe et I = [a,b] le segment qui joint les points
distincts a,b € €. Désignons par uy, ug, ..., ur toutes les valeurs critiques du polynome
P(z) qui sont a l'intérieur de I, et posons ug = a, ugyr = b. Afin d’étudier pour la
paire ¢ = (P, I) une géométrie de 'ensemble P~'(]), il est commode de le regarder
comme un graphe planaire GG,, de sommets les images réciproques des points wu;,
i = 0,....k + 1, et d’arétes les images réciproques des intervalles ouverts Ju;, u;y1],
1 =0,...,k. Tlest clair que la valence de chaque sommet du graphe G, de coordonnée
z, est égale a la multiplicité de la valeur du polynéme au point z, si P(z) € {a,b},
et au double de la multiplicité, si P(z) € {uy,...,ux}. Une propriété importante du
graphe (G, consiste en I’absence de circuits [ShZv]. En effet, puisque sans restreindre la
généralité on peut supposer que I C R, s’il existait des circuits, la fonction harmonique
sur tout le plan complexe Im P(z) serait égale a zéro sur ces circuits, et, donc, serait
égale zéro a I'intérieur des domaines que les circuits bordent, ce qui est impossible.

Exemple. Pour la paire 7 = (T),, I) composée du n-ieme polynéme de Chebyshev
Ta(z) = cos(narccos z) et du segment! I} = [—1,1], le graphe G, est un graphe
lin€aire n-arétes ayant comme sommets les points de I’axe réel de coordonnée cos 7+,

i=0,...,n (voir fig. 1).

fig. 1

On note ¥ I'ensemble des toutes paires (P, I') composées d'un polynome P(z) et d'un

segment [ = [a,b], a # b.

Définition 1. On dira que o € ¥ est dans la g-ieme strate d’Abel, si le graphe G,
est une union de g + 1 sous-graphes linéaires sans arétes communes, mais n’est pas
une union de g tels sous-graphes.

Désignons par ¥, le sous-ensemble de ¥ se composant des paires o = (P, I) qui sont
dans g-ieme strate d’Abel et par 3, , le sous-ensemble de 3, se composant des paires
pour lesquelles deg P(z) = n.

'Dans toute la suite on fixe la notation Tj,(z) pour le n-itme polynéme de Chebyshev et la
notation Iy pour le segment [—1,1].



Proposition 1. Pour une paire 0 = (P, 1), ou [ = [a,b] les conditions suivantes sont
equivalentes:

1)oeX,,.

2) L’ensemble P~"{a,b} contient 2g + 2 points pour les valeurs desquels P(z) a
une multiplicite impaire.

3) P(z) satisfail I"équation d’Abel

P'(z)
nqa(z)

() (P(2) - a)(P(e) ) = ( )2&,(2),

ot ¢y(z), R;(2) sont des polynomes unitaires, deg R,(z) = 2g + 2,degq,(z) = g, €l
R,(2) n'a que des racines simples.

Démonstration. L’équivalence 1 < 2 n’est qu’une traduction de ’assertion suivante:
le graphe planaire sans circuits G est réunion de g + 1 sous-graphes linéaires sans
aretes communes, mais n’est pas réunion de g tels sous-graphes, si et seulement si G
contient 2g 4+ 2 sommets de valence impaire. Cette derniere affirmation se démontre
par récurrence sur g. Dans le cas ou g = 0 elle est évidente. Supposons maintenant que
notre affirmation soit prouvée pour g < n. Soit G' un graphe ayant 2n 4+ 2 sommets de
valence impaire qui est réunion de k + 1 sous-graphes linéaires sans arétes communes,
mais n’est pas réunion de k tels sous-graphes. Soit (G; un sous-graphe linéaire de G
qui contient deux sommets de valence 1 du graphe G (il est clair qu'un tel graphe
existe toujours). Considérons le graphe @ obtenu de G par suppression des sommets
de valence 1 ou 2 ainsi que de toutes les arétes du graphe (; (voir fig. 2).

N
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Le passage de (¢ & G ne change pas la parité de la multiplicité des sommets restants.
Par conséquent, (& a justement 2n sommets de valence impaire. En utilisant 1’hypo-
these de récurrence, on conclut que & < n. Admettons que k soit strictement inférieur
an. Soit G = UL G, ot G; sont des sous-graphes linéaires de (7. On suppose sans

G G G

fig. 2

restreindre la généralité qu’au moins une des deux extrémités du graphe linéaire (G4
consideré comme un sommet du graphe GG est de valence 1. Désignons cette extrémité



par z et Pautre par y. Définissons G comme avant. Le nombre des sommets de
valence impaire du graphe G, est égal soit a 2n, soit a 2n + 2, selon la parité de la
multiplicité de I'extrémité y de (G;. Dans le premier cas, on obtient une contradiction
avec 'hypothese de récurrence, puisque le graphe G est réunion de moins de n sous-
graphes linéaires. Dans le deuxieme cas répétons notre construction pour le graphe G
qui est déja réunion de k sous-graphes linéaires sans arétes communes. Il est clair qu’a
un certain moment nous obtiendrons un graphe ayant 2n sommets de valence impaire,
qui est réunion de moins de n sous-graphes linéaires, ce qui contredit I’hypothese de
récurrence. Donc k = n, ce qui prouve 'équivalence 1 & 2.

2 = 3. Désignons par R,(z) un polynome qui a comme racines tous les points
de V’ensemble P~'{a,b} pour les valeurs desquels P(z) a une multiplicité impaire.

Puisque (P(z) — a)(P(z) — b)/R,(z) est un carré dans C[z], on a 1’équation
(1) (P(2) — a)(P(z) = b) = Q*(2) Ry (2).

En dérivant (1’), on obtient

(2) P'(2)(2P(z) = (a + b)) = Q(2)(2Q'(2) Ro (2) + Q(2) B, (2))-

Puisque chaque diviseur Q(z) est soit diviseur de P(z) — a, soit diviseur de P(z) — b,
((z) est premier avec 2P(z)—(a+b) = (P(z)—a)+(P(z)—b). Donc, I"équation (2) im-
plique que Q(z)|P'(z). En désignant P'(z)/(nQ(z)) par ¢,(z), on retrouve I’équation

(1)

L’implication 3 = 2 est évidente. O

Définition 2. Les paires 0 = (P,I),5 = (P,I) € ¥ seront dites équivalentes s’il

existe des fonctions linéaires 1, v, telles que P(z) = v1(P(72(z)) et 1 = y1(1).

On note ¥, ig, ig,n les ensembles des classes d’équivalence de ¥, ¥, 3, , respective-
ment.

Théoréme 1. Chaque paire (P, 1) € g, est équivalente a (T, I).

Démonstration. 1l est clair que chaque paire (P, ) € ¥y, est équivalente a une paire
(P, I) telle que les coordonnées de valence 1 du graphe G5 ; sont £1. En utilisant
la proposition, on conclut que p(z) satisfait ’équation

PIZ(Z>

2

(3) P2(z) -

(z—1)(z+1)=1.

n

Considérons la courbe algebrique L : w? 4 22 = 1 et sa cléture projective L =P'. En
réécrivant 1’équation (3) comme

(4) (P(Z) +i ﬁ'(z)w) (P(Z) —i ﬁ'(2>w> =1,

n n

4



on voit que la fonction ¢ (z,w) = f’(z) + i%w n’a ni zéros ni poles sur la partie
affine de L. Donc elle a un zéro en un des deux points de L\ L et un pole en I'autre.
En plus, comme on le vérifie aisément, I'ordre du zéro aussi bien que 1’ordre du pole
est égal an = deg p(z) Puisque pour les fonctions (z £iw)” ces conditions sont aussi

satisfaites, il existe ¢ € € tel que 9 (z,w) = ¢(z £+ 1w)”. En utilisant 1’égalité (4), on a
Do) (5, —0) = Az + i) (s —iw) = & = 1,

d’ott ¢ = £1. Donc p(z) = fRe(z + 1w)" dans "anneau C[z, w], ce qui implique
légalité P(z) = £T,(2). 0

On rappelle qu'une courbe hyperelliptique est une surface de Riemann compacte
H qui est une normalisation d'une courbe affine définie par 1’équation w?* = R(z),
ou le polynéme R(z) n’a que des racines simples. Dans toute la suite on suppose
que oo n’est pas un point de branchement de H, ce qui est équivalent a la condition
que le degré de R(z) est pair. Il est bien connu (voir, par exemple, [GH]) que les
courbes w? = Ry(z) et w? = Ry(z) sont isomorphes si et seulement s’il existe une
fonction fractionnaire-linéaire 4 qui transforme I’ensemble des racines de R;(z) en
celui de Ry(z). On note p = (z,w) un point de H et soit p — p’ = (2, —w) 'involution
canonique. Le point p est dit de n-division, si p n’est pas un point de branchement
de H et le diviseur n(p — p’) est principal. On note IjIg,n, I’ensemble des classes
d’isomorphisme des paires (H,p) se composant d’une courbe hyperelliptique H de
genre g avec un point de n-division p € H. On remarque que pour chaque paire
(H, p), I'involution canonique donne l'isomorphisme de (H, p) avec la paire (H, p’).

On définit 1'application x : igﬁn — ﬁg,n. Pour cela on choisit dans la classe

o € Y, , un représentant o et on considere la courbe hyperelliptique H, définie par
I'équation w? = R,(z), ot R,(z) est le polynéme de I’équation (1), et du point
Pso sur H, se trouvant au-dessus de l'infini. On associe maintenant a la classe &,
la classe d’isomorphisme de la paire (H,,ps ). Pour s’assurer que la définition ci-
dessus est correcte, on remarque tout d’abord que si o est équivalente a o, alors
R5(z) = R,(7(z)), ou 7(z) est une fonction linéaire, ce qui implique 'isomorphisme
(Hs, poo) = (Hs, poo ). Pour s’assurer que le point p, sur la courbe H,, est effectivement
de n-division, on considere la fonction

B a-+b B P'(Z) a-+b
U,(z,w) = P(z) + Q(z)w — 5 = P(z) + nqa(z)w -5
En utilisant I’équation (1'), on a:
dR, 1
dv, :dP+waQ+de:dP+waQ+Q2w = %(dep—{—QRaaQ—{—QdRU) =
| , | dP 1
= —(2wQdP + d(Q°R,)) = —— (2wQdP + 2PdP — (a + b)dP) = ——V,,.

2w(Q) 2w Q w



Il s’ensuit que

(5) d;;: = nqa%.

Puisque divy, ¢-(2) = g(ps + pl ), divg % = (g — D(pe + pL) €t % n’a pas des

poles sur Hy, on conclut que la forme %= n’a que deux poéles simples aux points qui
se trouvent au-dessus de I'infini avec les résidus £n, ce qui implique que le point p.,
est de n-division. Enfin, il est clair que le genre de H, est égal a g.

Théoreme 2. L’application y : Sg,n — IiIgin est bijective. De plus, pour la paire
o = (P, 1) Uordre exact du diviseur po, — pl, dans le groupe PicH, est égal au
mintmum des degrés des polynomes P(z) tels que P(z) = £T,(P(z)).

Démonstration. On prouve d’abord l'injectivité de y. Pour cela notons que si pour
les paires & = (P, I1),0 = (P,I,) on a Ry(2) = R,(z) et deg P(z) = deg P(z), alors
P(z) = £P(2), puisque pour les fonctions correspondantes W, (z,w) et ¥,(z,w) on
a Iégalité Us(z,w) = +U,(z,+w). Cette derniere égalité se démontre de la méme
fagon que dans la démonstration du théoreme 1. Supposons maintenant que pour les
paires & = (P,I), 0 = (P,I) € ¥,,, on a (Hs,pe) = (Hy, poo). Il est clair que sans
restreindre la généralité on peut supposer que I = I = I;. L'isomorphisme H; = H,
implique qu’il existe une fonction fractionnaire-linéaire 7 telle que les polynomes R (z)
et R,(7(z)) ont les mémes racines. En outre, puisque les points des courbes H;, H,
se trouvant au-dessus de l'infini s’envoient les uns sur les autres, on a v(c0) = oo,
et, donc, v est une fonction linéaire. Pour les paires ¢ = (P, I;) et o, = (P(7), 1)
on a Rs(z) = R, (z). Ceci implique I'égalité P(z) = +P(y(z)) et, par conséquent,
I'injectivité de I’application x.

Soit maintenant (H,p) la paire composée de la courbe H définie par ’équation

w? = R(z) et du point de n-division p qu’on peut supposer se trouvant au-dessus de

I'infini. Soit ¥(z,w) = P(z) + Q(z)w, ou P(z),Q(z) € €(z), la fonction sur H pour
laquelle div¥(z,w) = n(p — p'). Puisque la fonction ¥(z, w)¥(z, —w) n’a ni zéros ni
poles sur H, ¢’est une constante que I'on peut estimer égale a 1. En outre, comme tous
les poles de la fonction 2P(z) = U(z,w)+ V(z, —w) sur H se trouvent au-dessus de oo,
P(z) doit étre un pdlynome. L’équation P*(z) — Q*(z)R(z) = 1 implique & présent
que Q(z) est aussi un podlynome, car R(z) n’a que des racines simples. Puisque pour
la paire o = (P, I1) on a évidement (H,, ps) = (H, p), application x est surjective.

Pour finir la démonstration du théoreme, supposons que pour la paire o = (P, I)

le minimum des degrés des polynémes P(z) pour lesquels P(z) = +£T,(P(z)) est égal
a k. Comme il est facile a vérifier, I'égalité P(z) = :l:Tn/k(p(z)) implique 1’égalité
R; = R,, ou 6 = (P,I;). Ainsi, 'ordre [ du point p sur la courbe H divise k.
Admettons que [ soit strictement inférieur a k. SoitA;ZA)(z,wQ = ]5(2) + Q(z)w une

fonction sur H telle que div @(z,w) =lp—p') et Y(z,w)Y(z,—w) = 1. Pour les
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paires 6 = (T,/(P), I),0 = (P, I) on a Rs(z) = R,(z) et degT,;;(P) = deg P(z).
Donc P(z) = :i:Tn/l(]S(z) avec deg ]3(2) < k, ce qui contredit I’hypothese préalable.
O

Si g = 1, au lieu des paires composées d’une courbe elliptique définie par une
équation du quatrieme degré et d'un point de n-division, il est plus commode, par-
fois, de considérer des paires composées d'une courbe elliptique sous la forme de
Weierstrass et d'un point d’ordre fini. Le passage nécessaire peut étre réalisé par les
formules

o = (55 s a- L (521))

qui donnent un isomorphisme birationnel entre la courbe elliptique X définie par
I’équation

yt = R(z) = 2 —6AZ2+ 4Bz + C

et la courbe elliptique I, définie par I’'équation
w? = 4v° — gyv — gs,

ou

ga =3A* 4+ C, g3 = —AC + A®> — B*.

Il est facile de voir que I'un des deux points peo, p., sur la courbe X correspond au
point (A, B) sur L, et 'autre a 1’élément neutre de la loi de groupe. De plus, il est
clair que 'ordre du diviseur ps — p., dans Pic X est égal a l'ordre du point (A, B)
sur L.

Dans le cas ou n = 2 le théoreme 2 admet une interprétation géométrique facile.
A savoir, le théoreme 1 implique que chaque paire (P, 1) avec deg P(z) = 2 qui n’est
pas équivalente a (T3, I1) se trouve dans la premiere strate d’Abel. De plus, chaque
telle paire est équivalente a une paire (P., I;) ou P, = 2+ (2¢—1), ¢ € C et, comme il
est facile de vérifier, deux paires (P., I1) et (Pu, I1) sont équivalentes si et seulement
sic=cd ouc=1-¢. Clest pourquoi on peut identifier I'ensemble IjILQ et I’ensemble
des orbites de ’action du groupe engendré par la transformation A — 1 — X sur
C\ {0,1}. D’autre part, 'ensemble des orbites de I’action du groupe I' qui consiste en
les substitutions A, 1, 1 - A, 15, ﬁ, % sur €\ {0, 1} peut étre identifié a I'ensemble
des classes d’isomorphisme des courbes elliptiques (sans structure supplémentaire).
Le sous-groupe de I' engendré par la transformation A — 1 — X est d’indice 3, ce qui
s’explique par le fait que chaque courbe elliptique a justement trois points d’ordre 2.

Remarque. L’équation (1) est probablement apparue pour la premiere fois dans
I’article d’Abel [Ab] consacré aux intégrales pseudo-elliptiques. En particulier, Abel



a démontré que cette équation (1’) avec R, fixé, a une solution polynomiale P, @, si
et seulement si la fraction continue de v/R, est périodique. D’autre part, la question
sur la solubilité de I’équation (1') pour deg R, = 4 est équivalente a la question
suivante: le point (A, B) sur la courbe elliptique L est-il d’ordre fini? 1l est curieux de
remarquer, que pour le cas ou les coefficients de R, sont contenus dans le corps @), un
critere effectif de solubilité de I’équation (1) a été déja donné en 1864 par Chebyshev
[Ch] (voir aussi [Zol]). Le lien entre les équations (1), (1') pour deg R, = 4 et les points
d’ordre fini sur des courbes elliptiques a aussi été étudié dans [Hal], [Shin], [AR], [Jun],
[HBJ]. En particulier, dans [Jun], [HBJ], un résultat, au fond équivalent au théoreme
2 a été obtenu.? On remarque, en outre, que I"équation (1) avec R,(z) € R[z] (ou
bien les courbes hyperelliptiques réelles ayant des points de n-division) apparait aussi
dans la théorie d’approximation [SoYu| et dans la théorie des systemes intégrables

IMM].

2. Dans [Gr] A. Grotendieck a établi la correspondance fondamentale entre les
classes isotopiques de "dessins” sur les modeles topologiques des surfaces de Riemann
compactes et les classes d’isomorphisme de "paires propres de Belyi”. On va donner
une description tres courte de certaines définitions et résultats qu’on utilisera par la
suite et dont une discussion détaillée peut étre retrouvée dans [Schn], [ShZv]. Une
fonction propre de Belyi sur une courbe C est une application rationnelle 3 : C — (P’
ramifiée seulement au-dessus de 0, 1, oo telle que I'indice de ramification en chacun des
points au-dessus de 1 est exactement 2. Une paire propre de Belyi est une paire (C, 3)
composée d’une courbe et d’une fonction propre de Belyi sur cette courbe. I’image
réciproque du segment [0,1] est un graphe connexe dont les sommets correspondent
aux zéros de 3 avec pour multiplicité la valence au sommet. De plus, la fonction 3
prend une et une seul fois la valeur 1 sur chaque aréte. Enfin, sur chaque face de ce
graphe se trouve un pole de § dont la multiplicité est égale au nombre de segments
qui bordent la face. Le graphe ci-dessus® est un représentant de la classe isotopique
des "dessins” qui correspond a la classe d’isomorphisme de la paire (C, 3).

Dans cet article on travaille dans le cas particulier de la correspondance entre
les dessins et les paires de Belyi oti la surface de Riemann est une sphere? et les
dessins sont des arbres. Dans ce cas, la correspondance ci-dessus admet une simpli-
fication décrite par G. Shabat. A savoir, au lieu des fonctions de Belyi, il est plus
commode de considérer des polynémes qui n’ont que deux valeurs critiques” (finies).

21’auteur remercie A. P. Veselov qui lui a signalé cela.

30n remarque que la construction de ce graphe est un peu différente de celle du graphe G, de la
premiére partie.

40n remarque que deux paires de Belyi ((D]Pl, B1) et ((U]Pl, B2) sont isomorphes si et seulement si
il existe une fonction fractionnaire-linéaire v telle que f1(z) = Ba(7(2)).

5Sans contraintes sur les indices de ramification aux points au-dessus de ces valeurs critiques.



De tels polynomes sont dits polynomes de Shabat. Dans toute la suite on identifiera
I’ensemble des polynomes de Shabat avec I’ensemble des paires (P, 1) € ¥ composées
d’un polynéme de Shabat P(z) et du segment [ qui joint ses valeurs critiques, et on
notera S¥, S¥,, S¥, , (resp. Si, Sig, Sigm) les sous-ensembles correspondants dans
¥, 3,,Y,, (resp. dans i,ig,ig,n). Le passage entre les fonctions de Belyi et les
polynomes de Shabat se réalise de la fagon suivante. Soit A est un arbre. Alors
puisqu’un arbre n’a qu’une face, chaque fonction de Belyi de la classe d’isomorphisme
correspondante n’a qu’'un pole. Donc dans cette classe il existe une fonction 3 qui est
un polynome, et comme l'indice de ramification en chacun des points au-dessus de
1 de fonction 3 est exactement 2, on a 3(z) = 1 — P*(z), ou P(z) est un polynéme
de Shabat (ayant +1 pour valeurs critiques). Désignons par A I'ensemble des classes
d’équivalence isotopique des arbres planaires et par A, ,, le sous-ensemble de A se com-
posant des arbres n-arétes dont le nombre de sommets de valence impaire® est 2¢g -+ 2.
La bijection entre les classes isotopiques des arbres et les classes d’isomorphisme des
fonctions propres de Belyi correspondantes, induit la bijection o : Ay, — Sig,n qu’on
peut visualiser de facon connue: si 0 = (P,[) € SX, alors G, est I'arbre correspon-
dant (par abus de langage on appellera souvent arbre, un représentant de la classe
d’équivalence isotopique des arbres planaires). L’exemple le plus simple de polynome
de Shabat est le polynome de Chebyshev T,,(z). L’arbre correspondant est représenté
sur la figure 1.7

La rationalité de 0, 1, oo implique que dans la classe d’équivalence des fonctions de
Belyi il existe des fonctions a coeflicients algebriques. Donc on peut définir I’action du
groupe Gal(@/Q) sur I'ensemble A. A savoir, pour o €Gal(@/Q) et A € A, on choisit
dans la classe correspondante des fonctions de Belyi, une fonction 8 a coefficients
algebriques et on définit o(X) comme I'arbre qui correspond a la classe d’équivalence
des fonctions de Belyi contenant la fonction o(3). Il est facile de vérifier que la
définition ci-dessus ne dépend pas du choix de la fonction 3. Puisque des raisons
combinatoires simples impliquent que pour chaque arbre A son orbite est finie, le sta-
bilisateur St()) est d’indice fini dans Gal(@/@Q). Donc, d’apres le théoreme principal
de la théorie de Galois, le corps k) des nombres algébriques qui sont invariants par
l’action de St(A), est une extension finie de Q. Le corps ky s’appelle corps des modules
de .

On définit maintenant 'application ¢ : Ay, — H,, en posant pour A € A, ,,
©(A) = x(a(X)). D’apres [Couv], pour chaque arbre A dans la classe des fonctions de

Belyi correspondante, il existe une polynome 3 dont les coefficients sont contenus dans
ky. Donc dans la classe () il existe une courbe dont les coefficients sont contenus

60n remarque que ce nombre est toujours pair.
"D’apres Pexistence de la bijection a, ce fait peut étre utilisé pour une autre démonstration du
théoreme 1.



dans ky. En effet, si les coefficients du polynome §(z) = 1 — P?(z) sont éléments du
corps ky, alors les coefficients du polynéme qui a comme racines (simples) toutes les
racines de multiplicité impaire de 3, sont aussi contenus dans k).

Définition 3. On définit pour un arbre X ses genre et ordre respectivement comme
le genre de la courbe H et l'ordre du diviseur p — p’ dans le groupe PicH pour un

représentant (H, p) € ¢(A).

Rappellons que d’apres le théoreme 2, 'ordre de A est égal au minimum des degrés
des polynémes P(z) tels que P(z) = £T)(P(z)), ot o = (P, 1) est un représentant
de a(A). Puisque les coefficients de T),(z) sont rationnels, on conclut que lordre est
invariant par Uaction de Gal(Q/Q) sur A.

Le probleme qui apparait alors naturellement est le suivant: a partir de la structure
combinatoire de Uarbre X définir son ordre. On va résoudre ce probleme dans le cas
ou le genre de X est égal a 1. Ce cas est spécialement intéressant. En effet, d’apres les
formules (6), a partir d’un arbre d’ordre n de genre 1 ayant comme corps des modules
k», on obtient une courbe elliptique F définie sur k) avec un point (A, B) d’ordre n
telle que (A, B) € E(ky). D’autre part, d’apres [Mer|, pour tout corps de nombres
k, 1l existe une borne effective qui ne dépend que du degré de k£ sur @), pour 'ordre
d’un point de torsion sur une courbe elliptique définie sur & si les coordonnées de ce
point sont aussi contenues dans k. Ceci implique immédiatement le résultat suivant:
pour chaque t € IN il existe | = I(t) € IN, tel que pour chaque arbre A de genre 1
[in€galite ord X > [ implique que le degré de ky sur @ est strictement supérieur a t.
En particulier, d’apres [Maz] on a: si ['ordre d’un arbre de genre 1 est strictement
sup€rieur a 12, alors le corps Q) ne peul pas étre son corps de définition.

On remarque que pour chaque paire o = (P, 1), le fait o € SY, implique que la
paire oy = (Tx(P), 1) est aussi dans SY, et si a o correspond 'arbre A, alors a oy
correspond I’arbre Ay obtenu a partir de A par ’addition de & — 1 nouveaux sommets
de valence deux sur chaque aréte de A (voir fig. 3).%

A A3

fig. 3

Cependant, l'inclusion o), € SX, pour o3 = (Tx(P), I1) n’implique pas o = (P, I1) €
S¥ mais implique seulement que I’ensemble des valeurs critiques de P(z) est inclus

8(’est un cas particulier de ce qu’on appelle la composition des arbres (voir [ShZv], [AdZv]).
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dans l'ensemble cos 2, [ =0, ..., k.
On considere malntenant les arbres de genre 1. Un tel arbre est de I'une des deux
especes sulvantes:

ATL BTL
a
\\ d
/ a
: VAN
Y b SN
C
b
¢ a+b+c=n a+b+c+d=n

fig. 4

Chaque arbre d’espece A, (resp. By,) est défini par le triplet < a,b, ¢ > (resp. quadru-
plet < a,b,c,d >.) Posons A =22, Ay, B=U2, B

Théoreme 3. Soil A un arbre n-arétes de genre un. Alors l'ordre de )\ est égal a

n/(a,byc) sire€ A, et anf/(a+bb+c,c+d,d+a) si A€ B,.

Démonstration. Pour s’assurer de la véracité du théoreme dans le cas ou A € A,,, on
prouve tout d’abord le critére simple suivant: la classe & de ¥, appartient a a(A) si
et seulement si pour un représentant o = (P,I) de & on a ¢,|R,. En effet, dans ce
cas I’équation 1 implique que le polynéme P(z) n’a que deux valeurs critiques donc
& = a(A) pour un arbre A. De plus, comme il est facile de vérifier, ’arbre A a quatre
sommets de valence impaire, un desquels est de valence trois d’ou il suit que A € A.
On prouve maintenant que 1'égalité P(z) = £T)(P(z)) pour la paire o = (P, ;) qui
représente Parbre A € A, implique que la paire @ = (P, I;) appartient aussi 4 SY et
représente un arbre \ € Ay Pour cela on remarque que 1'égalité ci-dessus implique
que ¥, (z,w) = £(V;(z,£w))". D’apres la formule (5) on obtient égalité g, = g5.
Notre affirmation découle a présent du critere prouvé.

Soit A € A,, A =< a,b,¢ > et (a,b,¢) = k. Soient 'arbre X =< alk,b/k,c/k >
et un représentant ¢ = (ﬁ,]l) de oz(;\). Puisque la paire 6, = (Tk(p),ll) est un
représentant de la classe a(A), on a ord A|(n/k).

Par contre, I’égalité P(z) = :I:T;(P( )) pour la paire o = (P, [;) qui représente
I’arbre X € An, comme on a prouvé, implique que & = (P(z ), I1) est un représentant
de a()) o X € Apj- Si A =< a,b,¢ >, alors A\ =< la,lb,lec >, d’on |k, et, par
conséquent, ord A = n/k, ce qui prouve le théoreme dans le casou A € A,,.

Soit maintenant A € By, A =< a,b,¢,d >. Si (a,b,¢,d) =1 > 1 alors, en utilisant
les mémes raisonnements que plus hau’r on conclut qu’il existe un représentant (P Ih)

de la classe 0/()\), on A =< all,b/l, c/] d/l >€ By, tel que la paire (TZ(P) )
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représente 'arbre A. Donc, en tenant compte de Iégalité Ty, (z) = To,(T,(z)),” il suffit
de prouver le théoreme en supposant que (a,b,c,d) = 1.

Supposons que P(z) = £T,,(P(z)). Puisque la condition (a,b,¢,d) = 1 implique
que & = (P(2), 1) ¢ SE, le polynéme P(z) a un point critique z tel que P(z) # %1.
Par ailleurs, comme deg g, = 1, "équation (1) implique que le polynéme P(z) ne peut
pas avoir plus d’un tel point et que la multiplicité du polynéme P(z) en ce point est
égale a deux. De plus, P(z) € L, ou L = {cos %,i = 0,...,m}. Enfin, il est clair
qu’en les points critiques du polynome P(z) en lesquels sa valeur est égale a £1, sa
multiplicité est aussi égale a deux.

[égalité P(z) = £T,,(P(z)) signifie géométriquement que Parbre X se réalise
comme 'image réciproque du graphe lineaire m-arétes G, 7 = (T}, [1). On dessine
G, et A, en supposant, sans restreindre la généralité, que A est inclus dans I'union les

axes (voir fig. 5).

fig. 5

On numérote les sommets de (G, par les nombres de 1 a m 4+ 1 a partir de la droite.
Cette numeérotation induit une numérotation des sommets de A\. On considere le
sommet de ’arbre A de coordonnée maximale sur I'axe réel. Ce sommet est soit de
numéro 1 soit de numéro m + 1. On suppose qu’il est de numéro 1, le cas ou il est
de numéro m + 1 peut étre analyser de maniere analogue. On avance en longueur
de I'axe réel dans direction la —oo. Il est clair que les numéros des sommets passés
croissent de facon monotone jusqu’au moment ou 'on retrouve un sommet qui est
un point critique pour le polyndéme P(z) . Soit y un tel premier sommet. Si y # 0
alors y est de numéro m + 1. Dans ce cas on continue d’avancer dans la direction
—o00. Maintenant les numéros des sommets passés décroissent de facon monotone
jusqu’au point critique suivant, car la multiplicité de P(2) en y est égale & deux. En
continuant d’avancer de la méme maniere, a un certain moment on arrive au point

9Ce fait bien connu découle facilement, par exemple, du théoréme 1.

12



zéro. On commence alors a avancer le long de ’axe imaginaire dans la direction —io0.
Puisque zéro est un point critique de P(z) d’ordre 2 et P(0) # %1, les numéros des
sommets passés continueront soit a croitre de fagon monotone soit a décroitre de fagon
monotone selon leur conduite avant le passage par zéro. A un moment, on arrive au
sommet de A de coordonnée minimale sur I'axe imagine. Puisque le numéro de ce
point est égal soit a 1 soit a m + 1 notre construction implique que m|(a + b) (en
notation de fig. 4). Les faits que m|(b + c), m|(c + d), m|(d + a) se démontrent de
maniere analogue.

Par contre, on prouve que si m|(a+ b,b+ ¢,c¢+ d,d 4 a) alors 'arbre A peut étre
représenté par la paire (T,,(P), [;). Pour cela on dessine A et G, comme avant et
on numérote leurs sommets par les nombres de 1 a m + 1 a partir des sommets de
coordonnée maximale (sur 'axe réel) comme si I'arbre A €tait déja 'image réciproque
du graphe G, (la régle formelle de numérotation des sommets de A est claire d’apres
I’étude précédente). On construit deux triangulations de la sphere de Riemann en
joignant chaque sommet de XA et de G, de valence ¢, (1 < i < 4) avec le point oo
par ¢ segments (voir fig. 5). On prouve par récurrence sur le nombre t = n/m
qu’il existe une application continue P : P! — P! telle que les triangles a gauche des
sommets de numéros j et 7+ 1, (1 < j < m) ont pour images les triangles a droite des
sommets de mémes numeéros en préservant les numeéros des sommets de telle fagon que
la restriction de I'application P :P'\ P~(L) —P'\ L soit un revétement a ¢ feuillets.
En effet, si ¢ = 2, alors a = ¢, b = d, et on peut poser P(z) = z2. Supposons que notre
aflirmation soit prouvée pour ¢t < k et considerons le cas ¢t = k. Puisque & > 2 parmi
les nombres a,b, ¢, d il en existe au moins un qui est strictement supérieur a m (on
rappelle que (a,b,¢,d) = 1). On suppose que ce nombre est a. On considere 'arbre
A€ X N=<a—m,b,c,d> Dapres hypothése de récurrence pour arbre A il
existe une application ayant les propriétés nécessaires et on voit clairement comment
la modifier pour obtenir I'application cherchée pour I’arbre A\. Maintenant, d ’apres
les théoremes généraux de la théorie des fonctions de la variable complexe, il existe
une structure complexe telle que P est holomorphe. Puisque P~'{oc} = {oc}, P dans
cette structure est un polynome. Il est clair que le polynéme T, (P(z)) représente

larbre A (cf. [ShZv]). O

Exemple. En utilisant le catalogue [BPZ], il est facile de vérifier que les arbres qui
sont représentés sur la figure 6 (ayant comme corps de modules @),
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donnent le point (v, w) = (21, —243) sur la courbe elliptique w? = 4v® 4 5400 4 10665
qui est d’ordre 5, et le point (v,w) = (3, —16) sur la courbe w? = 4v® + 84v — 104 qui
est d’ordre 3 respectivement.

Comme les arbres de genre 1 offrent une curieuse suite d’exemples de torsion sur
les courbes elliptiques définies sur les corps de nombres, il est interessant d’estimer
pour ces arbres les degrés de leur corps de définition, ou, ce qui est équivalent, les
longueurs de leur orbite par Iaction du groupe Gal(Q/@Q). On se borne ici au cas des
arbres d’espece Ap, ou p est un nombre premier. Le cas général peut étre analyser de
maniere analogue. Pour trouver les estimation nécessaires on note que pour chaque
arbre planaire A représenté par une paire (P, ) € SX peut étre fournie une structure
bicolore, ce qui correspond a la peinture des images réciproques des extrémités du
segment [ de couleurs différentes, par exemple, blanc et noir. Si a = a1, ag, ..., o
(resp. B = (i, B2, ..., 3,) est la suite des valences des sommets blancs (resp. noirs) de
I’arbre A dans lordre décroissant, on dit que 'arbre est du type (a; 3). Il est clair que
si deux arbres bicolores qui sont de types (o; 3) et (a; 3) respectivement, se trouvent
dans la méme orbite par Iaction du groupe Gal(@/Q), alors soit a = a, 3 = 3, soit
a = (3,3 = a. En comptant que le sommet de valence trois est blanc, on obtient que
chaque arbre A € A est d’un de quatre types suivants:

k k k k
—— — — r—/\l—\
+
(3,%,2,.2:2.2,.21,1,1), (3,%2.2.1;,2,2,..2,1,1),
k k+2 k k+3

(3,2,2,..2,1,1;2,2,...,2,1),  (3,2,2,..2,1,1,1;2,2,...,2).

Puisque le nombre d’arétes dans chacun de ces types est égal a 2k + 3, 2k + 4, 2k 4 5,
2k + 6 respectivement, les deuxieme et quatrieme types ne se réalisent pas car le
nombre p est premier. Maintenant, en utilisant la formule pour le nombre de classes
isotopiques des arbres de type donné (voir. [ShZv]), on conclut qu’il y a (p* — 1)/24
classes isotopiques d’arbres de premier type et (p — 3)(p — 1)/8 de troisieme. On
remarque que ceci implique le résultat suivant: pour chaque nombre premier p > 5
il existe une courbe elliptique E definie sur un corps de nombres K telle que E(K)
posseéde un point d’ordre p et que le degré du corps K sur Q) est infeérieur ou €gal

(v —1)/24.

Remerciements: 1’auteur remercie G. Shabat, M. Zaidenberg et A. Zvonkin pour

de nombreuses discussions.
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