INEGALITES D'AUTO-INTERSECTION
POUR LES COURANTS POSITIFS FERMES

par Michel MEO
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0. Introduction

Le but de ce travail est d’établir pour un courant positif fermé défini sur une variété
projective, des inégalités d’auto-intersection qui permettent de borner le degré des strates
ol la multiplicité est constante. On se rameéne au cas de I'espace projectif par un argument
de plongement et on utilise alors un potentiel qu'on peut calculer explicitement de plu-
sieurs facons. L'un des points essentiels est que notre méthode permet de traiter le cas de
courants de dimension quelconque. Seul le cas de la codimension 1 était connu aupara-

vant.

Soit donc T un courant positif fermé de bidimension (p,p) défini dans une variété
complexe X de dimension n et, pour ¢ > 0, E. le sous-ensemble analytique formé des
points en lesquels le nombre de Lelong de T est supérieur ou égal a c (cf. [Siul]). On sup-
pose X compacte et munie d’'une métrique kdhlérienne w et on s’intéresse a une majo-
ration du degré par rapport a w des composantes irréductibles de dimension g donnée
apparaissant dans les E; en termes de la classe de cohomologie de T.

On rappelle le résultat obtenu par Demailly (cf. [Del]). Soit0 = b, < --- < b_;la
suite des valeurs de saut de dimension des E.. Autrement dit b; = inf{c > 0, dim E, < q}
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avec en particulier b_; = ma v(T,x) et pour ¢ € |by by 1] la dimension de E, est g.
X
Soit (Zy k) k>1 la famille au plus dénombrable des composantes irréductibles de dimension
g des E; pour ¢ € |bgbg—1] et vgr = Iélén v(T,x) € ]bgbg—1] le nombre de Lelong
X! q,k

générique de T le long de Z x.

Lorsque p = n — 1 c'est-a-dire T de bidegré (1,1), I'inégalité suivante est vérifiée

O (v = b))+ (e = by {ZyeHe}? < (T} + b {u))
k>1
({1} + bylup) ()

ol {u} estune classe de cohomologie dans X semi-positive (i.e. dans 'adhérence du cone
de Kihler) telle que ¢;(Orx(1)) + mx{u} soit semi-positive, Orx (1) désignant le fibré
en droites tautologique associé au fibré tangent TX au-dessus du fibré des hyperplans
P(T*X) etmx : P(T*X) — X la projection. La démonstration utilise le résultat de ré-
gularisation suivant, qui est vrai d’ailleurs avec une métrique hermitienne w quelconque
(cf. [Del] et [De3]).

On suppose Orx (1) muni d’'une métrique hermitienne dont la forme de courbure
vérifie ;- ©(Orx(1)) + myu > 0 pour une certaine forme C> positive u dans X de bi-
degré (1,1). Soit T un courant fermé de bidegré (1,1) vérifiant T > y pour une certaine
forme réelle continue y et 0 une forme réelle C*° fermée dans la méme classe de dd°-
cohomologie que T ie. T = 6 4+ dd°U avec U une fonction presque plurisousharmo-
nique. Alors, pour tout ¢ > 0, il existe une suite de courants fermés (Tc,e)ezl qui converge
faiblement vers T et vérifie

(i) Tee = 0+dd°Uge ol (Uce) ¢>1 estune suite décroissante de fonctions presque
plurisousharmoniques C* dans X \ E, qui converge vers U.

(i) Tee > y—min(Agc)u—ew ot (Ag)e>1 estune suite décroissante de fonctions
continues telle que A¢(x) — v(T,x) pour tout x € X et (6¢)¢>1 est une suite décroissante
de constantes positives qui converge vers 0.

(iii) v(Tee,x) = (v(T,x) — ¢)+ pour tout x € X.

Lidée pour en déduire I'inégalité d’intersection est de considérer pour des va-
leurs ¢; — bj+, jvariant de n — 2 a g, le produit T A (Tc,,_z,e + ch_ou + 6@(») A=A
(ch,g + cqu+ dp w) qui est bien défini a 'aide de la théorie des opérateurs de Monge-
Ampere (cf. [De2], [FS]) puisque les singularités de ch’e + cju + 8w sont contenues dans
un sous-ensemble analytique de dimension j.

Lorsque X est I'espace projectif P, on peut prendre © = 0 et I'inégalité (0.1) s’écrit

simplement

Z(Vq.k — bu—1) -+ (Vg — bg)6(Zgx) < 6(T)"17
k>1

en désignant par §(- ) les degrés relativement a w la métrique de Fubini-Study.
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On se propose d’établir I'inégalité analogue pour un courant positif fermé T de bi-
dimension (p,p) quelconque dans P,
(0.2) Z(Vq,k —bp) -+ (Vak — bg)8(Zgx) < S(T)PF171.
k>1
Lidée est de considérer un courant positif fermé T; de bidegré (1,1) dans PP, qui posséde
le méme degré que T et le méme nombre de Lelong en tout point et d’'utiliser de la méme
facon I'opérateur de Monge-Ampere T' A (Tl,cn_z,e + 6gw) AN---A (Tl,cq,£ + 5400).

Ensuite, lorsque T est défini dans une variété projective X et w est une métrique
kdhlérienne dans X définissant une classe de cohomologie entiére, un plongement dans
un espace projectif effectué grace au théoreme de Matsusaka (cf. [KM]) implique 1'exis-
tence d’'une constante C ne dépendant que de n, {w}" et {w}"~! - ¢, (X) telle que
(0.3) Z(Vq,k = bp) -+ (Vak = bg)8(Zgx) < C5(T)PT7.

k>1

Pour définir T} on peut utiliser comme Lelong et Skoda (cf. [Le] et [Sk1]) un poten-
tiel. Soit 7 : C"*! — {0} — P, I'application canonique, on considére dans C"*! le courant
positif fermé

c 1 1 1
(04)  dd (H ~(prire /[C {|z_x|zp+z ) (1+|x|2)v+1}
(17* T) (x) A (ddc|x|2)p+l) .

1l est invariant par homothéties et donc provient d'un courant défini dans IP,, qui a les

mémes nombres de Lelong que T et comme le montre un calcul facile le méme degré
que T.

Comme I'a remarqué Demailly, on en a aussi une construction géométrique. On
projette T orthogonalement sur un sous-espace projectif de dimension p+1 puis on
considere I'image inverse. Sauf pour un ensemble négligeable dans la grassmannienne
G(p+2,C""1') des sous-espaces projectifs de dimension p+1, son degré est le méme que
celui de T et T; s'obtient en fait comme la moyenne relativement a G(p+2,C"*!) de ce

courant.

Une question intéressante est alors d’exprimer le noyau K qui donne T; en fonc-
tion de T en des termes intrinseques a I'espace projectif. Un simple calcul d’'image directe
a partir de la formule (0.4) permet d’y arriver. Mais si on raisonne géométriquement en
restant dans IP,;, on voit que ce noyau s’obtient en fait comme la moyenne relativement a
G(p+2,C"*1) de I'image réciproque dans P, x P, du courant d’intégration sur la diago-
nale associée a un sous-espace projectif de dimension p+1 et il s’agit donc d’exprimer une
forme de Green de ce sous-ensemble.

On peut pour cela remonter a I'espace affine. Soit  : C* x CP*2 \ {0} x CP*2
{0} — CP*2 définie par B(t,z,x) = tz+ x et « la projection sur les deux derniers facteurs.
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Limage réciproque dans C’*? \ {0} x CP*2 \ {0} du courant d’intégration sur la dia-

gonale A de P41 X Ppy1 est alors égale 2 o, %6y = o, (dd®log|tz + x|)p+2. On peut
p+1 . .
ensuite I'exprimer comme somme de la forme Y (dd¢log|z|)’ A (dd®log |x|)p+1 ! qui

j=0
représente la classe de cohomologie de A dans P41 x P,,4; et d'un terme qui est le dd°

d’une forme singuliére le long de A se calculant a I'aide de la quantité leﬁll

On procede ici autrement en interprétant A comme le lieu des zéros de la section
du fibré vectoriel pr,*O(1) ® pr,*(CP*t?/O(—1)) au-dessus de P11 x P41 qui associe
z* ® (zmod Cx) a ([z],[x]).

De fagon générale, étant donnés E un fibré vectoriel hermitien de rang r au-dessus
d’une variété complexe X et Z une sous-variété lisse de X définie comme I'ensemble des
zéros d’'une section s de E transverse a la section nulle, il existe une forme différentielle

explicite @' a coefficients dominés par ﬁ telle que

|
(0.5) [Z] = ¢(©) + (ddClog|s|)" + da‘y'

© désignant la forme de courbure de E et ¢,(®) sa forme de Chern de degré maximum.
Ce n'est rien d’autre que la formule de King (cf. [Kin])

(2] = (ad* log|s|)r — (dd° log|s|)r|X\Z
combinée avec les calculs effectués dans [BC1] permettant d’exprimer (ddc log |s|) r| X~Z-

Revenant & I'expression de [A], on trouve donc que dans P,y X Pppy
‘Perl

p+1
(8] = 3 pnr* (@) Apr (@) + (ddtogls)) "™ + day!
j=0

|zAx]
|2[] %]

avec |s| = et ¢/ une forme a coefficients O [ == ). Ceci suggeére finalement Iexis-
‘slz;a 2

tence d'une forme  a coefficients O (W) telle que

p+1
K= Zpr’{= w’ A pri(wPT ) + (dd®log |s|)PT! + dd .
j=0
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1. Courant de bidegré (1,1) associé a un courant
positif fermé de I'espace projectif

Soit P(V) I'espace projectif des droites d’'un espace vectoriel complexe V de di-
mension N + 1. On munit P(V) de la métrique de Fubini-Study induite par un produit
scalaire sur V et on note w = 5-©(O(1)) sa forme fondamentale. Etant donné un cou-
rant positif fermé T de bidimension (p,p) dans P(V) avec p < N — 1, on va définir un
courant positif fermé T; de bidegré (1,1) dans P(V) ayant méme degré que T par rapport

a w et méme nombre de Lelong que T en tout point de P(V).

Onnote G(p+2,V) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de V de dimen-
sion p+2. Pour W € G(p+2,V) on désigne par oy : V — W la projection orthogonale
sur W etpar &y : P(V) --» P(W) l'application méromorphe induite. Les considérations
qui suivent concernant les images inverses et directes par ¢ de courants positifs fermés

seront utiles a la définition de T;.

(1.1) ProposiTION. — L'image inverse par & d’un courant S de P(W) est définie
dans P(V) et est positive fermée si S I'est.

Démonstration. — Soit Y = {([z],[x]) € P(V) x P(W), ow(z) et x colinéaires}
et n, T les restrictions a Y des projections de P(V) x P(W) sur P(V), P(W). En fait n re-
présente I'éclatement de P(V) de centre P(W) et permet d’éliminer les singularités de

Ow i.e.le diagramme suivant :
Y

est commutatif. On pose alors Gy *S = n,T*S qui est bien défini, T étant une submer-
sion puisqu’elle s’identifie a la projection du fibré projectivisé P(WJ- ® 0 P(W) (—1)) sur
P(W). |

De la méme facon I'image directe par & d'une forme u de classe C*° dans P(V)
est bien définie en posant & . u = T,n™ u et vérifie la relation

/ ow*SAu= / S A Gw.u pour tout courant S dans P(W).
P(V) P(W)

En particulier



(1.2) LEMME. — Pour £ < p+1, I'image directe Gy, (w®TN=P~1) est égale a

£
@rp(w)-

Démonstration. — Gy (w®N~P~1) est une forme sur P(W) invariante par I'ac-
tion du groupe unitaire U(W) ~ U(W) x{idy . } C U(V).Elle estdonc égale a wap(w)
pour une certaine constante C. Pour tout courant S de bidimension (£,£) dans P(W), on

/ Fw*S A wttN =Pl = c/ S A @pyy-
P(V) P(W)

Si on choisit en particulier pour S le courant d’'intégration sur un sous-espace projectif

alors

de dimension £, G * S est alors le courant d’intégration sur un sous-espace projectif de
dimension £ + N — p — 1 etles deux intégrales ci-dessus sont égales a 1. On a donc bien
C=1. n

On note u 'unique mesure positive sur G(p+2, V) invariante par le groupe unitaire
de masse égale a 1.

(1.3) LEMME. — Pour £ < p+1, l'intégrale fWEG(p+2,V) ow* (wlep(w))dy(W)

existe et est égale a w®.

Démonstration. — Cette intégrale est faiblement convergente car si u est une
forme différentielle continue de bidegré (N—¢€,N—#£) dans P(V), la fonction W —
fp(w) Owsu N wfp(w) est bornée dans G(p+2,V). En effet, on peut supposer u posi-
tive et écrivant u < Cw™ ¢ avec une constante C > 0, il suffit de considérer le cas ol

u = w™~* mais alors cette fonction est égale a 1 par le lemme (1.2).

Maintenant [ wea(prav) TW” (wa(W)) du(W) est un courant sur P(V) invariant

par I'action de U(V) donc est égal 2 Cw* pour une constante C. En I'évaluant sur ™V =¢
on trouve C = 1. ]
(1.4) PrOPOSITION. — L'image directe par &y de la restriction a P(V) ~ P(W+)

d’un courant positif fermé T défini dans P(V) existe pour tout W € G(p+2,V) et c’est un
courant positif fermé dans P(W).

Démonstration. — 11s’agit de justifier I'existence de f P T A ow™ upour

V)~P(WL)
u une forme différentielle continue de bidegré (p,p) dans P(W) . 1l suffit de considérer le
casolu = w‘pp(w). Soit g la fonction dans P(V') égale a log W"l"# en [z]. Alors
(1.5) G'W* (w|p(w)) = w + ddcg

2 2
o V4 +¢lo V4
low(z) el oy (1 ‘Z“z w () . C’est une

forme C* qui, lorsque ¢ — 0, converge faiblement dans P(V) vers gy * (w‘ p(W)). Par

Soit, pour £ > 0, w; = w + dd°g avec g([z]) = 3log
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conséquent T A w! converge faiblement dans P(V) \. P(W=) vers T A Gy * (wrp(w)) et

TAGw* (0] gliminf/ T A w?.
/p(v)\p(wl) W( |P(W)) 0 Jp(v)~p(wi)

Or fp(v)\P(WL) TAwf = fp(v) T A w! en désignant par T P'extension triviale a P(V)

donc

de T| P(V)~P(WL)- Par le théoréme de prolongement de Skoda (cf. [Sk2]), T est fermée et

puisque w; est cohomologue a w dans P(V) onafp(v P(W T/\wg fp V)~ P(W) TA
w? et donc
(16) / TAGw™ (@) < / T A wP.

P(V)~P(WL) P(V)~P(WL)

On note 6w« T 'image directe par & de T. Pour vérifier que dow+«T = 0, on re-
prend I'idée de la démonstration du théoréeme de prolongement de Skoda-El Mir (cf. [EM]
et [Sib]). k étant un entier > 1, soit @y = x(%g) avec x une fonction C* a support com-
pact dans ] — 00,0] valant 1 en 0 et convexe croissante. Cette suite de fonctions vérifie les
propriétés suivantes :

@restC®dans P(V)et0 < oy < 1,
@y tend vers 1 uniformément sur tout compact de P(V) ~. P(W),
@i = 0 au voisinage de P(W+).

On va aussi estimer le hessien de @i.Ona

dd° i = kzx (kg)dgf\ d'g + kx (kg)ddcg
Compte-tenu de la convexité de x le premier terme est positif. Pour le second, on utilise
que dd°g > —w d’apres (1.5) et que X' est positive et majorée par une constante C. D’ol1
la minoration dd®@) > —%w.

Puisque Gy T est réel, il suffit de vérifier qu'il est d’-fermé. Comme c’est la limite
de w (@i T) il s'agit de voir que &y« (d' @i A T) tend vers 0.

Comme toute forme C* dans P(W) de bidegré (p — 1,p) est une somme de formes
sécrivant i(P~D O A DA B avec 0 de classe C™ d-fermée de bidegré (p — 1,0) et B de classe
C de bidegré (1,0), cela revient 2 montrer que la suite fp(v) dor NTAow* (i(”_l)2 ON
é) A ow* B tend vers 0. Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour la forme hermitienne
qui associe fp(v) TAGw* (i(”_l)ze A 9) Aiy1 Ay2 ay ety, dansCog(P(V)), le carré de
sa valeur absolue est inférieur a

/ TAow* ("6 ABATAB) / T Ao (" 0n8) Nidprnd" oy | .
PV)~P(WL) (V)

Compte-tenu de la relation d' @y A d" @y = %d’ d" @4 — id' d" py, la derniere intégrale
est égale a

R P o cc
TAGw (l 9A9)/\(pk(—ld d'pi) <
P(V)

TAGw* (0’7 YAw
/p(v)\p(wi) Wi 'p(w))
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P=1 et utilisation de I'estimation de hessien de

5 L Srati i(p—1)? 5 1
apres majoration de i 6 A 0 par C W) p(w)

Pk-
’e iz ~ % p—1 .
Enfin, I'intégrale fP(V)\P(WJ-) TAGw (wlp(w)) A w est convergente puisque par
un raisonnement analogue a celui effectué pour établir (1.6) on voit qu’elle est inférieure a

Joypwry T A wP. u

1l résulte de tout ceci que Gy *Gw« T est, pour tout W € G(p+2, V), un courant
positif fermé de bidegré (1,1) bien défini dans P(V). De plus, d’apres (1.2),

Gw*o *T/\wN“:/ TAGw* (w”
/P(V) o P(V)NP(WL) W( ‘P(W))

et d’apres (1.6) le second membre est inférieur au degré de T. Autrement dit, le degré de
Gw* 0w« T est toujours inférieur a celui de T. La formule

1.7 apu(w TAGw* (w! =/ T A w”
(17) /WEG(p+2,V) P(V)~P(Wi) W( lP(W)) P(V)

qui est une conséquence de la formule de Fubini et de (1.3) implique alors que pour
presque tout W il y a égalité.

Enfin, I'intégrale Ow*Gw«Tdu(W) est faiblement convergente. En ef-

f WeG(p+2,V)
fet, les courants Gy * 0y « T étant positifs, cela résulte du fait que la fonction qui a W asso-

cie fp(v) Gw*ow«T A wN~! est, comme on vient de le voir, majorée. On note
T1 :/ &W*(?W*Tdu(W).
WeG(p+2,V)
Alors

(1.8) ProposiTION. — Ty est un courant positif fermé de bidegré (1,1) dans P(V)
qui posséde méme degré que T.

2. Conservation des nombres de Lelong
Onnote 1 : V ---+ P(V) 'application canonique.

(2.1) LEMME.

(i) Pour toute forme différentielle u de classe C*° a support compact dans V,
I'image directe 1, u calculée par intégration le long des fibres de T existe et est une forme
différentielle de classe C*° dans P(V).

(ii) L'image inverse par 1t d’'un courant S de P(V) est définie dans V et est positive
fermée si S I'est.

Démonstration. — On considere le fibré Y = Op(y)(—1) — P(V) et I'applica-
tionn : Y — V qui est en fait 'éclatement de V en 0. n résout la singularité de r i.e. le

diagramme suivant :



est commutatif. On pose alors . u = T.n*uet ™S = N, 7*S. [ |

En fait en notant £ le degré de m, u, on a la formule

(2.2) (e (T8 = / s (2150 (2), ... T8 (2)) dA(1)

[}

pourZ',...,c% dans Tig P(V) = Hom(Cz V/Cz), A désignant la mesure de Lebesgue dans
C.

(2.3) ProprosITION. — Les nombres de Lelong d’'un courant positif fermé sont
conservés par image réciproque par submersion.

Démonstration. — 11 suffit de considérer le cas d’'une projection C* x C" —»
C". Limage réciproque d’'un courant de C" est alors égale a son produit tensoriel avec le
courant d’intégration sur C"” et on conclut grace au fait suivant. [ |

(2.4) LeMmME. — Si T et S sont des courants positifs fermés définis au voisinage de
0 respectivement dans C" et C", on a I'égalité v(T ® S,0) = v(T,0)v(S,0).

Démonstration. — Appelons (p,p) et (g,q) les bidimensions respectives de T et
S. Alors

p+aq 1 z[2\ P i = q
v(T® S,O,r):( , )(nqrzq)/ (1—%) v(T,0,4/ 12 — |2]2)S(2) A Eaa\z|2
Z|<r

~ v(T,O)(p: 9 (ﬁ) /ler (1 - ‘f—‘;)ps(z) A (éaﬂzﬁ)q.

Notons T la mesure trace de S et () la masse de T sur la boule B(0,r). Pour toute fonction

w de classe C! dans R, on a

;
/ w(|z|) dt(z) = w(r)t(r) —/ w' (6)t(t) dt.
B(0,r) 0

En effet, lorsque S est une forme différentielle continue, T s’obtient a partir de la mesure

de Lebesgue a I'aide d'une densité & et la relation

™(r) = /E(O’r)hdv=/or(/2=th(z) dA(z)) dt
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implique que 7(r) est dérivable de dérivée égale a f|Z|:r h(z) dA(z). On a alors

[ iz ar = [ wio /z|:t e) aa(2) = [ w0 ar

B(0,r)
puis I'égalité annoncée aprées une intégration par parties. Lorsque S est quelconque, on
effectue une régularisation et on utilise le fait suivant.

(2.5) LEMME. — Soit p, une suite de mesures positives dans V convergeant faible-

ment vers une mesure p. Alors

/ p = lim lim inf / pe = lim lim sup / De.
B(0,r) 0 £ B(0,r+¢) =0 B(0,r+¢)

Démonstration. — Cela résulte des inégalités
/ p < liminf / pe < limsup / pe < / p. -
B(0,7) £ B(0,7) e B(o,r) B(o,r)
Ainsi
1 z|*\P i = 2\9 ! T(rt
i / (1- %) 5() A (2231e) " = / 2pe(1 — 2y 0. g
=9 lz|<r T 2 0 Er q
qui tend vers v(S,0) fol 2pt?9t1(1 — 2)P~! dt, la derniére intégrale valant ﬁ. ]

Les considérations suivantes vont permettre, T étant un courant positif fermé dans
P(V), d’exprimer le courant w6y *Gw. T 4 'aide de w* T. On note ryy : W — {0} —

P(W) l'application canonique et on considére le diagramme

v o S p(V)
l ow l@'w
w5 p(w)
(2.6) LemmE. — Pour toute forme différentielle u de classe C*° a support compact

dans W, I'image directe 11,0y * u calculée par intégration de oy * u le long des fibres de 1t
existe dans P(V) ~. P(W+) ety est égale a 6y * Ty , u.

Démonstration. — Le support de o * u est contenu dans supp u + wt. Puisque
supp u est compact, pour z hors de W+, I'ensemble des ¢ tels que tz appartienne a
supp u + W est borné. On peut alors calculer (1,0 * u)[z] al’aide de la formule (2.2) :

(meow*u)1(T",....c)= /Cutzrw(z) (ow(2)iow(2),tow (L' (2)),....tow (T (2))) dA(1)
pour (',...,C°) dans Tj,;P(V). C'estlaméme chose que (0w * Ty u)1(C),....C). ®
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(2.7) ProposITION. — L'image directe oy, 0 T existe pour tout W € G(p+2,V)
etestégaleatmy*ow.T.

Démonstration. — Soit u une forme différentielle continue a support compact
dans W. Il s’agit de voir que la mesure 7 T A o7, u est de masse finie dans V. D’une part,
d’apres (2.6), on a

/ Tr*T/\(TW*u:/ TAGw Tw,.u
v~wi P(V)~P(W1L)

= / 1TW*6'W* T A u.
P(w)

/ n*TAoW*u:/ ows(lyr- T T)Au=0
w w

par le résultat suivant (cf. [Fe], §4.1.15). [ ]

D’autre part

(2.8) LEMME. — Soit S un courant localement plat, ¥ et W' deux applications de
classe C' dont les restrictions au support de S sont égales 4 une méme application propre.
Alors les images directes W, S et W', S sont égales.

Par (2.7) ona pour tout W dans G(p+2,V) larelation t* 6y *Gw« T=ow*ow, T
et donc

(2.9) 7T*T1 = / O'W*O'W*TT*Tdy(W).
WeG(p+2,V)

On va maintenant calculer le nombre de Lelong de T; au point [z)] en utilisant la
proposition (2.3) :

v(T,[2]) = v(m* T1,2) = }1_1}}) v(1t* T1,20,7)

o, en notant & = dd° log |z| I'image réciproque de w dans V,

(2.10) v(t* Th,z0,1) = / (m*T)(z0 + 2) A &
B(0,r)

= /V(Tr*T)(zo +2) A,

avec ¢r = fWEG(p+2,V) O—W*O-W*(:H'B(O,r) ) O(N) dH(W)

Remarquons que la forme différentielle ¢, vérifie la relation ¢, = h,,¢p, en dési-
gnant par h, 'homothétie de rapport r.

Linégalité 1y, - aV < N et les lemmes (1.2) et (1.3) impliquent par ailleurs
¢r < Pt

Ceci assure que 'intégrale (2.10) converge a priori . En effet
1 1 p+l1
/ (T T) (20 + 2) AP = — +2 / A <_ddc|z|2)
B(0,R) REPTZ [ B(z0,R) 2
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p+1
etla seconde intégrale est majorée par la masse de 7 T A <% dd”|z|2) sur B(0,R+ |zo])

qui, & cause de I'invariance de 7v* T par homothétie, est proportionnelle a (R + |z|)?P 2.

Maintenant, ¢»; étant une forme positive invariante par 'action du groupe unitaire
sécrit f(|z])a”*! + g(|z|)a? A dlog|z| A d°log|z| avec des fonctions f et g positives
dans IRY . La croissance de ¢, par rapport a r implique la décroissance de f et g. Le fait
que rl;n;o ¢ = o’ implique f(0) = 1 et g(0) = 0. En particulier g est nulle et donc

v(r* Th,20,7) = / f(ﬂ) (*T) (20 + 2z) A &P T,
v r
La forme " étant a coefficients localement intégrables, on a lin}] ¢, = 0etdonc f(o0) =

r—
0. Grace au théoreme de convergence monotone on obtient finalement

v(m* Ty, z0) = / (*T) (20 + 2) A aPt! = v(1* T ).
{0}

3. Inégalités d’auto-intersection

On va maintenant utiliser le courant construit précédemment pour établir le résul-
tat suivant:

(3.1) ProposiTION. — Etant donné T un courant positif fermé de bidimension
(p,p) dans P(V) on a, avec les notations de I'Introduction, I'inégalité suivante pour g < p

Z(quk —bp) - (vgr — bg)6(Zyi) < 5(T)P+1—q_

Démonstration. — On écrit Ty = §(T)w + dd°U ou U est une fonction dans
P(V). Le théoreme d’atténuation des singularités des fonctions presque plurisousharmo-
niques (cf. [Del] et [De3]) donne I'existence pour tout ¢ > 0 d'une suite décroissante
(Uce)e>1 de fonctions convergeant vers U telles que

(i)  UgeestC>®dans P(V) \ Eg;

(i)  dd°Uge + (6(T) + 8¢)w > 0ot &g est une suite décroissante de constantes
positives convergeant vers 0 ;

(i)  entoutpoint[z] de P(V), v(Use[2]) = (V(T[2]) — c)+.

Pour ¢; > bj 'ensemble des points au voisinage desquels U, ¢ n'est pas minorée
est contenu dans E; qui est de dimension inférieure ou égale a j.

Le courant T A (ddC Ue,_ye +(6(T) + 6g)w) A A (ddC Ueye+ (8(T) + 6@)00)
est alors bien défini d’apres la théorie des opérateurs de Monge-Ampere et son nombre de
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Lelong en un point [z] est supérieur a v(7;[2]) (v(T;[z]) — c,g,l)+ o+ (v(T[e]) — cq)+. La
formule de Siu entraine que ce courant est supérieur a Y vgr(Vgr — ¢p—1)+ - (Vgr —
3

Cq)+[Zg k)
En comparant les degrés, on obtient
Z Var(Vak — cp—1)+ - (Vak — €q)+6(Zgk) < 8(T)(8(T) + 8¢)" 7
k

puis I'inégalité annoncée par passages a la limite. [ |

Le résultat précédent souffre de la critique suivante :
Linégalité (3.1) fournit certes une borne pour > (v — byp) - - - (Vg — bg)6(Zg k).
k

Cependant celle-ci doit pouvoir étre améliorée au moins dans le cas ou T est le courant as-

socié a un sous-ensemble algébrique. Par exemple, pour une courbe irréductible de P, de

degré d et de genre g, I'inégalité (3.1) s’écrit > vi(vi —1) < d?, les vy étant les multiplici-
k

tés des points singuliers, alors qu'on a en fait'inégalité ) vi(vi—1) < (d—1)(d—2)—2g.
k
Pour un sous-ensemble algébrique A de dimension quelconque dans P, une borne ana-

logue pour ) (vgr — bp) - - - (Vgr — byg)6(Z4x) faisant intervenir la topologie de A serait
3

intéressante.

(3.2) CoroLLAIRE. — Soit X une variété projective de dimension n et w une mé-
trique kdhlérienne sur X dont la classe de cohomologie est entiére. 1l existe une constante
C ne dépendant que de n, {w}" et {w}"~!-¢;(X) telle que pour tout courant positif fermé
T de bidimension (p,p) dans X on a I'inégalité suivante pour g < p

Z(Vq,k = bp) -+ (Var = bg)8(Zgx) < C5(T)P171
k>1
en désignant par §(- ) les degrés calculés par rapport a w.

Démonstration. — Puisque {w} est entiére, c’est la premiére classe de Chern d'un
fibré en droites ample L. Il existe un entier m ne dépendant que de n, {w}" et {w}" "' -
c1(X) tel que mL soit tres ample (cf. [KM] ; une valeur explicite de m est obtenue dans
[Siu2]). On applique alors 'inégalité (3.1) a 'image directe de T par le plongement dans
I'espace projectif défini par les sections de ce fibré et on obtient

Z(Vq,k — by) -+ (Var = bg)8(Zg) < mPHIP= ()P, ]
k

Dans l'inégalité précédente, la présence d'une constante dépendant notamment
de {w}" ! ¢;(X) est naturelle comme le montre déja le cas ou1 X est une surface et T le
courant associé a une courbe irréductible A: on a alors

D vi(vi —1) < {AY — a(X)-{A} +2 - 2g.
k
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4. Calcul du potentiel

(4.1) LeEMME. — Soit X une variété complexe, pr, et pr, les projections de X x X

sur X et Ay la diagonale de X X X. Pour tout courant S dans X, le produit pr,*S A [Ax] est
bien défini et on aI'égalité S = pr, «(pr,*S A [Ax]).

Démonstration. — Onnote i : X — X X X l'injection définie par i(x) = (x,x).
Alors [Ax] = ixletpr,*S A [Ax] = iS. n
T désignant un courant positif fermé de bidimension (p,p) dans P(V), la relation
(2.9) entraine que 7" T} s’obtient a partir de m* T a I'aide de la formule

(7" T1) (2) = /V (7 T)(x) A K(2,%)

K = / (O'W X Uw)*[Aw] dH(W)
WeG(p+2,V)

:/ (dd® log low(2) — ow(x)])"* du(w)
we G(p+2,V)

= (dd‘log|z — x|)p+2
grace au lemme (1.3).
Ecrivant de plus que
ddflz — 2\p+1
(dd°log|z - x/)"* = da (- clddlz— )

avec C =
A an
on obtient 'expression

* ¢ 12\ P+l
(1+|x|2)”+1} (" 7)(x) A (dd’|x[") )

On va maintenant exprimer T; a partir de T. La formule précédente peut s’écrire

¢l x|2 p+1
(M Th)(2) = lim dd* <—C/| (* T)(x) A M)

(p+1)2rt+2

(4.2)

|z—x[2P+2

1 aa?x2)""
et il s’agit de calculer I'image directe 77, (C B(O")(x)( i )
valeur au point [x] est

[ xZP72 ) Par la formule (2.2), sa

(% /|t|<r #di\u)) wp([x])_

Mais
|z t=| —|z|2—2Re(<Z|x)f)+|t|2
|x| |x|
:|le(1_ [{zlx) > | {elx) _L2)
|lz[*[x[* ~ Tzl|x] 2]
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et l'intégrale ci-dessus s’écrit donc, en notant a = M‘ ZZ‘ \J;I )

|
/B(O N |22 (1 — @ + |a — le)p+1 da(r)
' |2
puis apres le changement de variables ' = —21— (a — L)
1—a? |]

la—t'v/1— a??
) (1= a2)r(1+ [P

da(e").

B( a I
V1—a? |z21V/1=a?
Compte tenu du fait que lorsque r — oo

/ () =2mlo ;—1—0(1)
By ——) T+~ TV 2
1—a?’ |z|V/1—a?

on obtient T} = §(T)w + dd® U avec

_ / o FUH(T A @) ()

et

K([[]) = log /—1—a2—— C{( la—Vi=a? 1 }d?\(t').

1—a)P(1+ |02/ 1+ |12
Ce noyau est singulier lorsque a = 1 c’est-a-dire le long de la diagonale de P(V) x P(V)
etil a pour partie principale lorsque a — 1

1 1 , 1 1
(2 L mmm®0) e = sy

Pour déterminer I'expression de T; en fonction de T on peut aussi appliquer le

lemme (4.1) directement a2 P(V). On trouve que

Ni([e]) = /P(V) K([z}[x]) A 7([])

avec

(43) R= /WEG(W (@0 % W) o] ().

Se pose alors la question d’exprimer le courant [A p(W)]. Pour cela on considere,
au-dessus de P(W) x P(W), le fibré vectoriel E = pr,*Op(yy(1) ® pr,"F avec F le fibré
quotient W/Op(y)(—1). La fibre de E au-dessus de ([z],[x]) est Hom(Cz, W/Cx) et Ap(y)
s'interpréte comme I'ensemble des zéros de la section s de E définie par s([2],[x]) : z —
zmod Cx. On munit E de la métrique induite par le produit scalaire induit sur W et on a
alors |s| = J%ll V1-—a.

Afin d’appliquer les résultats rappelés dans I'appendice, on calcule maintenant la
forme de Chern de degré maximal de ce fibré hermitien. On écrit pour cela

p+1 _
cp+1(0) = Z a (Pfl*@o(l))] A cp1—j(pr, " OF).
j=0
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Puis, grace ala suite exacte 0 —> O(—1) — W — F —» 0, on a I'égalité entre formes
de Chern totales

c(©F) = ¢(Op) " = (1 - a(®pn))
qui fournit ¢,41—j(OF) = cl(eo(l))pﬂ—f puis, comme ¢1(Qp (1)) = @|p(w),

pt1
cp+1(0©) = Z pr,* (wle(W)) A pry” (w\pf;:;;)])'
Jj=0

Grace a la proposition (5.10), on peut alors écrire

p+1

[Bpw)] = D P (@]py)) Apr" (@) + (dd€ logs))P*! + dacy/!
=0

avec une forme différentielle ¢’ a coefficients O(ls‘zﬁ) .

Il reste pour obtenir K a faire la moyenne par rapporta W € G(p+2,V) de I'image
réciproque dans P(V) x P(V) des différents termes du second membre de I'égalité pré-

cédente. On ne I'a pas fait mais tout laisse penser que ce noyau peut s'écrire comme la
p+1 , ‘

somme du courant Y., pr;*w’/ A pr,*w”™ =/ + (dd®log|s|)P*! et d'un terme qui est le
Jj=0

dd¢ d'une forme a coefficients O(ls‘zﬁ) .

5. Appendice: formes d’Euler-Green

Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang r au-dessus d'une variété complexe X
et s une section holomorphe de E transverse a la section nulle. Lensemble Z des zéros de s
est une sous-variété lisse de X de codimension r dont la classe de cohomologie est la ™€
classe de Chern — aussi appelée classe d'Euler — de E. On munit E d’'une métrique hermi-
tienne et on va expliciter une forme différentielle ¢ a coefficients localement intégrables
dans X, C*° dans X \ Z telle que

(5.1) [Z] = ¢ (©) + dd°y

ot1 © désigne la forme de courbure de la connexion de Chern de E et c,(©) sa r*™ forme
de Chern.

a. Formule de King.

Lorsque E est de rang 1, la formule de Poincaré-Lelong dit précisément que ¢ =
log |s| satisfait I'équation (5.1). Le cas général s’y rameéne en éclatant X le long de Z.
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Soit 1 : P(E) — X le fibré des droites de E, X = {a € P(E), a 3 s(m(a))},n :
X — Xlarestrictionde met H = n~! (Z). Lapplication n réalise bien I'éclatement : elle
induit un biholomorphisme de X \. H sur X \ Z et H étant le fibré des droites de E 7 est
isomorphe au fibré normal a Z dans X a cause de la suite exacte0 — TZ — TX &,
E — 0. Soit Lg le fibré en droites tautologique sur P(E) muni de la métrique induite par
celle de E, L sa restriction a X et & la premiere forme de Chern de L. Puisque Lg pg,) =
Op(g,)(—1) ona (n/x)« ((—E)‘rgl) = letdonc[Z] = n.((—E)""' A[H]). Mais H est pré-
cisément le diviseur des zéros de la section de L induite par s donc [H] = dd°log|n*s| + &
puis

[2] = ad‘n.((—&)" " log[n"s]) — 1. ((=8)")-

Or I'image directe par n de (—&)"~!log|n*s| (respectivement de (—&)") est une forme a
coefficients localement intégrables dans X, de classe C*° dans X ~\ Z ol elle est égale a
(dd“log|s|) ! log|s| (respectivement a (dd° log|s|) "). Ainsi

(7] = dd° { ((ddc log|s|)r_1 log|s|) X\Z} — (dd° log|s|)|rX\Z
ou encore

(5.2) [Z] = (dd® log|s|)r — (da* log|s|)|rX\Z.

On va maintenant exprimer (dd® log|s|) en suivant la méthode de [BC1].

r
|X~Z

b. Rappels sur les classes de Chern d'une suite exacte.

On consideére une suite exacte de fibrés vectoriels holomorphes 0 — S BEIN .
Q — 0. La métrique sur E induit des métriques sur S et Q et on note D, Dgs et Dg les
connexions de Chern. j* @ g est un isomorphisme C* de E sur S @ Q et permet de définir
une connexion hermitienne Dy sur E comme image réciproque de Ds ® Dg. On note O
la forme de courbure de Dy. Alors

(5.3) PropPOSITION. — Soit P un polynéme sur M ,(C) de degré k invariant par
conjugaison. On a P(®) — P(©g) = —d'd" p ou

Y2k
cp=/ _{P(J,Gt,...,@t)—P(O"GO'“-'GO)}W
o I

avec 0 = jj* la projection orthogonale sur S et O, la forme de courbure de D, = (1 —
t)Do + tD.

Démonstration. — On écrit tout d’abord P(®@) — P(Q¢) = fol 2 P(©,) dt puis

0 0
EP(@t) = kp(a@t,@t,...,@t).
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Soit ' = D — Dy € C{°(X, Hom(E,E)) de sorte que D; = Dy + tT et

0 0 0
ae,: (EDt)th—}—D,o(aDt)=roD,+Dtor=Dtr.

Alors

iP(@l‘) = kP(Dtr,@t,...,@t)

ot
= kdp(r,@t,...,@t)

compte-tenu de la relation de Bianchi D;®; = 0 puis
1
(5.4) P(®) — P(Q,) = d(/ kP(r,0,...,0,) dt).
0

1l s’agit maintenant d’expliciter . Pour cela on écrit, v étant une section locale C*°
de E,
Dov = jDs(j*v) + g*Do(gv)

= j{j*Dv+ Dj* ® v} + g*{gDv + Dg ® v}

ol on note encore par D les connexions de Chern induites sur Hom(ES) et Hom(EQ).
Ceci fait apparaitre [ = —(jDj* + g*Dg). De plus, le fait que j et g soient holomorphes
s'écrit d’'j = 0 et d’g = 0 ou en prenant les adjoints D'j* = 0 et D'g* = 0. Ainsi
= —(jd"j*+g*D'g) = —(d"(jj*) + D'(g*g)) puis, compte-tenu du fait que g*g =
idg —jj*, il vient

(5.5) N=-d'oc+Do.
Les relations (5.4) et (5.5) suggérent maintenant de considérer
dP(U,@t,...,@t) = P(DU,@t,...,Ot) + (k - I)P((T,Det,@t,...,@t).

On va exprimer différemment le second terme. Le fait que D = D, + (1 — 1) [ etlarelation
de Bianchi appliquée a ©; impliquent DO, = (1 — 7)[I",©,] puis

(k=1)P(0,00,0,...,0,) = (k= 1)(1 = )P(5;[[,0,,0,...,0,).

Linvariance de P par conjugaison entraine apres dérivation la relation
> P(Ay,...[BA)...,A) =0
J
pour Ay,...,Ag, Bdans M,(C). Lorsque Ay, ...,Ag, B sont des matrices r X r de formes de
degrés respectifs py, ..., pk, g, on en déduit que

> (=1)aprtFri-) p(Ay, . [BAL... Ar) = 0.
j

Appliquant cette derniere relation, on obtient

(k=1)P(0,00,0,,...,.0,) = (t = 1)P([,0},0,...,0,).
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Or[l,0] = [D — Dy,0] = (D — Dy)o et Dyo = 0 donc
(k - I)P((T,Det,@t,...,et) = (t - I)P(DO',OI,...,G[»)
puis

(5.6) dP((T,@t,...,et) = Z’P(D(T,@t,...,@t).

Pour identifier les composantes de bidegrés (k,k—1) et (k—1,k) des deux membres

de cette derniere égalité, il faut vérifier que O est de bidegré (1,1). En effet
0, =D*=(D-(1-0)N?*=0-01-Dl + (1 -1)*T%

Ensuite (5.5) permet d’écrire que

(5.7) DIl =-D'd"oc+d'Do
et
(5.8) r?=—d'oD'oc—D'od'o

car d"od"oc = {(—d"g*)g}(jd"j*) = 0 en vertude gj = 0 et par conséquent
D'oD'o = (d"od"o)* = 0aussi.
La relation (5.6) s’écrit donc
{ d'P(0,0,,...,0,) = tP(D'0,0,...,0,)
d"'P(0,0,,...,0,) = tP(d"0,0,,...,0,)
et fournit (d' — d")P(0,0,,...,0,) = tP([,0,,...,0,).

Comme d(d' — d") = —2d'd" et P(q,0,,...,0y) est fermée, on a bien la formule

annoncée. [ |

Pour exploiter cette formule dans le cas des classes de Chern, on utilise les no-
tations suivantes (cf. [Fljet [BC2]): Hom(E,E) = E ® E* s'injecte dans I'algébre exté-
rieure A\(E @ E*) et la forme de Chern totale de © s'écrit alors ¢(©) = (I + ©)" en
identifiant A"E ® A" E* avec C a l'aide de I” et en notant par ailleurs ~ la multipli-
cation par 5= Ainsi ¢ (©) = (IrC)I’_ké’C puis cx(0,0,...,0,) = (;)(ﬂ’_kéf_l et

r ~
S ker(0,04,...,0,) = ro(I + ©,)"~! desorte que ¢(O) — ¢(Oy) = —dd p avec
k=1

P = ra/o {+0,) ' -+ éo)’—l}%

c. Cas d’'un sous-fibré de rang 1.

Supposons S de rang 1 et soit v une section holomorphe locale de S, v* € E* I'ad-

. . * * . o1
joint, de sorte que o = # Onnote x = 2 "’ﬁz” et on va exprimer, en utilisant (5.7) et

(5.8), les quantités oDI™ et ol 2 al'aide de ox. On a d’abord

, (D'v)v*  vD'v* e 1
Do = + +vd —
|v[? |v]? |vf?
COLRS
|vl? vf?
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card"v=0etD'v* = (d"v)* =0;

1 %
vd"v 1
dllo_ — —2 + UU*d”_2
|v| |v]
vDv* 1
= —2 + UV* d”_Z'
V] |v]
Ensuite
D'd"o = o + termes contenant v ou v*,
"y *
d'D'oc=—« + termescontenant v ou v*,
et considérant les produits avec o on obtient cDIN = —20«.

De méme, d"' o0 D' o est une somme de termes contenant tous v ou v* et
D'od"o = a + termes contentant v ou v*
de sorte que ol ? = —o«.
Tout ceci permet finalement d’écrire, j étant un entier,
c0) = c(®@+2(1— o — (1 — t)zcx)j =o(0+(1- tz)a)j
puis

(p=ro'/ol{(l-l-é—F(I—tz)&)r_l—(l—l—é—}—&)r_l}%
:%o/ol{(1+é+(1—t)&) T —(I+0+&)" 1}
Ecrivant
(1+0+(1—-0&) ' —(1+6+&) ' = —r&i (1+0+(1—-1)&) 1+ 0+&) /!
etintégrant il vient

——UZ {I+® (I+0+&)/}(I+0+a) /"

r—1

.1
_ r Jj—1 1 - —1
- o]z; (I+8)(I+0+a) Z(ZJ) oI+ 0 +&) .
Pour j compris entre 0 et r — 1, les formes o1/ (I + © + &)"/=! = oI/ (I + ©¢)"~/~ sont
fermées d’apres (5.6) et on peut donc prendre

r—1
_r r— 1
(5.9) cp—Z;]U{I+O) —PYI+0+&)

Le fait d’avoir retranché I/ dans le crochet permettra d’assurer par la suite que les singula-
rités des composantes bihomogenes de @ sont convenablement dominées.
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d. Application.

Tout ceci permet maintenant d’exprimer (ddc log|s|) en considérant au-

.
| X~Z
dessus de X \. Z le sous-fibré en droites de E engendré par s et la suite exacte 0 —
Cs - E - Q — 0Oavec Q = E/Cs. On a alors ¢(0Qp) = ¢(Ocs)c(©g) puis,
avec @ donnée par (5.9), ¢(©) — ¢(O¢s)c(Og) = —dd°e qui s'écrit aussi ¢(O¢) =
c(O¢s)"Le(®) + dd®(c(Ocs) ™ ). On exprime alors le fait que ¢,(©g) = 0. Comme
¢(O¢s) =1 — ddlog|s| etdonc ¢(Ocs) ™' = Y (dd° log|s|)k il vientdans X \ Z
k>0
d k
0=">"(ddlog|s|)" A c;_(®) + ddw
k=0

r—1
avec ¢ = Y, (aidC log |s|)k A @r_k—1 et @,__1 la composante de bidegré (r—k—1,

k=0
r—k—1) de @.

Or @ est une combinaison linéaire des oI/ —* O¢r—i—1-¢ " ¢ 5" avec £ >1
dont le degré est 2(€ + €' + £") et dont la singularité est dominée par ISI%' Ainsi la
singularité de @,_x_; est dominée par |s\2(+k—2) et donc celle de y l'est par \s|2(%2) On
peut alors écrire dans X

r—1
r k
—(da® log|s|)|X\Z =¢(0) + Z (dd‘logls|)” A c;—i(©) + ddy.
k=1
Puis, comme

k 1 dd®|s|?\ k-1
dd°1 - ddC{ ( ) }
(ddlog 1) 2(k—1) \ 2[5

pour k > 2,ona

—(dd“10g]s]) |, = () + dd°y/
avec
r—1
1 dde|s|?\ k-1
"= \(® ( ) Aa k(@) +y,
= oo (9% 2 gy o Oty
qui est a coefficients dominés par \s|2(%2)

En combinant avec (5.2) on obtient la conclusion suivante :

(5.10) ProposITION. — 1l existe une forme différentielle ' a coefficients dominés
par ISIZ(%Z) telle que

[Z] = ¢(©) + (ddClog|s|)" + dd‘y'.

Signalons qu'un calcul explicite des formes d'Euler-Green est aussi effectué dans
[BGS].
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[BGS]

[BC1]

[BC2]

[Del]

[De2]

[De3]

[EM]

[Fe]

[Fl]

[FS]

[Kin]

[KM]

[Le]

[Sib]

[Siul]

[Siu2]
[Sk1]

[Sk2]
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