TROIS PROPRIETES DU FLOT
GEODESIQUE EN COURBURE NEGATIVE

par Hamid-Reza FANAI

Généralement il existe deux sortes de regard pour étudier la rigidité d'une variété
riemannienne. Le premier est de comparer cette variété riemannienne a une autre, a partir
de certaines données géométriques ou bien dynamiques, et c’est dans ce cadre qu’on va se
mettre dans les deux premiéres parties. Dans la premiére partie, on compare une variété
riemannienne compacte localement symétrique de courbure strictement négative a une
famille de variétés riemanniennes qui ont leurs flots géodésiques C’-conjugués a celui de
la variété de départ, et dans la seconde partie on considére deux métriques conformément
équivalentes de courbure strictement négative sur une variété compacte qui ont leurs me-
sures de Lebesgue équivalentes sur le bord a I'infini.

Le deuxieme regard est de chercher ce qui se passe lorsqu’on impose une condi-
tion reliant deux objets différents définis sur une méme variété riemannienne. Dans la
troisieme partie on se trouve dans une telle situation en supposant que les mesures har-
moniques associées au feuilletage fortement stable et fortement instable d'une variété rie-
mannienne compacte de courbure strictement négative sont égales. Dans les trois parties,
nous obtenons, de maniére trés simple des résultats de rigidité.

1. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de courbure strictement
négative. On suppose que M et toutes les métriques considérées sur M sont C*™ et que
dim M > 3.Si gy est localement symétrique, alors le résultat suivant exprime la rigidité du
flot géodésique de g, ([11):

TuforEME 1. — Soit (M, gy) une variété riemannienne compacte localement sy-
métrique de courbure strictement négative et dim M > 3. Toute variété riemannienne
dont le flot géodésique est C' -conjugué a celui de (M, gy) est isométrique a (M, g).

11 est naturel de se poser la méme question, lorsque la conjugaison n’est plus que
de classe C°. En fait la régularité C' n’est utilisée que pour montrer I'égalité des volumes et
en considérant cette remarque, ’objet de cette partie est de donner une réponse partielle
a notre question. Plus précisément :

ProposITION 2. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte localement
symétrique de courbure strictement négative et dim M > 3. Toute perturbation {gz} >0



variant de maniére C' en 8, de métriques riemanniennes sur M, telle que Ie flot géodésique
de gg est C°-conjugué a celui de (M, gy) pour tout B petit, est triviale, i.e. gg est isométrique
a &o-

Preuve. — 1l suffit de montrer 1'égalité des volumes. On remarque tout d’abord
que par conjugaison avec g, les vecteurs périodiques de SgM, le fibré unitaire tangent de
(M, gg), sont denses dans SgM et que dans chaque classe non triviale d’homotopie libre
de courbes, il existe une unique géodésique périodique de (M, gz).

Soient yg une géodésique périodique de (M, gg) et y,, pour A proche de B, 'unique
géodésique périodique de (M, gy) dans la classe d’homotopie libre de yg. La gg-longueur
de yg est égale ala gy -longueur de y,. Soit £ cette longueur et on paramétrise y,, pour tout
A par la longueur d’arc, c’est-a-dire pour tout ¢ € [0,£] ona ||ya(t)||]x = 1 ot ya(t) estle
vecteur tangenta y, en f, et || - ||x estla norme induite par g, sur TM, le fibré tangent de
M. On peut choisir les paramétrisations telles que pour tout ¢ € [0, £],1la courbe A — ya (1)
soit continue dans T' M, car la perturbation est cl.

Nous redémontrons les formules connues dans le cas de perturbations C*. Pour
tout v € TM, on peut écrire :
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ol1£4(ya) estla gg-longueur de y;.
Si B > 0, yg étant une géodésique de (M, gg), I'existence de ‘A:B&;(y)\) donne
Z ‘Azﬁég(y;\) = 0 donc f(f Sg(¥p(2), yp(t)) dt = 0.Pour B = 0, la méme égalité est vraie

2



al'aide de la continuité, ce qui veut dire pour tout B petit, on a |, SeM Sg(y, v)dég(v) = 0
ol &4 est la mesure de Dirac invariante par le flot géodésique de (M, gg) définie par la
géodésique yg. La densité de telles mesures dans 'ensemble des mesures invariantes par
le flot géodésique de (M, gg) implique que | SaM Sg(v v) dug(v) = 0 ol g est la mesure
de Liouville de (M, gz). Ceci avec la formule :

w(n—1) 29
Sg(vv) 4 = —— — vol(M,
L, 500 (o) = “E ol
donne I’égalité des volumes. Ce qui termine la preuve a 'aide du théoréme fondamental
de [1]. |

Si le flot géodésique de (M, gg) est d’Anosov, on peut remplacer la condition de
conjugaison par une condition plus faible. De maniére plus précise, on a le résultat sui-
vant:

ProposITION 2". — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte localement
symétrique de courbure strictement négative et dim M > 3. Toute perturbation {gg}g>0
variant de maniére C' en B, de métriques riemanniennes sur M ayant leur flot géodésique
de type Anosov, dont les longueurs des géodésiques périodiques dans chaque classe d’ho-
motopie libre de courbes ne dépendent pas du paramétre B, est triviale.

La preuve est similaire en utilisant les résultats de [9] et la formule de I’entropie
topologique d’un flot d’Anosov de [2].

Remarque 3. — Si on considere une perturbation {gs } g>¢ variant de maniére c!
en B, de métriques riemanniennes de courbure strictement négative sur M, telle que g et
gp sont isospectrales, pour tout § petit, alors gg est isométrique a gy. En effet, gg ale méme
volume que gj et en courbure négative, le spectre du Laplacien détermine le spectre non
marqué des longueurs, et par la régularité C* de la perturbation, les multiplicités des géo-
désiques périodiques, étant des nombres entiers, ne varient pas et on a donc I'égalité des
entropies topologiques et le théoreme fondamental de [1] s’applique. Ceci est comparable
au résultat de Guillemin-Kazhdan o1 des perturbations considérées sont C*°.

2. — Dans cette partie, on s'intéresse a la notion d’intersection de deux métriques
(geodesic stretch) déja utilisée par G. Knieper ([11]). On va démontrer une généralisation
d’un résultat de [8] prouvé en dimension 2, qui peut s’écrire comme le théoréme suivant:

THEOREME 4. — Soient M une variété compacte et g,, g, deux métriques rieman-
niennes de courbure strictement négative sur M. Si la mesure de Lebesgue sur le bord a
Pinfini de M, induite par g1 est absolument continue par rapport a celle induite par g et
en plus g, etg sontdans la méme classe conforme, alors elles sont égales (a une constante
pres).



Alaide de ce théoréme, on obtient le

CororrAIge 5 (G. Knieper). — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de
courbure strictement négative. Toute métrique conformément équivalente a g, de cour-
bure strictement négative sur M, dont le flot géodésique est C°-conjugué a celui de g, est
égaleag.

Preuve. — D’apres [5] toute conjugaison de classe C° envoie la mesure de Liou-
ville normalisée d’'une métrique de courbure strictement négative sur celle de I'autre. On
vérifie facilement que ceci donne la condition nécessaire sur les mesures de Lebesgue,
dans I’énoncé du théoreme précédent. |

Remarque 6. — Ce corollaire a été déja démontré par A. Katok ([7]). G. Knieper en
a une preuve courte (non publiée).

Avant de prouver le théoréme 4, rappelons la définition de I'intersection de deux
métriques. Soient M une variété compacte et g;, g deux métriques riemanniennes sur M.
Pour v € Sg, M, on désigne par C3' (¢) le relevé de la géodésique définie par v dans (M, g;)
au revétement universel M de M. On définit @ (v, t) = dy, (55‘ (0), C&' (t)) o1 dg, estla

~ a (vt
distance sur M induite par &. On voit que ([11]) la limite I(gy, &, v) = t_l}IJP l(t )
o0

existe, pour u%‘ -presque tout v € Sg M, ol uf‘ est la mesure de Liouville normalisée sur
Sg, M, et elle est u%l -intégrable et invariante par le flot géodésique de (M, g ).

On définit I'intersection de g par rapport a g comme l'intégral :
Heug) = [ gugn) duf ()
S M

on définit également de manieére similaire I(g, g1 ) et ax(w, t), w € Sg, M.

Si g1 et g sont de courbure strictement négative, on désigne par 0 M le bord a I'in-
finide (M, g,), que'on identifie & celui de (M, & ). En chaque point x € (M, g,),lamesure
de Lebesgue sur SeM que l'on projette sur dM donne une classe de mesure de Lebesgue
sur @ M (induite par g1).

LEMME7. — Sila mesure de Lebesgue surd M induite par g, estabsolument conti-
nue par rapport a celle induite par g, alors I(g1, &)- 1(g, &) = 1.

Preuve. — On fixe un € > 0 assez petit. La mesure u%‘ étant ergodique implique
quel(g,g) = lim M pour p¥ -presque tout v € Sg, M.
t—+o0

Il existe doncun T = T(¢) > 0 tel que 'ensemble :

a (v t) B

ae) = {vesu(m) | | g &) <& Vi>T}



vérifie uf (A(g)) > 3. Sionassocie a chaque vecteur v € S, M, le couple (p, E) € MxdM
ou p estle point basede vet& = cH (4+00), en utilisant la décomposition canonique de
ufl, on peut trouver un point p € M tel que:

08 ({EcoM | (pE) € A(e)}) >d>0

ol d est une constante et Of,l est la mesure de Lebesgue sur d M, pour la métrique g;, ob-
tenue par la projection Spl\71 — 9M. AT'aide de notre condition dans le lemme et en re-
marquant que les mesures riemanniennes sur M associées a g1 et g sont équivalentes, on
peut choisir le point p € M etle pointE € dM tels que v = (p,E) € A(e) et w € Sg2A7I,
w = (p, &) vérifie:

‘ a(w, t)

. —I(g.8)| <&Vi>T.

Pour tout ¢ > 0, on prend ¢’ tel que C(¢') soit la g-projection du point C§' () sur la
géodésique C%.la métrique g étant quasi-isométrique a g, implique que C8' est a dis-
tance bornée de C%, il existe donc une constante universelle assez grande K > 0, vérifiant
I'inégalité triangulaire suivante :

a(ut)— K<t <a(pt)+K, V>0

Sit > T estassez grand tel que |§| <¢eett' > Tona:

~
X

—2e+1(8,8) < — <2+ 1(g, &)

~ |

D’autre part, I'inégalité triangulaire donne également ¢t < K + a,(w; t'), ona donc:

1 t K+ a(wt)
< <
e+1(g, &) ~ a(ur) ~ (I(g. &) —¢)t
< £ N a(w, t' ) t_’ ' 1
I(g1,8) —¢ ot I(g, &) ¢
€ 26+ 1(g1, &)
<———+ (et (g e
I(g1, &) — € ( (8- 8) I(g1, &) — €
quand ¢ tend vers 0, on trouve : @ <I(g &)-
On obtient de facon similaire 'autre inégalité. |
Preuve du théoréeme 4. — On utilise un résultat de [11], ol il est démontré que
si deux métriques g;, & de courbure strictement négative sont dans la méme classe

1/n
conforme, alors I(g, &) < (M) ol n = dim M, avec I'égalité si et seulement si

= \vol(M,g)
g = cg, pour une constante ¢ > 0.

Le lemme précédent donne le cas d’égalité. |

5



3. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de courbure strictement né-
gative. Son flot géodésique est d’Anosov et la décomposition correspondante donne lieu a
quatre feuilletages : stable, fortement stable, instable et fortement instable. D’aprés [4] on
peut considérer les mesures harmoniques sur SM associées a ces feuilletages. Dans [10],
[12], [13] et [14] on trouve de nombreux résultats concernant ce sujet et ce que représente
'égalité de telles mesures avec les autres mesures naturelles définies sur SM, comme la
mesure de Liouville ou la mesure de Bowen-Margulis.

Dans cette derniére partie, nous considérons le cas d’égalité w** = w**, o1 w**
(resp. w*®%) est la mesure harmonique sur SM associée au feuilletage fortement instable
(resp. fortement stable). Cette égalité est équivalente au fait que les mesures de Patterson-
Sullivin {ux}, ¢ i1 Sur 0M, soient invariantes par la symétrie (flip-invariant), i.e. pour tout
x€ Mona:

dux(E) = dux(—E), VE€ 0M
ol — & désigne 'image symétrique de & par rapport a x ([14]).

ATaide de [1], nous démontrons le théoréme suivant :

TutorEME 8. — Soit (M", g) une variété riemannienne compacte de courbure
strictement négative, n > 3. Si w** = w*’, alors g est localement symétrique.

Preuve. — Pour toute fonction @ : SM — R intégrable par rapport a w** et déri-
vable dans la direction du flot géodésique X, on a ([10], [12], [14]) :

/ (X) (v) de*™(v) = / (h— 0 U () @(v)dew™(v)
SM SM

ol h est I'entropie topologique et U™ (v) est la seconde forme fondamentale de I’horo-
sphere instable associée a v, en point base de v. Pour la mesure w**, on a aussi:

/ (Xb) (1) dew™ (1) = / (e Ut (—v) — W)b(v)dao™ ().
SM SM

Si w™ = %, alors: [i,, [2h — r UT(v) — tr U (—v)]|p(v) dw(v) = 0, donc pour
tout v € SM:2h = w U (v) + tr UT(—v). On sait que la fonction tr U™ restreinte a
chaque feuille instable est C*°, mais I'égalité : tr Ut (v) = 2h — tr U (—v) implique que
cette fonction restreinte a chaque feuille stable est également C°. En utilisant [6], on ob-
tient que tr U est C* sur SM, ceci avec une généralisation de [3], due a A. Katok (voir par
exemple [16]) implique que le flot géodésique de (M, g) est C*°-conjugué au flot géodé-
sique d’une variété localement symétrique de courbure strictement négative, qui avec [1]
termine la preuve. ]

Remarque 9. — Endimension 2, ce résultat a été démontré par E Ledrappier ([12],
p. 139). C.B. Yue a également étudié ce cas en dimensions supérieures ([14], p. 180 et [15]).
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Pour un point x € MetR > 0,0n désigne par Sy(R) la sphére du centre x et du
rayon R dans M. On alamesure de Lebesgue A g sur Sy (R) définie par la métrique induite
sur Sx(R) et on consideére la symétrie sur S;(R) envoyant tout point y € Sx(R) a — (y),
I'image symétrique de y par rapport a x. Nous avons alors le corollaire suivant :

CoroLLAIRE 10. — Soit (M", g) une variété riemannienne compacte de courbure
strictement négative, n > 3. Si pour tout x € M, les mesures Ay p sont invariantes, par la
symétrie, pour tout R > 0 assez grand, alors g est localement symétrique.

Preuve. — 1l suffit de remarquer que pour tout x € M, la mesure de Patterson-

AxR sur 9 M , quand R tend
vers l'infini, o1 A, g est 'image de A g par la projection S, (R) — 0 M. [

. ~ .. 1
Sullivan py sur 0 M est la limite vague des mesures piyp = enr
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