Classification des courbes toriques dans I'espace projectif,
module de Rao et liaison

Laurence COUDURIER et Marcel MORALES

1 Introduction

Une courbe torique C' de P? est donnée par une paramétrisation z = s,y = s2~°1°
57w = 7, avec a,b,c € Z, non nuls, distincts, premiers entre eux. Soit M(C) =
@B,z H(P?,Zc(n)) le module de Hartshorne-Rao de C; c’est un invariant de liaison,
a dualité et graduation pres.

Nous avons étudié la question suivante: étant donnée une courbe torique C' dans
[P3, existe-t-il une courbe torique C’ dans la classe de liaison paire (resp. impaire) de
c?

Le probleme de la liaison paire a été résolu uniquement dans le cadre des courbes
monomiales (a > b > ¢ > 0) par Bresinsky et Huneke [BrH]|, mais I’étude des classes
de liaison impaire est restée un probléeme ouvert.

Dans cet article, nous rappelons une base minimale explicite de I'idéal I(C'), pour
C courbe torique de P? (cf. [M]) ce qui nous permet de décrire entiérement les syzygies
de R/I(C), et d’étudier la liaison paire des courbes toriques (paragraphe 4). Puis nous
nous intéressons au module de Rao M(C), nous donnons sa matrice de présentation,
et nous étudions la liaison impaire des courbes toriques (paragraphe 5). Nous énoncons
le théoreme 5.18 qui démontre la conjecture suivante (énoncée dans [BrH]): Si C' est
une courbe monomiale telle que p(I1(C')) > 5, alors il n’existe pas de courbe monomiale
dans la classe de liaison impaire de C'.

7Z:

2 Rappels et définitions

Nous rappelons brievement quelques résultats sur la notion de liaison. Pour plus de
détails, nous renvoyons le lecteur a [PS], [R], [MP], ou [SV]. Soit k& un corps algébrique-
ment clos. Soit R = k[z,y,z, w] Panneau des polynémes dans les variables z,y,z, w
gradué naturellement.

Définition 2.1 Soit C' une courbe (projective, localement Cohen-Macaulay, dans P3),
X une courbe interseclion compléte de deuzx surfaces contenant C. L’ image canonique
du faisceau Homo,(Oc,Ox) dans Home,(Op,Ox) ~ Ox est un idéal de Ox qui
définit une courbe I' contenue dans X . On dit alors que C et T' sont liées (algébriqguement)
par X . On dit que deux courbes C' et C' sont dans la méme classe de liaison si et seule-
ment si il existe des courbes Co = C, Cq,...,C, = C' telles que C; et C;4q soient liées;



de plus sin est pair (resp. impair) on parlera de classe de liaison paire (resp. impaire).
La classe de liaison paire est aussi appelée classe de biliaison.

On rappelle que deux courbes C' et C’ sont dans la méme classe de biliaison si et
seulement si M(C') = M(C')[n] pour un certain entier n, et qu’elles sont dans la méme
classe de liaison impaire si et seulement si M(C') = (M(C"))*[n] pour un certain entier
nou,si M = EB*M” est un R-module gradué, le k-espace vectoriel dual

neZ

M* = Homy(M, k) = @ Homp(M_,,, k) = P(M*),
neZ n€ez

gradué par les (M*),, est muni d’une structure de R—module par Pf(m) = f(Pm)
pour P € R, f € M*,m € M. Soit M le module de Rao de la courbe (', et considérons
une résolution minimale (par des R—modules libres gradués) du R—module M:

0—-I4s 210 210,210 1y % M—o0.
Comme M est un R—module Cohen-Macaulay, le dual M*(4) a pour résolution
O'V O'V O'V
0—>L0 LV 2Ly > Ly 5 L] - M*(4)—0

ou L} = Homp(L;, R). Le lien entre M(C') et I(C) est donné par Rao ([R] Theorem
(2.5)).

Théoréme 2.2 La résolution de R/I(C') est
0 — L, @Y Lg@@}z — P R(—e;) — R — R/I(C) — 0

3 Equations des courbes toriques
Nous rappelons les principaux résultats de [M].

Définition 3.1 Une courbe projective torique C' dans P? est donnée par une paramélri-
sation x = 8%,y = s*7°1° a=byb w = 1%, avec a,b,c € Z, tous non nuls, premiers
entre eur. Une courbe projective monomiale dans P3 est une courbe torique, dont la
paramétrisation vérifie a > b > ¢ > 0.

,Z2 =5

Définition 3.2 Le réseau associ€ a la courbe torique x = s%,y = s*~°1°, z = s*~b¢b

1" est Ker(®) = {(s,p) € Z* | sb — pc =0 mod a}.

7w:

Définition 3.3 Pour tout point (s,p) € Ker(®), on définit les entiers

r=(sb—pc)/a et r=s—p-r



Nous rappelons que, & tout point (s,p) € Ker(®) N Z; x Z correspond, de fagon

. . v A ! _ _ . .
biunivoque, un binéme B = (2° — yPw"z" )ym‘””(o’ p)qymaz(0,=r)ymaz(0,—r ), qui est un

élément de I(C').

Lemme 3.4 Soit C' une courbe lorique projeclive, paramélrée par x = s*, y = s*~°1°,

2= s w=1% Alors il existe une nouvelle paramétrisation de C' par les variables

u,v:
’ 1 YY) ' ’ ’ ’
r=u"y=u""0v", 2 =u" """ w=0" avecd >V > >0 (P)
(a permutation des coordonnées z,y,z,w preés).

Démonstration : Posons § = a — ¢,y = a — b. C est paramétrée par z = s*,y =
sP1e, 2 = s71°,w = 1*. On peut supposer a > 0, quitte & changer s en s~ et £ en t7'.
Les différents cas possibles sont donnés par les signes respectifs de b, ¢, § et . Il suffit
de définir le changement de paramétrisation b dans chaque cas.

Nous allons étudier le cas b, 3,7 > 0 et ¢ < 0. On a alors I'inégalité b3 — ¢y > 0. Sur la
figure ci-dessous, les droites Dy d’équation sb — pc = 0 et Dy d’équation sy — p3 =0
et axe p = 0 partagent le demi-plan s > 0 en quatre regions R;.

p D,
+,-)
Ry (+,+)
Rg
S
R,
(+,+)
R,
-,+) D
1

Dans chaque région, les signes de r et de ' (indiqués dans cet ordre sur la figure) sont
invariants. Ceci définit la forme des éléments de I(C') correspondant aux vecteurs du
réseau dans chaque région, ce qui donne ici:

r

— — ! _ !
22y Pw™" — 2" pour Ry, 2’y P —w"z" pour Ry,

7,/

! —
z® —yPw"z™ pour R3, 2z°z7" — yPw’pour Ry.

Donc (I(C'),y,w) est un idéal primaire et (y, w) est une suite de parametres pour 1(C').
En écrivant z et z en fonction de y et w, on obtient la nouvelle paramétrisation:

y=u’, 2= w0’ 2= WP, w=10"

Remarque: A partir de maintenant, une courbe torique sera considérée sous sa forme
monomiale normalisée (P).



Proposition 3.5 Nous avons une décomposition en éventail de Ker(®)N Zi, c’esl a
dire, on peul décrire les vecteurs e_q, €, ..., €1 € Ker(®) N Z3 ayant la plus petite
norme possible tels que det(e€;,€;41) > 0 el €, €41 est une base de Ker(®) pour —1 <
1 < m.

P2

€17 €p

Nous rappelons ci-dessous la construction de cet éventail:
Soit d = pged(a,b) et d’' = pged(a,c). Soit so 'unique entier tel que sob/d = ¢ mod a/d
et 0 < sg<a/d.
Posons s_; = a/d et considérons la suite des fractions continues de Jung-Hirzebruch:

S_1 = {150 — S1
S0 = ({251 — S2

Sm—1 = Im+15m

Sm+1 = O

ou ¢q; > 2 et s; > 0 pour tout 7.

Définissons les suites d’entiers p;, 7,7}, —1 < ¢ < m + 1, par:

p—1:O7 P0:d7

Pi+1 = Pigiv1 — pi-1 0 < <m,
ri = (sib— pic)/a -1<i<m+1,
Th=si—pi— -1<:<m+1.

Les vecteurs ¢; = (s;,p;) satisfont le théoréeme et nous avons det(e;, €;41) = Sipit1 —
Si+1Pi = a. Plus géneralement nous avons le lemme suivant qui sera trés utile pour
déterminer la paramétrisation d’une courbe a partir de ses équations.



Lemme 3.6 1) Les suiles s;, 1,7, sont strictement décroissantes tandis que la suite p;
est strictement croissante.
2) pmy1 =a/d, r_1 =b/d, Ty = —c/d', v =(a—-0b)/d, 1], = —(a—c)/d.
3) Les quatre suites vérifient la relation de récurrence viys = @i120i41 — v; pour
—1<i<m—-1.
4) On a, pour tout 1,
i) SiPi+1 — Si41Pi — @
1) Si41Ti — SiTiy1 =€
) PipaTi — PiTigr = b
W) pigar; = pitipy =a—b
V) SipTi— STL = a—c¢
Définition 3.7 Soit v (resp v) Uunique entier tel que vy < 0 < 71, (resp. v, <
0<7r.)
Les entiers p et v sont tres importants. Dans la suite de ’article, nous verrons que
i, v et les valeurs prises par les suites s;,p;,7;,7';, et ¢; pour v < i < p+ 1 donnent
toutes les informations sur la courbe.

Théoréme 3.8 [M] Soit C' une courbe torique projective munie de sa paramétrisation
(P).

1) Nous avons -1 <v<pu<m+1

2) La courbe C est arithmétiquement Cohen-Macaulay si et seulement si p = v.

Dans ce cas, l'idéal I est engendré par:

I
F = QL‘TMyprTM — Sk
!
G = z TetizSutiqgTTudl yp,u+1
! !
H = 2+ Tt Tudl  — pSuTSudlyPutt—Pu

3) Si la courbe C n’est pas arithmétiquement Cohen Macaulay, on a v < p. Dans
ce cas, lidéal I est engendré par 3+ (qy42 — 1)+ ... + (qu41 — 1) équations :
P xrllfyp”w“
ypu+1—pu25u—8u+1 _ xTL—TL.H wv T Tr4
m_TL+1 2Su+1 ypu+1 w1
y2pu+1—pu SSu—25,41 _ xTL—QTL.H w241

y(Qv+2_1)pu+J_pVZSV_(qy+2_1)5v+1 _ xTL—(QV+2—1)7";,+1 wTu—(qu+2—1)Ty+1

m_TL+2 2Sv42 ypu+2 w2

1
o ThSu prwT'M
y2p“—p‘u_1 Zsu—l_QsM _ ngL—l_QTILwTM—l_QTM
I 1
y(qu+1_1)pu_pu—l ssu—1 (g1 —Dsp _ = (ut1=1)rh ru 1 —(qug1—1)ru

1
yPutl — 2 Tt ZSutl T Tutl



Théoréme 3.9 Les éléments ci dessus forment une base de Groebner pour [idéal T
pour Uordre lexicographique inverse avec z > y > x > w. Ils sont également un ensemble
minimal de générateurs, dans le cas non Cohen-Macaulay.

Lemme 3.10 Soit j tel que v+ 1 < j < p. Alors:
1) s; # 1 (resp. p; # 1).
2) sisj =2 alorsr; =1 (resp. si p; = 2 alors —r% = 1).
3) sip— v >2, on ne peut pas avoir simultanément s; = 2 el p; = 2.

Démonstration : Nous rappelons que pour tout j, v +1 < j < pu, 'rj,'r;- sont
différents de 0.
1) et 2): Sis; = 1oup; =1, "équation suivante de C' mene a une contradiction suivant
que 'on pose z = 1 ou w = 1. ,
ypjwr] T 25
Si s; = 2 (resp. p; = 2), la méme équation donne r; = 1 (resp. —r} = 1).
3): La suite s; est décroissante tandis que la suite p; est croissante, ’hypothese de

3) entraine une contradiction avec 1).

4 Syzygies des courbes toriques

Lorsque I'on veut décrire les syzygies des courbes toriques, il apparait naturellement
cinq types de courbes (cf 3.8):

Type 0) Courbes toriques arithmétiquement Cohen-Macaulay.

Type) p=v+1et gqz2=2.

Typell) p=v+1et gq2 > 2.

Typelll) p>v+let g, =2Ve=2,...,p0—v+1

TypeIV)p>v+let i ed{2,...,u—v+1}|qpi > 2.
Bresinsky [Br] a démontré que, si C' est une courbe monomiale, la résolution de R/I(C')
est de la forme:

u(C)
0 — Ly 5 Ly = @ R(—e;) — R — R/I(C) — 0
1

avec rang(Ls) = 2u(C') — 4 et rang(L4) = p(C) — 3.

Nous allons décrire les matrices des syzygies 3 et o4, pour les courbes de types
I, II, et III, ce qui améliore nettement le résultat de Bresinsky [Br]. Pour démontrer
les propositions suivantes, nous nous inspirons de ses démonstration, en appliquant le
critere de Buchsbaum-Eisenbud [BE]. Pour la suite de l'article, soit 7 = pu(I(C')) — 2.

Proposition 4.1 Soit C' une courbe de type I (i.e. p = v+ 1 et ¢,42 = 2). Posons
M=5,—58,41, 8 =0+2m, p, =T, n=DPyy1 — Py, 7, =7, 7, =7,7,—T)4 =k el
ry—Ty4+1 = . Dans ce cas, l'idéal I est minimalement engendré par quatre générateurs:

mr'yﬂ’wr _ Zcr+2m

yﬂ—l—n,wr—l _ x—(r'—k)za—l—m

$kwl _ ynzm

,y7T'+27’L . x—(r'—?k)zaw—(r—ﬂ)



el les matrices XV et 04 sont

,yn ZO'+77’L .TTI’U)Z
v x—(r'—k) yﬂwr—l M
- 0 Zax—(r'—k) _yn
0 y7T+’I’L _ka—(r—Ql)

r—I

m

Proposition 4.2 Soit C' une courbe de type 11 (i.e. u = v+ 1 et g 42 > 2). Dans ce

cas, T = q, 49 et l'idéal I est minimalement engendré par les T + 2 éléments

ZCT{’ ypl,,w'ry _ s
1
ypy+1 Wl — T T4 zSv+1
:L.TL_T:,+1 wTD_TD-I-l _ /ypv-l-l —Pv 251/_51/-1-1
’ ’
x’/‘D—Q’/‘D_I_l w’/‘y—Q’/‘y+1 _ y2py+1—py Zsl,—23y+1
./IJTV_]TD_I.I wTv_]TV-I-I _ y]pv-l-l_pl/ ZSD_]SD-I—I

xT{’_(T_l)TL+1 wTu—(T—l)"”u+1

ypu+2 _ :L‘_TL‘F? 2542y v 42

la matrice ¥V est

ypu+1_pu —pSv+1 w,,,L w1 0
.,E—TL.H _ypv w1 25U Sut1 0
0 ypl/+1 .,ET{/—TL+1w7’y—27’V+1 _aSutt
0 x—TL+1 ypu+1—py ZSV_QSD_I_J v
0 0 er_(T—Q)TL+1wrl,—(ﬂ'—l)rl,+1 ypV+1
0 0 y(T_Q)pV+1_pVZSV_(T—I)SD+1 o x_rlc+1
—ryao 7!
O O w2 ptv+1 vt2 . O
0 0 yPV+2—pu+1 o 0

_ (T_l)pv+1_pv 51/_(7'_1)51/4-1
Yy z

o o o o

_ZSV-I-I
_wrv+1
ypv+1

ot
xT Tv-l-l Zsl‘+2

o o O o

0
0

_st-l-l —Sy42

_ w"’v-l-l




_71/
T vt 0 0
_ypv+1_pu 0 O
1

_wTV+J x_rv-l-l O
Zsu-l-l _ypl/-l-l O
0 —w'vH 0
et 04 = 0 Z5v+1 0
_7-'

0 0 T vt

0 O _ypv-l-l

0 0 —w'rtl

0 O st+l_3u+2

Proposition 4.3 Soit C' une courbe de type 111 (i.e. p > v+ 1 et qpi = 2, Vi =
2,..., p—v+1). Alorsonat =pu—v+1. Posons m =8, — Sy41, 8 = 0 + Tm,

T=py, N=Pyp1 — P, 7 =71, 7 =1, k=7, -1, ell =r,—7,41. Dans ce cas,

lidéal I est minimalement engendré par les T + 2 générateurs
w'r"yﬂ’,w'r _ potTm

yqr—|—n,w7°—l . x—(r'—k)za—}—(ﬂ'—l)m

wk,wl _ ynzm

yﬂ—I—Zn,w'r—Ql _ m—(r'—?k)za—l—(T—Q)m

. .7T.-|—(T—1)7’Lw7’—(7'—1)l _ x—(r'—(ﬂ'—l)k)za—l—m

y !
yﬂ'-|—TTL _ CC_(T —Tk)ZU,w—(T—Tl)
avec la matrice 21 X (1 +2) XV =
CC_(TI_k) _yﬂ,wr—l »m 0 0 0 0
yn _ZO'-|—(T—1)m $TI’U)Z 0 0 0 0
0 yr—}—an—Ql —.Tk S 0 0 0
0 ZU—i—(T—Q)mw—(T‘—k) _yn wl 0 0 0
0 yﬂ—I—anT—Sl 0 —.’Ek S 0 0
0 ZU+(T—3)m$—(T’_2k) 0 _yn ,wl 0 0
0 yﬂ'-}-(T—Q)TLw’/’—(T—l)l 0 0 0 —$k m
0 Za'+m$—(7=’_(7—2)k) 0 0 0 _yn l
0 ym (T =1)n 0 0 0 0 —zFp (="
0 27~ (=7 =1)k) 0 0 0 0 —y"

o oo o o o




—y" 0 0 0 0
="'k o 0 0 0
w —y" 0 0 0
—2m zh 0 0 0
0 w =y 0 0
0 —zm gk 0 0
0 0 w! 0 0
ol 04— 0 0 —zm 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 —y" 0
0 0 0 zk 0
0 0 0 w! —y"
0 0 0 —zm zh
0 0 0 0 w1l
0 0 0 0 —2™

Remarque: Pour chaque exemple de courbe de type IV, il est facile d’écrire les syzygies.
Mais compte tenu de la diversité qui existe dans ce type de courbes (il peut exister de
nombreux entiers ¢ tels que ¢,4; > 2, et pour ces ¢, g,4; peut étre tres grand), nous
avons choisi de ne pas détailler les résultats ici. Nous pouvons néanmoins indiquer que
les matrices de syzygies des courbes de type IV ont une structure en blocs (qui dépend
de la suite d’entiers ¢,4;) ou alternent des blocs correspondant aux syzygies d’une
courbe de type II (lorsque g,4+; > 2) et des blocs correspondant a celles d’une courbe
de type III (lorsque ¢,4+; = 2 pour ig < 7 < 4y,).

Remarque 4.4 D’apreés les résultats rappelés au paragraphe 2, o est la matrice de
présentation de M*(C'). L’étude de M(C') est beaucoup plus difficile et nous I’abordons
sous un double aspect, a savoir, dans le paragraphe 5, la description de la matrice de
présentation de M(C'), et dans le paragraphe 6, le calcul d’une résolution de o} .

5 Module de Rao et liaison impaire

Comme le module de Rao d’une courbe arithmétiquement Cohen-Macaulay est tri-
vial, nous considérerons seulement le cas des courbes toriques de IP3 qui ne sont pas
arithmétiquement Cohen-Macaulay. Grace au lemme 3.4, on se raméne a une paramétri-
sation (P), et alors M(C') peut étre calculé par la formule de Deligne car (z, w) forment
une suite de parametres (voir [SV], page 30).

Proposition 5.1 M(C) = A N Ag,)/A.

Théoréme 5.2 Soit R = Klz,y,z,w| et A = R/I l'anneau de coordonnées d’une
courbe torique projective. Alors Ay N A(y) esl engendre en tant que A-algebre par les

éléments
ZSV-I-i ypy-l-i .
By = — = L 1<i<p-v.
W+ g Tt




. . P

Démonstration: Si — = & € Ag) N A(wy, avec P, Q) € R, comme A, et Ay,
T 25v+i

sont gradués et comme I’'idéal I est engendré par des binémes, on peut supposer que

P, () sont des mondémes sans diviseurs en commun et ne sont pas divisibles par z, w. Par

conséquent, Pw! — Qz* € I, ce qui implique Q@ = 2™, P = y". (Le cas P = z™,Q = y"
n Zm

est impossible car on a supposé ¢ > b > ¢). Soit donc y—k = —7 € Ay N A). Alors,
x w

avec les notations ci-dessus, on a (m,n) € Ker(®) N Z3% et il existe -1 < i < m
et des entiers £, > 0 tels que (m,n) = £(s;,pi) + 7(Sit1,Pi+1). On en déduit que
(I,k) = &(ri, =) + n(7rig1, =74y ) et donc

m Esi+msig1 Si Sit1 i Pit1
A _ (2 )£ z n_ (Y e Y
w! weritnriss wri’ N wTi e e ik
Remarquons que, pour —1 <i<v,ona 5 € A, et quepour u+1<i<m+1,0na

¥ . . ’ .
Y— € A, ce qui termine la démonstration.
k2

—r

Le résultat suivant se trouve dans [BSS]; nous I’énongons ici avec nos notations.

Théoréme 5.3 M(C') est minimalement engendré comme R—module par les éléments

n Zm . . s Ve
z_k =0 € Aw) N Ay, avee m < s, el n < puy1; en particulier les eléments
Eytq,...,E, fonl partie d’un systéme minimal de générateurs de M(C').

On en déduit qu’il existe une correspondance biunivoque entre les générateurs de
M(C) et les points du réseau Ker(®)NZ2 qui se trouvent a l'intérieur d’un rectangle
(voir figure 2). Nous appellerons D cet ensemble.

D
2

-
Sy -1

Remarquons que, puisque 1’idéal d’une courbe torique est engendré par des binémes, les
relations entre les générateurs de M (C') ne peuvent étre que binomiales ou monomiales.
Recherchons maintenant les plus grands exposants de z, y, z, w qui annulent un élément

E de M(C).

n ~1

Lemme 5.4 Soit F = y—k = % € Ag) N Ay avec m < s, et n < pyy1. Alors
x w
1) w'E =0, mais w'E #£0

10



2) 2k E =0, mais 2" 1E £ 0
3) 2" E =0, mais 2" E #£ 0
4) yPrH17"E =0, mais yPut1—n=l ) £ Q)

Démonstration: Les premieéres affirmations des quatre énoncés sont claires. Prou-
vons les deuxiemes. Si w!~'E = 0, alors il existe un monoéme P tel que 2™ — wP € I.
D’apres le théoreme 3.9, on doit avoir m > s,, ce qui contredit les hypotheses. On
démontre de la méme facon les trois autres aflirmations.

Corollaire 5.5 Pour 1 <i < u— v, nous avons:
1) w+iE,; =0, mais w1 E, ; #0
2) x_TL+iEl,_H- =0, mais x_%%_lEl,_H- #0
3) 25T, =0, mais 2T+ T, 40
4) yPrr=Puti B o= 0, mais ypu+1—py+¢—1Ey+Z. £0

L’étude de D, et par conséquent de M(C'), nous amene a distinguer quatre cas, les
courbes de type I, II, III et IV.

Proposition 5.6 Soit C' une courbe de type 1 (i.e. D a un seul élément). Alors, le
ZU—I—m yﬂ—l—n

module de Rao est monogéne, engendré par - = ; , et il est isomorphe a
wr z—(r'—k)

Klz,y,z, w]/(ac_(rl_k) Ly, 2™, w' ). Sa résolution est donnée par le complexe de Koszul

associé a la suite réquliére (x_(rl_k),y”,zm,wr_l).

Démonstration: C’est une conséquence immeédiate du corollaire précédent, une
autre preuve triviale est déduite de 4.1 et du théoreme 2.2 .

Exemple 5.6.1 Soit C la courbe paramétrée par z = 510,y = 2214289 5 = 51274383 ), —
1310, C’est une courbe de type I dont I'idéal est minimalement engendré par les équations

234 yByByp?]
STy 3919
ATt 192
y30 — 213417

On peut alors décrire les matrices o4 et oy

z? w?
11 17

04 Y et o) = —
_ 7 1 _yn

w? z?

Proposition 5.7 Soit C' une courbe de type 11 (i.e. Card(D) > 2 et D est formé des
multiples d’un seul point). Alors M(C') est minimalement engendré comme R—module
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par El,_|_1,E3+1,...,E31+12_1. Sip, # 0 et s,00 # 0, la transposée de la matrice de

présentation de M(C') est

& 4 0 0 0 0
—wte Q) 0 0 0
—yPrtl o 0 0 0
z8v+1 —w'vtt 0 0 0
0 —yPrtl e 0 0
0 z8v+1 —wvt1 0 0
0 0 _yp 0 0
0 0 zivtl 0 0
o) = 0 0 0 0 0
0 0 0 2T 0
0 0 0 —wvt1 0
0 0 0 —yPrt T
0 0 0 Zivt1 —wvtt
0 0 0 0 Pty
0 0 0 0 Z8vt1TSv42
0 0 0 yPrHL Py Sk T Sut2 0

et les nombres de Belti de M(C') sont rang(Ls4) = 7 — 1, rang(Ls3) = 27, rang(Ly) =
274 3, rang(L1) = 27+ 1, rang(Lo) = 7 — 1.

Sip, = 0 ou si s,42 = 0, il suffit d’enlever la derniére ligne de oy, el alors
rang(Ly) = 27+ 2 et rang(L1) = 27, et rang(L;), © € {0,3,4} sont les mémes que
dans le cas précédent.

Démonstration: Il est immédiat de vérifier que la matrice o1 induit des relations
entre les générateurs de M(C') . Nous montrons ci-dessous que ces relations forment
un systéme minimal. Tout d’abord remarquons que, puisque I est engendré par des
binémes, les relations entre les générateurs de M (C') seront engendrées par des relations
monomiales ou binomiales. Considérons une relation non triviale dans M (C') :

(1) PE;— QEiy; =0

oul <i<qua2—1,k>0sQ #0et P,Q sont des monémes en z,y, 2, w lorsque
ils ne sont pas nuls. Une telle relation signifie qu’il existe un polynéme B tel que
Pzisvtihresr — Q(i4K)svr1 = (i+K)rv41 B ypod I. Or I est engendré par des bindmes

ce qui nous donne les cas suivants :

(a) Pwkretr — Qzksvir ¢ [

(b) il existe des mondémes By, B tels que
(b1) Pzisvit — v+ By € 1
(b2) Qz(i+k)sy+1 _ w(i+k)7’y+1 B2 E I

Ce qui nous ramene a I’étude des relations monomiales:

12



(c) PE;, =0 1<i< g1

et au vu des relations énoncées dans le lemme, on peut supposer que aucun des monoémes
! ,whvit yPvdt 2541 qe divise P. La relation (c) signifie qu’ il existe un monéme
B tel que :

(c1) Pzisvii v B [
Maintenant nous allons utiliser le fait que I’ensemble de générateurs décrits dans 1.5 est
une base de Groebner pour I'ordre lexicographique inverse; le fait que w™+! ne divise pas
P implique que le terme dominant de Pz*v+1 —w"v+1 B est Pz*v+1 Donc il est divisible
par I'un des termes dominants de la base de Groebner de I. Comme x_ri+1,yp”+1 ne
divisent pas P, il existe un entier 1 < j < ¢,42 — 1 tel que Pz***+1 est divisible par
YL TPY SISkl o G,y — p, > pygq deés que 5 > 1. On en déduit que j = 1. Soit
2% la plus grande puissance de z qui divise P; alors on aura s,41 > a > s, — (¢ +1)s,41
et ceci n’est possible que si

1) i = qQu+2 — 17 car Sy41 > > Sy — ((Zu+2)5u—|—1 = —Sy42
ouil) ¢ = quq2 —2,car sy41 > a > 5, — (Qu2 — 1)Spp1 = Spyg1 — Spy2.

Dans le premier cas, la relation (c) est un multiple de la relation yP»+1=P*E, .1 = 0.
De la méme facon, dans le deuxieéme cas, la relation (c) est un multiple de la relation
ypu+1—pu23u+1—5u+2E@y+2_2 = 0.

Enfin, si s,49 = 0 ou si p, = 0, la derniére relation provient des précédentes.

La matrice o7 nous donne rang(Lg) et rang(L1). La matrice o4, déterminée dans la
proposition 4.2, nous donne rang(Ls) et rang(L4). On peut alors déduire rang(Lz) de
la relation

Z (=1)"*rang(L;) = 0.

1=0

Exemple 5.7.1 Soit C la courbe paramétrée par z = 5534, y = s245¢289 5 = 1444390 ), —
1934, Les suites s;, p;, 75, 7', ¢; sont données par le tableau suivant.

s | i i || g
&9 0 65 24 0
51 6 34 11 0
13 12 3 -2 2
1 42 -22 -19 4
0| 534 | -289 | -245 | 13

W N = O o~

v=0,u=1,¢,42 = 4. La courbe C est de type II telle que s,42 # 0 et p, # 0. L’idéal

I(C') est engendré par

51 _ y6$11w34

13 31

y12w3
15 28
17 25

zx19w22

13

z
Zy
Z.T
Zy
Zy
y*
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Les matrices o4 et o1 sont données par

2
2 0 0 z , 0 0
8 0 0 —w 0 0
IR 0 g2 g2 0
13 12 213 w? 0
z —y 0 12 2
04 = 0 w® g2 et o = 0 -y x
0 413 Y12 0 21 —w?
0o 0 —uwd 0 0 -9
0 0 12 0 0 212
0 y6,.,12 0

Exemple 5.7.2 Soit C la courbe paramétrée par z = 5%,y = 577138 2 = 204145 o =
1185 Les suites s;, p;, 73, 7's, ¢; sont données par le tableau suivant.

s P | i [T | @
-1133) 0129 4
0|11 5| 71 -1
11 015 -8 -7

w o o

v=—-1,u=0,q,402 = 3. La courbe C est de type II telle que s,42 = 0 et p, = 0.
L’idéal I(C') est engendré par

533 _ 54,29

22295 _ 4522

Mg — ypuT

ALyl0 _ 56415

g5 — TS

Les matrices o4 et o1 sont données par

x 0 x 0
—y° 0 —w” 0
7 5
—w x —y x
= t oY =

04 LR et o J5 S I ¢
(| 0 —y°

0 211 0 211

Proposition 5.8 Soit C' une courbe de type 111 (i.e. Card(D) > 2 et D ne contient
que des vecteurs de ’éventail). Alors

a) M(C') est minimalement engendré comme R—module par

ZG’-|—]’I7L

E; = 1<7<7-1.
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b) La transposée de la matrice de présentation de M(C') est

—y" 0 0 0 0
w1 0 0 0
zk —y" 0 0 0
—2m w 0 0 0
0 LRy 0 0
0 —2m ! 0 0
0 0 zk 0 0
SV 0 0 —zm 0 0
L 0 0 0 0 0
0 0 0 —y" 0
0 0 0 w 0
0 0 0 zk —y"
0 0 0 —2m w
0 0 0 0 2=k
0 0 0 0 —2™

et les nombres de Betli de M(C') sont rang(Ls) = 7 — 1, rang(Ls) = 27, rang(Ly) =
21 + 2, rang(L1) = 27, rang(Lo) = 7 — 1.

Démonstration: Soient 1 <7 < j <7 — 1. Pour montrer a), il suffira de démontrer

que
Z?U%{i+jﬁn y2ﬂ+{27—(ﬁ+j»n
EE; = —— — - —
J w2r—(27—(2+]))l $_(2T —(27—(i47))k)
se trouve dans le A—module engendré par Fy, ..., F;_1. Ce qui est vrai car

z”w_(T_Tl)Eiﬂ- sit+y<T
E;E; =40 sit+j=171
xT'y”E(Hj)_T sit+g3>T

Pour démontrer b), on montre que oy est bien la matrice de relations de M(C') en
procédant comme dans la démonstration de la proposition 4.3 ; pour les nombres de
Betti de M(C'), on regarde les dimensions de la matrice o1 pour rang(Lg) et rang(L1),
et de la matrice o4, donnée dans la proposition 4.3, pour rang(Ls) et rang(L4). On
obtient enfin rang(Lz) grace a la relation

K3

4
(=) rang(L;) = 0.
=0

89t203 23t269
’

Exemple 5.8.1 Soit C' la courbe paramétrée par z = s29%2,y = s
1292 Les suites s;, p;, 73, 7', ¢; sont données par le tableau suivant.

,Z2 =5 w =
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oS | ope | i | |4
-1 (292 0 269| 23| 0
0 | 207 1] 190 16| O
1122 2 111 91 2
2| 37 3 32 2| 2
31 26| 10 17 -1 | 4
41 15| 17 21 -4 2
5 41 24| 13| -7 | 2
6 1| 79| -54|-24| 4
7 01292 |-203|-89| 4

v=2,14=4,¢,42 = ¢u43 = 2. La courbe C est de type III. L’idéal I(C) est engendré

par
37 3,.2,.32

20— yrrtw
SyT 3315
25— yl0y17
2154 yl7y2
g2t 24 Tp!3
Les matrices o4 et o1 sont données par
_yll 0 _yll 0
x 0 w? 0
wl®  —yls 23—yl
04 = _,11 .3 et o) = _L11 15
0 w? 0 x
0 — 1 0 _ 11

Proposition 5.9 Soit C' une courbe de type IV (i.e.pu >v+1letIi€{2,...,u—v+1} |
Gut+i > 2). Soit p(M(C)) le cardinal d’un systéme de générateurs du R—module M(C).
Alors p(M(C)) > u(C) — 3, en particulier p(M(C')) > p(M*(C)).

Démonstration: Nous savons que pu(C) = 3+ (¢u42 — 1) + ... + (¢u+1 — 1). La
proposition sera une conséquence des trois affirmations suivantes:
i)j(si,pi)€Dpour 1 <j< g1 —letv4+1<i<pu.

i) Si giy1 > 2 pour un v + 1 < ¢ < p— 1, alors j(s;,p;) + (Sit1,pit1) € D pour
1<7<¢qip1—2

ili) Si gi41 = 2 pour tout v + 1 < ¢ < g — 1, mais si gu4q1 > 2, alors (su_1,pu—1) +
J(Suspu) € D pour 1 <5< qupq — 2.

preuve de i): js; < (gip1 —1)8i = qip18i — 8 = 5521 + 841 — 8 = 81 — (8; — 841) <
si—1 < s,. De méme, jp; < (gig1 — 1)pi = Gig1pi — Pi = Pic1 + Pit1 — Pi = Pig1 — (i —
Pic1) < Pit1 < Puyi-

preuve de i1): j5; + Sip1 < (g1 — 2)S; + Sip1 = Gg15i — 28 + Sip1 = Si—1 + Sip1 —
28;+ 841 = Si—1 —2(8; — 8i41) < si—1 < 5,. De méme, jp; +pip1 < (¢ig1 —2)pi+pip1 =
Git1Pi — 2pi + Pit1 = Pic1 + Pig1 — 20 + pig1 = (Pic1 — Pi) + 2pig1 — pi < (pim1 —pi) +
Gi+2Pi+1 — Pi < Puti-
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preuve de i11): S,_1+ 75, < Su—1+(que1 —2)Sy = Spu—1— 28, +Su—1+ Sup1 = Sy—2 —

Spu—1 4+ Su—1— (Sy — Su+1) < Sy—2 < s,. De méme, p,_1 + jp, < pu—1+ (qu+1 — 2)py
Put1 — 2(Pp — Pu—1) < Put1-

Exemple 5.9.1 Soit C' la courbe paramétrée par z = s*6,y = s

33T 4 — 415 4 =

1416 Les suites s;, p;, 73, 7’5, ¢; sont données par le tableau suivant.

v = 07:u:37ql/+2 = qy4+3 =

engendré par

ios | | | g
-1 ] 416 0] 415 110
0] 79 1 78 010
1| 58 6 53| -11] 6
2 37 11 28 2] 2
3 16 16 31 -3] 2
4 11 37 -19 -7 3
5 6 58 41 -11 ] 2
6 1 791 -63|-15] 2
7 0416 |-337|-79 | 6
2, ¢y+4 = 3. La courbe C est de type IV . L’idéal I(C') est

279 _ g™

22y _ 25

2585 _ 43

23Tg2 11,28

1643 _ 41643

2yl 22

BT — 21157419

Les matrices o4 et o1 peuvent étre calculées par le logiciel macaulay.

04 =

oo oo o o

o o o o

-y 0 0 0 0 0
T —y° 0 0 0 0
0 r  —y> 0 0 0
0 0 x —y 0 0
0 0 0 N |
0 0 0 0 —x y°
0 0 0 0 0 —z

et o) = | —w® 0 0 16 0 0
25 0 0 0 w?? 0
0 —w® 0 0 -z 0
0 25 0 0 0 w??
0 0 —w® 0 0 26
0 0 2° 0 0 0
0 0 0 —w® 0 0
0 0 0 22y’ 0 0
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Théoréme 5.10 Soit C une courbe torique projective. Alors u(M(C')) > u(M*(C)) et
Uinégalilé est stricte si et seulement si C' est de type IV.

Ce théoréme est une conséquence immédiate des trois propositions précédentes.
Le probleme de savoir si les classes de liaison des courbes toriques coincident avec les
classes de biliaison est completement résolu par le théoreme suivant.

Théoréme 5.11 Soit C' une courbe lorique projective, considérée sous sa forme mono-
miale normalisée (P).

1) 5i C est du type 1, alors sa classe de liaison impaire coincide avec sa classe de
biliaison.

2) Soit C' une courbe torique de type 111 et ayant les invariants 7,7, k,n,m,r,!.
Considérons le systéme suivant:

d = o(l+k)+(r+r)m

b = ol+rm
d = l+rm+rl-rk
T c+r+r' —m™m

Alors, il existe un entier ¢ > 0 tel que @’ > b > ¢ sont premiers entre eux et tel
que ™ > 0. La Courbe C est alors liée de facon zmpazre avec une courbe C' paramétrée
par x = s*,z = = o'~y ,y = s° _b’tb = t“ de sorte que la courbe C' donnée par
z=s"y= s“'_c‘tc ,Z = s“'_b’tb’ w = t“ est une courbe torique de type 11 ayant les
invariants T = 1,7’ —Tl—T k:_l n=n,m=m,F=1k—1r 1=k

3) St C' est du type 11 et telle que p, 75 0 el s,y2 #0 ou du type 1V, alors sa classe
de liaison impaire ne contient aucune courbe torique projective.

Démonstration: 1) La résolution de Koszul est autoduale.

2) On a bien @’ > b > ¢ : k> 0 et v/ > 0 implique ¢’ > b'. Par définition de v,

r’ < k. De plus, 7 > 3 donc [ < r. D’ou 7'l < rk et donc b’ > (.
On voit facilement qu’il existe des valeurs, aussi grandes qu’on veut, de ¢ telles que
g >tn—r1—1,et a,b,c premiers entre eux. Choisissons 'une de ces valeurs. La
courbe C est alors une courbe de type III, 7 est entier p, de C, et & est I’entier Sput1
de C. Ses invariants sont 7,7l — r,1,n,m,7k — ', k. La proposition 4.3 nous permet
d’écrire sa matrice o4. Comme on obtient C’ en échangeant les coordonnées y et z dans
C, il suffit d’effectuer cet échange dans o4(C) pour obtenir que a4(C’) = o) (M(C)).

3) Soit C' une courbe torique projective de type II ou IV. Supposons qu’il existe
une autre courbe torique projective C’ telle que M(C') est isomorphe a M*(C").

Si C est de type II vérifiant p, # 0 et 5,49 # 0, alors 81 (M (C)) = 2u(C') — 3 est un
nombre impair alors que §1(M*(C")) = 2u(C") — 4 est un nombre pair pour une courbe
torique.

Si C est de type IV, d’aprés ce qui précede nous avons pu(M(C')) > p(M*(C")) =
p(M(C)) > pu(M*(C)) et alors p(M(C")) > pu(M*(C)), ce qui est absurde car M(C")

est isomorphe & M*(C'). Dans les deux cas nous arrivons a une contradiction.
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Exemple 5.12 Soit C' la courbe monomiale donnée par la paramétrisation z = %,y =
55612 1457 = 158, La courbe C est de type III et posséde les invariants 7 =
3,0 =0,k =11,n = 11,m = 2,r = 5,1 = 2. Les entiers a’,’, ¢’ sont donnés par les
équations o’ = 136 + 10, b’ = 26 + 10, ¢’ = 26 — 45. On a @ = ¢ — 28. Il faut donc
G > 28. Pour ¢ = 28, on a pged(a’,b’,¢') = 11. Pour 6 = 29, o’ = 387, = 68,¢ = 13
sont premiers entre eux. On peut vérifier que la courbe C’ paramétrée par & = 3387 ,Y =

5319168 2 = 374413 = 1387 est dans la classe de liaison impaire de C.

,Z2 = 8

Remarque 5.13 Si C, paramétrée par z = s%,y = 271, 2z = s~ %% w = 1% est une
courbe de type II telle que p, = 0, alors la courbe C paramétrée par z = t%,y =
2527, 2 = 1°5%7°, w = 5% est une courbe de type II telle que 3,49 = 0, obtenue par une
simple permutation des variables x,y, z, w. Pour les deux propositions qui suivent, il
existe des énoncés similaires lorsqu’on étudie la classe de liaison impaire d’une courbe
de type II et telle que s,49 = 0.

Proposition 5.14 Soit C' une courbe de type 11 telle que p, = 0, paramétrée par

=5y =s""°°2=s5"""" w=1° Pour 0 < a<Tp,y1, on définit
a = TV+1(TSV+1 - 51/—|—2)
V' = rpi(tpuyr + @)
= popisupr +as,

Les seules courbes C de type 11 telles que pl, = 0 dans la classe de liaison impaire de C'
sont celles pammetrees par x = s, w = al=b 4’
que (a',b', ') =

Les seules courbes C de type 11 telles que 8,42 = 0 dans la classe de liaison impaire de
C sont celles paramétrées par z = 1%, w = 1¥'s*' =Y, 2 = 15"~y = s*', s%il existe
tel que (a',b',¢') = 1.

sV 2= s Jy = 1%, %l emiste a lel

Démonstration: On commence par prouver que s’il existe une courbe C de type II
telle que p, = 0 dans la classe de liaison impaire de C, elle vérifie 7 = 7, 5,41 = Sy41,
Pys1 = Tyr1 €b 7,11 = P41, par comparaison de la matrice o4 de C et de oy de é, sa
forme monomiale normalisée étant obtenue par un simple échange des variables y et w.
En posant 7,42 = a, on en déduit la paramétrisation de C, et les expressions de o', V', ¢/
Réciproquement, s 11 existe a tel que (a’,b,¢') = 1, alors C est comme ci-dessus. La
matrice o4 associée i C est donc exactement la matrice o) de C'. Donc C est dans la
classe de liaison impaire de C. Pour les courbes ' telles que Sy+2 = 0, on utilise la
remarque 5.13 et le résultat que I'on vient de prouver.

Remarque 5.15 Il existe des courbes C' de type II telles que p, = 0 mais pour

lesquelles, quel que soit a, on aura (a’,b',¢') # 1. C’ est le cas des courbes C' vérifiant

(Tya1,Su41,5,42) 7 1. Parexemple, la courbe C' paramétrée par z = 5100, y = 576424

835t65, w = thO

s 2=
vérifie la condition précédente. Par conséquent, il n’existe aucune courbe
de type II et telle que p, = 0 dans la classe de liaison impaire de C.
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Proposition 5.16 Soit C' une courbe de type 11 telle que p, = 0. C est liée de fagon
impaire aux courbes de type 111 suivantes:

o C paramétrée par x = 1%,y = s%= %% 2 = % w = sd_gtg, avec
Posr (=77 41 — Syy2) + T(Spp1 — 1ug1)
=1 (Tput1 + )

_Tlu—l—l(ﬂ- ‘|’ T(pu—l—l - Sl/-|—1) - 51/—}—2)

o S
I

pour les entiers w tels que a > b>é>0 sont premiers entre euz.

a

2>

o C paramétrée par x = s,y = s271, 2 = 1%, w = s2~%1¢, avec

C:l = 7Tut1(TSp41 — Spy2) + T(Spq1 — 1'uy1)
b = ryy1(TSu41 — Sug2) + TS4
¢ = (ryg1+ 7 o41)(TS41 — Sus2) + TSu41

pour les entiers w tels que a > b>é>0 sont premiers entre euz.

Démonstration: On cherche les courbes €' de type III susceptibles d’appartenir
a la classe de liaison impaire de C' en identifiant la matrice 0y de C' a la matrice o4
de C’. Ceci suggere deux permutations possibles des variables z, v, z, w dans I’écriture
de la paramétrisation de la courbe C’, et nous donne la valeur des invariants de C’. En
posant 7 = p’,, on obtient les valeurs de a’,b’, ¢’ dans chaque cas. Réciproquement, s’il
existe une valeur de 7 telle que (a’,b',¢’) = 1, on a trouvé une courbe torique de type
IIT dans la classe de liaison impaire de C'. Or, 7 peut étre choisi aussi grand que 1’on
veut. Donc il existe toujours une telle courbe C’ dans la classe de liaison impaire de C'.

Remarque 5.17 Nous avons choisi d’étudier la liaison des courbes toriques projec-
tives, alors que les résultats existants concernaient essentiellement les courbes monomi-
ales. Ce choix a été payant puisque nous pouvons, pour n’importe quelle courbe torique
projective, trouver toutes les courbes toriques projectives qui sont dans sa classe de
liaison paire (resp. impaire). Ceci nous permet de prouver la conjecture énoncée dans
[BrH] qui concerne les courbes monomiales.

Théoréme 5.18 Soit C' une courbe monomiale qui vérifie u(1(C')) > 5. Alors il n’existe
pas de courbe monomiale dans la classe de liaison impaire de C.

Démonstration: Si C' est une courbe monomiale qui vérifie u(1(C')) > 5, alors C
est de type II, III ou IV. Or le théoreme 5.11 dit qu’il n’existe pas de courbe torique
projective dans la classe de liaison impaire de C, si C' est de type IV, ou de type II
telle que p, # 0 et s,42 # 0. Si C est de type III ou de type II telle que p, = 0 ou
Sy+2 = 0, les courbes toriques projectives dans la classe de liaison impaire de C' ne sont
pas monomiales au sens strict (méme si tous les exposants a’,b’, ¢/, a’ — b',a’ — ¢’ sont
strictement positifs), mais sont les images de courbes monomiales par une permutation
des coordonnées x,y, z, w. Le résultat est donc prouvé.
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Remarque 5.19 Les résultats que nous avons démontrés jusqu’a présent nous per-
mettent de remarquer que le corollaire II1.1.23 de [SV] (page 168) est faux, ainsi que
lexemple II1.1.27(ii) (page 171). Ce corollaire dit que, si une courbe monomiale C'
vérifie u(1(C')) = 4, alors p(M(C')) = 1, mais que la réciproque est fausse. En fait, avec
notre terminologie, u(I(C')) = 4 signifie que C' est une courbe de type I. Et nous avons
prouvé que u(M(C)) = 1 lorsque C est de type I. Mais nous avons aussi démontré
la réciproque. En effet, si C' est une courbe monomiale de type II, III ou IV, on a
w(M(C)) > 2.

L’exemple I11.1.27(ii) étudie la courbe monomiale donnée par z = s8, y = s7¢, 2 =
s3t%, w = t®. Le calcul des suites s;, p;, 74, 7}, ¢; associées a cette courbe nous permet de
dire que cette courbe est de type II, que p(1(C)) =5 et que pu(M(C)) = 2.

3t5
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