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0. Introduction

On sait que pour tout corps local il existe une théorie analytique des fonctions
périodiques, développée par Tate et Roquette analogue a la théorie des fonctions ellip-
tiques pour un réseau complexe. C’est cela le cadre de notre travail ; la méthode est une
illustration du principe de Lefschetz.

Nous nous sommes servi du cas complexe traité dans [BA-RO] comme d'un guide.
Nous fixons K une extension finie d'un corps g-adique et K une cloture algébrique de K.
Nous désignons par g un élément de K* de valuation strictement positive. Nous notons
v la valuation discrete normalisée de K. En fait, ce travail s'inspire du schéma suivant:
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Pour deux réseaux Q, A de C, Pour le sous-groupe discret g% de
ANDQ K>
Tore complexe C/Q Courbe de Tate K" /¢

les fonctions de Siegel associées bij(eiti)on et pour ¢ un point de torsion
aux réseaux Q et /A entre ces d’ordre fini de F*/qz. Les ana-
deux fonctions il y a une for- logues B-adiques des fonctions de
mule de distribution dansle cas Siegel associées aux sous-groupes
ol [A: Q] est fini discrets g% et g“y? de K*.

Donc, nous définissons une fonction de Siegel -adique associée au sous-groupe
discret g de la fagon la plus naturelle possible. Ensuite, pour le sous-groupe discret gZy?
de K* nous donnons une formule pertinente qui définit la fonction de Siegel correspon-
dante. Nous remarquons que cette derniére définition est 'analogue, sur une courbe de
Tate K/g%, de la formule de distribution satisfaite par les fonctions de Siegel sur le Tore
complexe, cf. [K], th. 2.3.

D’autre part, nous établissons 1'analogue B-adique du résultat fondamental
“Toute fonction elliptique non constante est de valence supérieure ou égale a 2”.

Soient A et [ deux sous-groupes discrets de K, contenant chacun g%, et suppo-
sons

i) ANT = ¢%;
ii) A/q* et T /g% sont cycliques, d’ordres respectifs p et £.

Nous supposerons de plus p et £ premiers entre eux, et noterons 2 le réseau
somme A+, de sorte que /A = /g% soit un groupe cyclique d’ordre € et =/ &~ A/ q*
soit un groupe cyclique d’ordre p.

Pour chaque point de torsion (p modulo /) non trivial dans K /A et dordre di-
visant p, nous construisons une fonction F; méromorphe de diviseur (@) — (0) relative-
ment a /\ ainsi qu'une fonction F, méromorphe de diviseur (p[l/ p) — (0) relativement
a %, possédant toutes deux g comme réseau de périodes. On note ici [1/€], un inverse
de £ modulo p.

La fonction F; posséde pour multiplicateur sous 'action de A/g% les mémes mul-
tiplicateurs que la fonction F, sous 'action de 2/, a savoir des racines de 'unité don-
nées par 'accouplement de Weil d’'indice p (en fait, d'indice 1'ordre de (¢ modulo A)).
Ainsi, la fonction F, qui est donc périodique pour [ est égale a la somme des translatés
de F, parles points de [/g%.



Par ailleurs, en affectant ces translatés des racines £-iémes de I'unité convenables,
on obtient plus généralement des fonctions méromorphes cf. th. 4.1 de diviseur (z)—(0)
relativement a ¥, pour les points z, de torsion dans X /Z, d’ordre divisant £p et tels que
z = @; comme F; ces fonctions possédent g“ comme réseau de périodes. Une écri-
ture explicite pour z, est donnée, modulo g% ; le cas de F, correspond & zg = P74y, cf.
formule (3.3).

Enfin, une partie non moins importante de ce travail consiste a évaluer les valua-
tions g-adiques de ces diverses fonctions, cf. prop. 2.9 et th. 3.11. Lappendice applique
ces calculs a certains produits de ces fonctions, dont l'intérét arithmétique est montré
par [BA-B-CN] et [BA-RO].

AU LECTEUR.

Dans tout ce travail le corps K est supposé de caractéristique 0. Toutefois, tous
les théoremes de ce travail restent encore vrais lorsque la caractéristique de K est finie,
disons égale a T premier, a condition de supposer 'ordre des points de torsion éventuels
premier a 77 : en particulier, dans le cas évoqué ol caractéristique (K) = m, on auradonc

(m€) =1=(mp).

1. Préliminaires

Nos références pour ce paragraphe sont [BA], chap. Il et [ROQ], § 2. Pour une série

. >+ .
de Laurent ) a,X", avec a, € K, qui converge pour tout z de K , nous associons la
n>ny
fonction

(z+ f(2))de X" dans K.

Donc, toute fonction associée a une série de Laurent du type précédent est dite holo-
morphesur K. On confond souvent dans les notations la fonction et la série qui la défi-
nit.
Lensemble des fonctions holomorphes sur X, est un anneau integre pour les
opération naturelles, tout élément de son corps de fractions est appelé méromorphe
—%
surK .

DEFINITION 1.1. — Une fonction méromorphe sur K~ est dite g-périodique
lorsqu’elle satisfait :

fla'2) = f(2)
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pour tout élément z de K ol f est définie.

. . Py % . . Py .
Soit f une fonction méromorphe sur K , non nulle; on sait qu’il y a équivalence
entre les deux faits suivants :

_Z* a Mo = 0 l'ordre de f en «, si & zéro de f

(1.2) “Elﬁ/q e — 1 00 Mo = { —l'ordre de f en «, si « pole de f
«eX" /e n 0 sinon

et

f est g-périodique unique a constante multiplicative preés,
(13) telle que :

(= ¥ male).

«EK" /q*

Il s’agit la tout simplement du théoréme d’Abel-Jacobi et de sa réciproque sur une
courbe de Tate K /¢~

DEFINITION 1.4. — Soit f une fonction g-périodique sur X', non nulle, on ap-
pelle valence de f et on noteval(f) I'entier

valg(f) = Z My, ol & parcourtles zérosde f dans K /q>.
«eX" /q*
En outre, pour une fonction f méromorphe sur K et dont le groupe des périodes

contient g?B%, oi1  est un point d’ordre £, la valence de f relativement a g“p% est donnée
par la relation

valgz (f) = £ valggz(f) .

On déduit de (1.2) et (1.3) que, comme dans le cas des fonctions d'une variable
complexe doublement périodiques, toute fonction g-périodique non constante est de
valence supérieure ou égale a 2.

DErINITION 1.5. —  Pour tout entier n nous notons E[n] le groupe des points de
K" /4" tels que: x™ = 1(mod ¢%).

ProproSITION 1.6. — Soit n un entier, n > 1, alorson a

E[n]| ~ Z/nZ x Z/nZ.

Si /" (resp..E,,) désigne une racine primitive n'€M€ de q (resp. 1), 'ensemble {q“"eb,
0<a<n—-1,0<b<n-— 1} est un systéme de représentants dans K~ des éléments
de E[n].

La démonstration est immédiate.



Pour x et y éléments de E[n] respectivement représentées par g*/"€2, q"€4 on
définit 'accouplement de Weil par

(1.7) en(x,y) = Ezd_bc.

Cet accouplement ne dépend pas du choix du couple (", E,). 1l est & noter que I'ac-
couplement e, définit une forme bilinéaire et non dégénérée de E[n] x E[n] dans p,, .

Maintenant, on définit la fonction fondamentale par 1'égalité :

(1.8) 042)= (1-2) [[(1 - g"2)(1 - g"z7").

n>1
On vérifie que 6, ou plus simplement 6 est une fonction holomorphe sur K" dont les
zéros d’ordre 1 sont les éléments de g7.

PrOPOSITION 1.9. — Pour tout élément m de Z, on a I'égalité :

—m(m—1)

04(q"2) = (=1)"q™ = 27"04(2) .

Démonstration. — D’apres la définition de la fonction 64(z), (1.8) pour m > 1
(resp.m<0)ona

-1

0(a"2)/04(2) = T[] (1~ a1 a9 (resp. [T —a7"a7)/(1 — 4"2))

0

3

3
Il

d’ol1 'on déduit la formule souhaitée dans les deux cas.

2. Fonctions de Siegel 3-adiques

Pour 7 entier naturel non nul, on définit une fonction de Siegel fondamentale
associée au sous-groupe discret g% de K* par

(21) G(n)(a, q) — q12nsz(ﬂ1)9q(a)24n2

pour tout a dans E[n], ot &y = v,4(a) et By(X) = X* — X + 1. Pour le sous-groupe
discret g% de K*, on définit la fonction discriminant fondamentale par le produit infini
convergent

(2.2) Mg)=q]](0—qa"*.

n>1

La fonction de Siegel G (+; q) satisfaitles propriétés suivantes:
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PRrOPOSITION 2.3. — Soitn un entier > 1. Pourp € g* eta € E[n],ona
G\ (ap; q) = 6" (a; q) .

En outre, pour tout entier m > 1, on a: G (a; q) = G (a, )™ .

Démonstration. — D’apres la proposition1.9, on a
G

12n2B2(a1+1) 241°

(ag:q) = q 04(aq)
q24n I —24n‘ q12n Bl(a])e ( )24n2

ou encore
24n? a —24n G(

G (ag; q) = q q)

= G(”)(a; q).

la deuxiéme propriété est une conséquence immédiate de la définition de G (-; q) et
G (;9).

Maintenant, nous sommes en mesure de définir les fonctions de Siegel et discri-
minant g-adiques pour le sous-groupe discret gZ¢? de K*, o1 y est un point de torsion
deX’/ q* d’ordre p > 1, et en donner quelques propriétés fondamentales.

DEFINITION 2.4. — Pour le sous-groupe discret g“@* de K* et pour tout entier
N = np, n € N*, on associe la fonction de Siegel définie par

p—1
6"(aqw) = [] 6™N(aw', q)

i=0

pourtouta € E[np].

Remarques 2.5. — On peut vérifier aisément que
1) Pour p = 1,ona: G (a; q) = G (a; g, 1).

2) Pour p > 2, et lorsque  est représenté tout simplement par g'/”. Alors pour
tout point a dans E[N] on obtient

p—1
. 12(np)22B2(a1+i) p—1 ; )
( (a, q, qﬁ) q i=0 P H Gq(aqﬁ)24(np)
=0
p—1

:(6]’]_’ 24np)Blpa]H t] %24np
=0

ce qui donne finalement

6" (@ q.q7) = ¢N(aqr).



On définit la fonction puissance 2p? du discriminant g-adique associée a gZy? par
(2.6) AP (g, g) = 2n H G (' q)

ot pest l'ordre de ¢ dans K /g%

Remarque 2.7. — Cette définition est un analogue B-adique du théoréme 2.4
dans [K], concernant la fonction eta de Dedekind.

Dans la suite de ce travail ce sont les fonctions A”) (g, @) et GU)(-; g, w), n entier
> 1 qui nous intéressent.

Létude de leur racine 12p-iéme (resp. 12np-iéme) pourrait étre faite ; mais je n'ai
pas réussi a définir sans ambiguité leur racine 24p*-ieme (resp. 24(np)*-ieme) : la défini-
tion la plus naturelle fait apparaitre une ambiguité tenant a une racine de I'unité élément
de p2p, (resp. pranp).

Les fonctions de Siegel, ainsi définies, associées au sous-groupe discret gZy? de
K* satisfont les propriétés suivantes:

PROPOSITION 2.8. — Pourtoutp € g*@?%, pour tout entier naturel N > 1 divi-
sible par p et posantn = N/p on a

G\ (ap; g, w) = G (a; g @) pourtout a € E[N].
En outre, pour tout entierm > 1,ona:

G (@ q,9) = G (a; g, L//)’”2 pourtout a € E[N].

Démonstration. — Pour p € g7, on sait grice 4 la proposition 2.3, quel'on a
p—1
G (ap; g w) = [] G (apy’; 9)
i=0
p—1

= [I1 6" (av’;9)

=0
_ G(n)(a; q lI/)
etpourp = y,ona

( aW» q ¥ H G np l+1 6])

— np)awn Han ay’; q)



comme yP € g%, alorsona
p—1
6" ay; g, w) = G")(a; q) [] "™ (ay'; q)
i=1
= 6" (@ qy)
et la derniere propriété estimmédiate, d’apres la définition 2.4 et la proposition2.3. W

Nous nous intéressons, maintenant, aux valuations g-adiques de ces fonctions. Il
vient alors

ProposIiTION 2.9. — Posons N = np, n entier > 1.

1) Pour tout z € E[N] point de torsionde X" /¢%, on a
1

(n) (. _1. P
o (oesm) = n (2 o})-

2) On a aussi

1 1
- (p) — 12
27 Vg (A P(q ‘V)) = pd(w)

avec ¢, = vy(y), 21 = vg(z), p = l'ordre de y et I'entier positif
diy) = p-gcd.(vg(¢”) modp, p).

La démonstration de cette proposition se base sur le lemme suivant :

LEMME 2.10 (relation de distribution du polynéme B, (X) de Bernoulli). — Pour
tout entier N > 1 et tout réel x, on a

gsz <{x+ %}) = B ({Nx))

ol comme de coutume {y} désigne la partie fractionnaire du réel y.
Pour la démonstration de ce lemme se reporter a [L], chap. XIII, p. 230, B8.

Démontrons maintenant la proposition2.9.

Démonstrationde2.9. — Eneffet, grace ala définition dela fonction G (-; g, @)
ona
p—1
"z w) =[] 6" (4" q)
i=0
et donc

p—1 24(”!’)2
G(n) (z; q ([J) — H q%Bz(zﬁiq)])Qq(zwi)
=0
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d’olt
p—1

1 .
WUL]( Z, q g Z l}q ( Z]+lq)])9q(ijl))

i=0
grace a [K-L], chap. 2, § 1, p. 3.1, on obtient

p—1

1
vg(G"(z g w ZBz ({z1 + ip1}).

12Nn2 4

Pour conclure, soit k entier compris entre 0 et p—1 tel que: i- py; = kmod p, donc:
{zl + 7’;} = {z1 + iy1}, comme dy) = p.gc.d.(pyy, p), alors k prend toutes les valeurs

comprises entre 0 et ﬁ — 1 quand i parcourt {0; 1. - 1}, on peut écrire alors

_p_
T dyy

P

£

Ty

p—1
ZBz({Z1+iW1})=d<w) > B({a+iw})

i=0
qui est encore égale, grace aulemme 2.10, a

p—1

S Ba{a+ inn}) = dyy 32 Bo{goal) = o diy Bl g

i=0

on obtient 1).

La démonstration du point 2) se déduit facilement de la définition de A(g) et de
celle de G")(y/'; q) respectivement en (2.2) et (2.1). Faisons-le,

= p-1
1
z—pzu,,(A(P)(q, = Z GP(yhq) =146 B({ign})
1= i=1
ou encore
p—1
1
2_p2U’7(A( (g @) _612232 ({iy}), comme dans1)
_r_
Ty !

=6dyy Y B({iw})

i=0

et grace aulemme 2.10, on obtient

1 _ 6, 1,

Remarque 2.11. — Lentier d;,) ne dépend que du sous-groupe cyclique (y) et
non pas du choix du générateur ¢ de (y) dans K" /4%, ni du représentant de celui-ci
dansK".
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3. Les fonctions Dy. de poids p (resp. p/)

Les notations de ce paragraphe sont celles de l'introduction et des paragraphes
précédents. Pour p entier > 1, on note () C E[p] un sous-groupe cyclique d’ordre p
du groupe E[p] des points de p-torsion de ?*/qz, de générateur fixé . On désigne par
@ un autre point de p-torsion de f*/qz, vérifiant @ ¢ (). On note encore ¢ et @ des
représentants dans K~ de ces points.

D’apres (1.2), (1.3) et [Roq] la théorie des fonctions g-périodiques prouve alors
I'existence d’'une fonction non triviale Dz (z @, (y)), z € K, méromorphe sur K et ad-
mettant g~ pour groupe des périodes et de diviseur
(3.1) > (ep) - (0);

pE(w)
on normalise D,z en exigeant que
.2 li —1)Dz(z; @, =1
(32) lim(z — 1) Dgz (2 @, (9))
ou bien sir z — 1 au sens de la topologie g-adique de K.

Pour £ entier > 1 tel que (£, p) = 1, on note {(«) C E[£] un sous-groupe cyclique
d’ordre € du groupe E[€], de générateur o. On désigne par y un autre point de £-torsion
de f*/qz; le choixy = 1 (mod g?) est acceptable, cf. introduction. On note encore « et

y des représentants dans K" de ces points.

Définissons les entiers set v par o” = g et y* = g”;soit Ny = £ [zle] pS=T [
1
p

ol [%]p (resp. BL) est un élément de Z tel que £ [%]p = lmodp (resp.r {
1 mod£). Posons

(33) a=olly Bl

onadonc zf = petz) = y~!. En particulier comme @ ¢ (y), onaz§ € (¢) etdonc
(3.4) 20 & (w)E[e]

et a fortiori z) & (x)(y): de ce fait, la construction ci-dessous de D(; 2o, (a){)) n'im-

pose aucune condition sur le point y de E[£], pourlequel ona z) = y~!.

Comme le groupe (o ){y) est cyclique, et comme zy & (a){y), la construction
faite au début du paragraphe (apres remplacement de @ par z; et de p par £p) prouve
aussi l'existence d'une fonction non triviale

Dz (a)(w), z€ K,
méromorphe sur K et admettant g% pour groupe des périodes; son diviseur est

(3.5) > (20p) = (p)

pe{a)(w)
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relativement & g% ; la condition de normalisation (3.2) devient alors
(3.6) liig(z— 1)Dyz (25 20, (x)(@)) = 1.

Par ailleurs, introduisons les deux fonctions f;(-; @, (¢)) et fiv, (+; 2o, (x){@)) défi-

nies par
p—1
_ 0q(2y")
L(@ew) =2 33 Byer )’
(3.7) et 1
oz 2o () () = 2 T [T o)
Nl = im0 juo Oalezy wied)

Ces deux fonctions ont les propriétés intéressantes suivantes :

ProposiTioN 3.8. — Les fonctions fi(-; @, (W) et fn, (- 20, (){w)) sont q-
périodiques. En outre, le diviseur de f;(-; @, (W)). (resp. f (+; 20, (a}(w))) est

Y () —(wp)  (resp. > (p)—(ap))-

PE(w) pe(a)(¥)

La démonstration est évidente par la proposition 1.9 concernant le diviseur de
fs(; @, (y)), remarquons que

. PR ) 04(207F) r 04(zy")
Lz e () =(-1)q 0,(zp) 11 0,(z0 1)
04

donc les fonctions g-périodiques z — fi(z; @, (W) etz — (Z(p_]) H ol Zq)_]w sont

proportionnelles, leur diviseur communestdonc . (p)—(@p).On ralsonne de méme
pe{w)
pourz = fi, (2 20, (@)(¥))-
Comme la fonction z — Dyz(z; @, (@) (resp.z — Dgz(z; z, («){y))) est norma-
lisée, de diviseur opposé a celui de f; (resp. fy,) on obtient en conclusion:

ProPOSITION 3.9. — La fonction Dy (+; @, (W) (tesp. Dy (+; zo, () (w))) s'ex-
prime comme suit

et en particulier
Dy (z @, (y)) = — H(l g 1:[ 04(y")0,4(zp ')

e i Oa(@™ 1) 04(zy)

ou par convention dans le produit, on compte pour 1 le terme 0 4(¢°).
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De méme

et en particulier
Dy (20 (o)) = = [J(1 - g2~ ﬁﬁeq Wh)oytes v e)
z(Z; 20, (X =- !
! el 0 j=0 a7 qﬂou g(zpiad)

ou par convention dans le produit double on compte pour 1 le terme 6 4(y°«°).

En outre, ces fonctions Dz possedent la propriété suivante:

PROPOSITION 3.10. — Pourp € g?y? (tesp.p € g“«?y?)ona
Dz (2p; @, () = ey(p, @) Dz (% @, (W)
(resp. Dz (2p; 20, (){W)) = eep(p, 20) D(2 20, () {@)))-
Démonstration. — Les deux fonctions Dyz(-; @, (y)) et Dgz(z; 2o, (x)(w)) sont g-
périodiques et en plus
D (295 @, (W) = ¢~ @' Dy (z @, (v))

et
Dy (25 20, ()W) = W™ @' Dz (2 20 ()(w))
Dyr(20t; 20, {e)(w)) = ¥~ " Dy (2 20, () {w))
oy’ = q', 9" = ¢, o« = q" ety’ = q". Ory™°9" = ey(y, ®)eer(w, %), et
-m Vv

Yy " = ey, o) = eep(ax, z0) .

Ces relations permettent de démontrer facilement cette proposition.

THEOREME 3.11. — Pour tout entier N > 1 divisible par p, avec n = %, ona

G (29" : g, 9)AP) (g p)"
G (zq,9)G" (@~ g, w)

ettoutz € E[N] tel que, ni z ni zp~", n’appartiennent a ().

Dz, () =

Ce théoreme est une conséquence immédiate de la proposition 3.9 et des défini-
tions des fonctions de Siegel et du discriminant S-adiques par rapport au sous-groupe
discret g?¢?Z de K*, cf. § 2.
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THEOREME 3.12. — Soit z un point de torsion de K /g% tel que, ni z ni zp™?,

n'appartiennent a (). Alors la valuation q-adique D (z; @, (@) est égale a

o= [o (g 0-o0]) - (214)
e

otz = vy(z), @1 = vy(®), p = l'ordre de y, diy) = p.gc.d.(vs(¢”) mod p, p).

Ce résultat fondamental résulte d'un calcul immédiat a partir du théoréme 3.11
et de la proposition 2.9.

4. Relation de distribution satisfaite par les fonctions D

Ce paragraphe contient 'énoncé de I'autre résultat principal de ce travail, ainsi
que sa démonstration.

THEOREME 4.1. — Soit p un entier >1. On note {y)C E[p] un sous-groupe cy-
clique d'ordre p de X" /¢%, et @ € E[p] un point de p-torsionde K" /¢” tel que: @ & ().

Soit aussi€ un entier > 1, premier a p. On note (&) C E[£] un sous-groupe cy-
clique d’ordre £ de X" />

Alors, pour tout pointy € E[€] de£-torsionde X" /q% ona

Z Dy (zu; @, (W) ee(y, u) ™" = Dy (2 20, ()(w))
u€{x)

olizyg = (p[z]i’y_[;_’]e eteg : E[€] x E[€] — pe désigne I'accouplement de Weil (cf. § 1
formule (1.7)).

Pour démontrer ce théoréme, nous avons besoin de montrer le lemme suivant:

LEMME 4.2. — Soit f une fonction méromorphe sur K. On suppose que le
groupe des périodes de f contient g“g% oi1 p définit un point d’'ordre s de X~ /q* et qu’en
outre f, comme fonction de f*/qZBZ, est de valence inférieure ou égale a 1. Alors, f est
constante.

La démonstration de ce lemme se fait en deux étapes:
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Ftape 1. — Onserameéne au cas ol § est racine de 'unité. Puisque $ est d’ordre s,
il existe alors un entier k tel que:

(4.3) B =q".
Soitd le p.g.c.d. de k et s. On a donc
s=ds;, k=dk, (s, k)=1.
On déduit de (4.3) 'existence d'une racine d-iéme de I'unité € ; telle que:
B =q"%a.
Soient a, b éléments de Z tels que : 1 = ak; + bs; on pose ¢’ = g”B%. On vérifie facilement

I'égalité de groupes:

q'p* = q"g;.

Ftape 2. — Soit maintenant § = &;, o1 & est une racine primitive s-iéme de 1.
On désigne par o le K-automorphisme du corps des fonctions g-périodiques défini par:

(8:2 g(2)) — (87 : 2+ g(&s2)).

Son ordre est s.

Soit ® I'applicationde X'~ K définie par ®(z) = z°. Alors @ induit par passage
au quotient un morphisme d’espace analytique rigide

K /d* — K /q°°.
On déduit que @ induit une injection du corps des fonctions g°-périodiques dans le
corps des fonctions g-périodiques défini par:
g—>8=8°®

I'image de cette injection est 'ensemble des fonctions g-périodiques invariantes par o.

Nous pouvons maintenant conclure. Soit f une fonction méromorphe, de pé-
riodes g“&%, de valence < 1 (i.e. de valence < s relativement a g%). Puisque f est in-
variante par o, il existe donc g fonction g*-périodique telle que :

f(z) = 8(2) = g(2), Vz.
Si de plus f est de valence < 1 relativement a gZ£%, il est immédiat que g est une fonc-
tion g*-périodique de valence entiere, et < 1. On en déduit que g, et donc f, sont des

constantes.
Démonstration du théoréme 4.1. — La proposition 3.6 assure les identités
Dy (2 20, (2)(#) = e(9,®) Dee (2 20, () ()
(44) Dz (20 20, () (@) = ee(y, ®) Dy (25 20, () (@)

Dz (2w; @, (W) = ep(w, @) Dgz(2 @ ()
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Il s’ensuit que la fonctionz — Y Dgz(zu; @, (W))ee(y, u)~'/Dgz(z; 20, (x)(w)) estune
u€ ()
fonction périodique dont le groupe des périodes contient gZaZy?. D’autre part, les deux
fonctions z — Dz (2 20, («)(@)) et z — Y Dg(zu; @, (W))ee(y, u)~" ont le méme
()

u

> (p)-

pe{a){w)

diviseur polaire qui est :

Donc, leur quotient est une fonction périodique dont le groupe des périodes contient
G*«*y?, et de valence < 1 par rapport a ce sous-groupe discret de K*. Ceci n'est pos-
sible que si elle est constante, cf. lemme 4.2. Or les deux membres de l'identité a prouver
satisfont la normalisation des fonctions D,z donnée par (3.2) et (3.6). On en déduit alors
que les deux membres coincident, et le théoréme 4.1 est démontré.
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5. Appendice

Application au calcul de la valuation de produits de fonctions Dz de poids€p

Nous présentons la un moyen extrémement rapide par rapporta certains calculs
de [BA-B-CN], il nous permet de donner en méme temps des formules plus générales
que dans loc. cit. Les notations sont celles des paragraphes précédents. Pour tous entiers
£ et p premiers entre eux et > 1 et pour tout entier N > 1 divisible par p€, formons les
quantités suivantes:

N
a@gwa)E [ 6™(zuiq) z€ E[N], ot n= -
ue{o) () P

AP (g9, 0) E 0y T ¢"(wia),

ue{x){w)
u71

et @)= T I pelsa @)
(w) CEp] peE[pl/w)
ol @ parcourtles points non triviaux de E[p]/(y) tandis que () décrit les sous-groupes
cycliques d’ordre p de E[p] et ol zy est défini a partir de y et de @ parla formule (3.3). On
pose aussi
Ayl () = Ay ;7. (@)

Il vient alors, directement de ces définitions et de la proposition 3.9 (cf. preuve du théo-
reme 3.11), le résultat suivant:

ProprosSITION 5.1. — Pour tout entier N > 1, divisible par p€, et pour tout z €
E[N],z ¢ («){y), ona

24N* _ G(n)(zzo_l; q, ¥, ‘X)A_(pe)(q; v, ®) " oun= E
G (z 4.9, 0) G (z 5 g v, @) |

Dy (25 z0, (o)()) p

Le but de cet appendice est d’expliciter, d'une facon simple, les valuations de
Dy (2 20, () (w)) et Ap(z; y, («)), lorsque z est un point de torsion convenable. Enon-
cons les résultats principaux de cet appendice :

THEOREME 5.2. — Pourtoutz € E[N] et toutzy € E[£p], z0 & (x){y), posons
21 = vy(2), (20)1 = v4(20) ; supposantalors que ni z, ni zz, ' n'appartiennent a {«)(y),
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vq(qu<z:zO,<a><w>>=ufpd€>d<>[ ({7t m})

o ((ge)) - (o)) ool

avec diy) = p.gc.d.(v;(¢”) mod p, )etd< «) = p-ged(vg(a *) mod ¢, €).

Remarque 5.3. — Comme déja noté dans la remarque 2.11 les entiers d; 4y et dy,
ne dépendent que des sous-groupes cycliques («) et () d’ordre respectif-£ et p.

THEOREME 5.4. — Soit p premier. Pour tout z € E[N] et touty € E[£], posons
21 = v4(2), ¥1 = v4(y) ; supposant alors que ni zP, ni z’y n’appartiennent a («), ona:

vg(Ap(ziy, () =Ly [32 <{ di) (pa + yl)}> o <{ dfa) y1}>
Al e ()
e, [(p-l—l)Bz(O) <{ PR ({ z1}>] '

Démonstration des théorémes 5.2 et 5.4. — La preuve du théoréme 5.2 est simi-

laire a celle du théoréme 3.12. En effet, grace a la proposition 5.1, pour établir le théo-
réme 5.2 il suffit de connaitre les valuations des divers termes figurant dans le membre
de droite dans I'égalité de la proposition 5.1. En appliquant directement le lemme 2.10,
plusieurs fois, aux définitions de AP?) (g, ¢, &) et G (z; g, @, x), on obtient :

(5.5) vg(AP%) (4, @, ) = 2pe- diy i,y
2=1 _

D’autre part, remarquons que G\") (zgwo)=1] Ge) (zo/; q, w) donc d’apres la pro-
j=0

position2.9,ona:

1 a . d? pl
— (G (z gy ) = () X) p <{ z }) .
12N2 IJ( ( q )) pe 2 d(o() d((p) 1

Les égalités (5.5) et (5.6) permettent aisément d’en déduire le théoreme 5.2.

(5.6)

Démontrons le théoréme 5.4. En effet, d’aprés la définition de A,(z; y, («x)) ona

Az () = Y. wl(Dfma ()(w)).

(wcElpl  peE[pl/{y)
cyclique d’ordrep
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Notons que pour ¢ unité il y a un seul sous-groupe cyclique d’ordre p dans E[p], car dans
ce théoréme p est supposé premier, c’est le groupe des racines p-iemes de 1, etilyenap
possibles lorsque ¢ n’est pas une unité. Donc

—1 p—1

vp(Ap(z v, (@))) = Y vq(Dg (2 20, ()W) + P Y vg(Df (25 20 () (w)))

s=1 s=1

=

ol pour déterminer z, a I'aide de la formule (3.3) on choisit dans la derniere somme
(lorsque y n'est pas une unité)

(p:ESp’ ISSSP—II
et dans la premiere somme (lorsque ¢ est une unité)
p=q"" 1<s<p-1.

Alors, a partir du théoréme 5.2 et du lemme 2.10, on déduit le théoréeme 5.4.

Une application est la suivante: supposons I'entier £ impair. Soit m un entier
compris entre 1 et £—1, premier avec £. Alors, si («, y) forme une base de E[¢] et si
(¢, pm+ 1) = 1,la quantité
(5.7) z" =TI A"y ()

1<1<e—1
¢ premier a £

est bien définie.

Introduisons quelques notations.

DEFINITION 5.8. — Pour « et y points de E[£], on pose d(s) = p.g.c.d.(vy(a®)
mod-£, £) etdy,y = p.gc.d.(vy(y*) mod<, £). Alors le dénominateur noté d du produit

1 PR 1
%Uq(}/ )= %}/1 € d(a)Z'
avecy, = vg(y), s'écrit
e

 pged(d) dy))

Pour prouver le corollaire 5.10 ci-dessous, on utilise le résultat suivant avec
N =d.

LEMME 5.9. — Ona
k 1
D ({N}> = B0 H, (1—2;).
ke(Z/Nz)x £; premier
£;IN
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On déduit alors du théoréme 5.4, pour z = y™

COROLLAIRE 5.10. — Soit p premier. On suppose que (cx, y) est une base de
E[£]; les entiers d, ) et d sont ceux de la définition 5.8 ci-dessus.

(m)

Alors la valuation g-adique de Z, "~ est indépendante de I'entier m premier a £,

tel que (£, pm+ 1) = 1, et est donnée par la formule suivante:

)(p+1) jear 1 1
%d() 1—( dj — He ~H<1—£—i>

&EI i€l
ot I (resp. J) désigne I'ensemble des diviseurs premiers de £ (resp. d).
En particulier, soient £ et p premiers, tels que (¢, p(p + 1)) = 1 et£ > 3. Alors,
dans la situation réguliére ou1 « est une unité de sorte que
dy=letd=da =2¢,
et compte tenu de la symétrie B (x) = B,(1—x), la formule du corollaire 5.10 donne
(e—1)/2

I 40 (e | = =D DEFDE=1)

24

(5.11) vy

On retrouve la, pour £ ¢ {2,3}, I'exposant du “discriminant régulier” Dg/greg, cf. [BA-
RO], Appendice, th. 6.
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