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Résumé: Au moyen d’une version appropriée de la densité de I'intégrale d’aire nous
donnons, pour toute fonction f convenable, une écriture de |f| inspirée de la formule
de Tanaka de la théorie des martingales, ainsi que quelques exemples d’applications
de cette écriture. Nous utilisons exclusivement des méthodes de variable réelle.
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1. — Introduction

Bien que les résultats exposés ici et les méthodes de démonstration utilisées
relevent uniquement de D'analyse réelle, le point de départ de cet article est
une égalité remarquable de la théorie des martingales, connue sous le nom de
formule de Tanaka.

Rappelons (sans entrer dans le détail des définitions et des hypothéses précises)
que cette formule donne une expression explicite de |M| lorsque M est une mar-
tingale, sous la forme

|M|=M+1,

oll I est un processus croissant a valeurs > 0, le “temps local (en 0) associé a
M”, et M est une nouvelle martingale. La représentation explicite de M comme
intégrale stochastique permet de voir que cette nouvelle martingale possede,
d’un certain point de vue, les mémes propriétés que la martingale initiale. En
particulier, des résultats classiques de la théorie des martingales montrent que,
si M appartient a I'un des espaces H? ou a BMO, il en est de méme pour
M. D’un autre coté, un des roles du temps local est de prendre en compte
le “défaut de positivité” de la martingale M : 1l est identiquement nul si M
est positive, et plusieurs propriétés des martingales positives s’étendent aux
martingales pour lesquelles on dispose d’un controle convenable du temps local



(un exemple typique d’une telle extension se trouve dans [2] et [3]). La formule
de Tanaka joue un role essentiel dans ces généralisations.

11 se trouve qu’il est possible d’obtenir une formule analogue en analyse
harmonique, et qu’elle est susceptible d’avoir des applications semblables. Le
but de cet article est de démontrer une telle formule, et de donner quelques
exemples d’applications. L’étude de I’analogue de I’application (non linéaire!)
M +— M fera appel de maniére essentielle & la théorie des opérateurs de Cal-
derén-Zygmund, et le role du temps local sera tenu par une version adéquate de
la densité de 'intégrale d’aire. Cette notion a été introduite et étudiée par R. F.
Gundy dans [8], puis par R. F. Gundy et M. L. Silverstein dans [9]. Elle consti-
tue I'analogue en analyse du temps local en probabilités, comme le prouvent
notamment les résultats de [8], [9] et [3], inspirés par des résultats probabi-
listes de méme nature concernant le temps local. Il y a de nombreuses variantes
possibles de cette notion (cf. [1]). Celle qui nous intéresse ici est associée a I’
“Intégrale d’aire compléte”, i.e. 'opérateur g2 de Littlewood-Paley. Avant de la
définir, il est nécessaire d’introduire quelques notations.

On désigne par n un entier > 1, fixé une fois pour toutes, et par Riﬂ le
demi-espace R" x Ry. Le point courant de Riﬂ est systématiquement noté
z = (x,y). Pour tout point { € R", on note p¢ le noyau de Poisson relatif au
point &, défini dans RT‘l par

_ CnlY
P = g e

ol ¢, désigne la constante de normalisation habituelle.
On désigne par M ’ensemble des applications mesurables f : R™ — R telles
que

£l = /Rn pe(0,1)|£(€)] dé < +0.

A toute fonction f € M, on peut associer son intégrale de Poisson P(f), définie

dans R1+1 par

PO = [ pel2) ) de.

A toute fonction f € M, on associe également la fonction de Littlewood-Paley

g2(f), définie dans R™ par

92(f)(€) 2/ ype (2)|[VP(f)(2)]* d=.

n41
R}

En outre, pour tout » € R, la fonction |P(f) — r| est sous-harmonique, donc
son laplacien au sens des distributions est une mesure positive. On peut donc
définir, pour tout £ € R,

DN = [ weIAIP() = rl(d2).

+



On peut montrer que, pour toute fonction ¢ définie dans R, mesurable et a
valeurs > 0, on a, pour tout £ € R",

Jor@PHN© = [ e POEDm TP 8

(cf. [9], ou le calcul est fait pour une autre variante de I'intégrale d’aire), ce qui
Jjustifie la terminologie employée.

Dans toute la suite, nous considérerons seulement la fonctionnelle D?. On
peut montrer que, si f € U15p<+oo I?, alors DY(f) est A valeurs finies. En
revanche il arrive, méme pour des fonctions bornées trés ordinaires, que f € M
et que D?(f) = +oo (par exemple, si n = 1 et si f est Papplication z — sgn(z)).
Pour cette raison, nous aurons a considérer le sous-ensemble Mg de M constitué
des fonctions f telles que D2(f) # +co.

A toute fonction f € M, on associe sa fonction maximale non tangentielle

N(f), définie dans R™ par
N(f)&) = sup |[P(f)(z,y)l.

[6—z|<y

Les espaces LP considérés sont relatifs & la mesure de Lebesgue dans R", et
la norme usuelle dans LP est notée || - ||,. Enfin, I'espace H! est défini comme
I’ensemble des fonctions f € L! telles que |||z = ||[N(f)|1 < +oo

2. — Le résultat principal
Le résultat principal de cet article est le suivant :

THEOR]:]ME 1. — Pour toute fonction f € My, la fonction D?(f) € M
et la fonction f définie par la “formule de Tanaka”

= f +DL(s) (1)

posséde les propriétés suivantes:

(i) Si f € L', alors f € L.

(i )SszLp,avecl<p<+oo alors f € LP.

(iii) Si f € H', alors f € H'.

(iv) Sz fe BMOﬂMO, alors f € BMO.

(v)Sife L', alors, pour tout couple (B1, B2) de boules ouvertes de R™ telles
que By C Bs, lintégrabilité de N (f) sur By implique Uintégrabilité de N(f) sur
B;.

De plus, si f € U1§p<+oo I?, la fonction f s’obtient explicitement comme
image de f par un opérateur de Calderdn-Zygmund (dépendant de f, mais dont
la norme est controlée par une constante dépendant uniquement de la dimension
n), dont la nature exacte est décrite dans les propositions 3 et 4 qui suivent.



Démonstration :

La régle du jeu que nous nous imposons est de n’utiliser que des argu-
ments d’analyse réelle; d’autres voies sont possibles (cf. [4]). Le schéma de notre
démonstration est le suivant : Nous commencerons par établir la

PROPOSITION 1. — Pour toute fonction f € Mg, D2(f) € M.

Ensuite, pour prouver que 'application f +— f effectivement définie par
Pégalité (1) posséde les propriétés (i) & (v), nous établirons les propositions
suivantes :

PROPOSITION 2. — Pour toute fonction f € L', D(f) € L' et ||f|lx =
D21

PROPOSITION 3. — Soit b une application borélienne bornée de R1+1
dans R. Pour toute fonction f € Cg°(R"™),

/Rn+1 Yy |b(Z)Vp§(z)VP(f)(z)| dz < +00

+

pour presque tout £ € R™, et si on pose

(€ =2 [, vb(e) V() TP()(:) d. 2)

on définit une application linéaire Ty, : C§°(R") — L. qui est un opérateur

de Calderdn-Zygmund. Cet opérateur est associé au noyau symétrique Ky défini
dans R" x R"\ D, ou D désigne la diagonale de R™ x R"| par

K6 €) =2 [ ) Vre(e) Ve () d. g

n41
R}

De fagon plus précise, le noyau Ky vérifie les estimations suivantes:

C|b]] o
K6 ) <2l [ v @ISl de < 0 ()
+
et, pour tout a €]0, 1],
I{b(gagl) - [{b(gagll)l
Cllblloo |8 — €1

< /RTI Y INP(2) VP (2) = peo () d < 0 e



st =& < %|E —&'|, ot C' est un nombre qui ne dépend que de la dimension
n.

Enfin, on a Ty(1) = Ty (1) = 0.

PROPOSITION 4. — Pour toute fonction f € U1<p<+oo L? on a, avec les
notations précédemment introduites, B

ngn(P(f)) (f) =f

PROPOSITION 5. — Soit T un opérateur de Calderdn-Zygmund vérifiant
la condition T*(1) = 0, et soit f € L' telle que T'(f) € L'. Pour tout couple
(B1, Bs) de boules ouvertes de R" telles que By C Ba, Uintégrabilité de N(f)
sur By implique l'intégrabilité de N(T(f)) sur By.

A partir de ces quatre derniers résultats, la démonstration des assertions (i)
a (v) du Théoreme 1 est immédiate: La propriété (i) est une conséquence triviale
de I’égalité (1) et de la proposition 2; les propriétés (ii), (iii) et (iv) résultent des
propositions 3 et 4, grace aux généralisations des méthodes classiques d’analyse
réelle de A.P. Calderén et A. Zygmund (cf. [10]) (’assertion concernant BMO
est aussi une conséquence du théoreme 4 de [1]). Enfin, la propriété (v) découle
des quatre propositions précédentes, qu’il nous suffit donc de démontrer.

Démonstration de la Proposition 1 :

Soient f € Mg et u = P(f). En utilisant le théoréme de Fubini et les
propriétés de convolution du noyau de Poisson, on obtient facilement 1’égalité

I1D2(H)llm = I1 + I, o

n:/ ypo(z, 1 + y)Alul(dz)
y21

h:/ ypo (2, 1+ y) Alul(dz).
y<1

Soit & un point tel que DY(f)(&) soit fini. Si y > 1, le quotient po(z,1 +
y)/Pe, (%, y) reste majoré par un nombre C' indépendant de (z,y), et par suite
I < CDY(f)(é) < +oo. Pour montrer que I» < +oo, il suffit de prouver
Pexistence d’un nombre C' tel que, pour tout € €]0, 1] et tout ¢ €]0, 1], on ait

/ ypO(IJ 1+ y)AU(s dz < CJ
y2e

ou us(z) = \/u?(z) + 62. Pour cela, on fixe un nombre R > 0; on désigne par
Bpg la boule de R™ centrée en 0 et de rayon R, et par Dg . le produit Bg x [¢, 1],



puis on calcule I'intégrale sur Dg . au moyen du théoréme de Green. On obtient
ainsi

/ ypo(z, 1+ y)Aus(2) dz = J1 + J2 + J,
DH,;

ou 5
Ji :/DR’! Ua(Z)a—ypo(r,ler) dz,
J —/ ( (2,14 )iu (z2) —u (z)i( (z, 1+ ))) dz
2 = A Yypol\x, Yy ay § s 8y Ypolzx, | Y, 4

0 d
+/BR><{1} <ypo($,1+y)@u5(2) _UJ(Z)%(ypo(l',l—}—y))) da
et
0 d
Jz = / <yp0(1:, 1+ y)a—ua(Z) — ua(z)a—(ypo(a:, 1+ y))) or(de)dy,
8BrX[e,1] y y

ol o désigne la mesure de surface sur la sphére 0Bg.

Nous posons v = P(|f]), et nous désignerons par C' un nombre variable,
dépendant uniquement de la dimension n. En utilisant les inégalités bien connues
lyVpe(z)] < (n+ 1)pe(2) et |yVu(z)] < (n + 1)v(z), on obtient facilement les

estimations
|J1] < /
DR,;

| J2] S/
BRX{(Z}

0
us(z) a—ypg(:l:, 1+ y)‘ dz < C(14v(0,1))
et

+

0 0
ypo(z, 1+ y)%w(f:) u<s(2)6—y(ypo(<r, 1 +y))| de

< C(1+v(0,1)),

pour tout a € [¢,1]. Par conséquent Ji et J2 ont une limite quand R tend
vers l'infini, dont la valeur absolue est majorée par C(1 + ||fl|m) (car [|f|lm =
v(0,1)). Donc Js a aussi une limite quand R tend vers I'infini; mais on a

C

|J3| < Rnil

(’U(.’L‘, 6) + 6) UR(d:B)a
Br

et (parce que f € M) liminfp_ 4 R_”_lfaBR v(z,g) or(dz) = 0 pour tout
€ > 0. Par conséquent Js tend vers 0 quand R tend vers I'infini, ce qui achéve
la preuve de la propriété voulue.

Démonstration de la Proposition 2:



En utilisant la définition de D?(f) et le théoréme de Fubini, on est ramené
a prouver 1’égalité

Jrge 1PN = [ 15600

qui est essentiellement connue; on peut par exemple, au moyen d’arguments
standards d’approximation, se ramener & une application classique du théoréme

de Green (cf. [12], p. 87)
Démonstration de la Proposition 3 :

Pour démontrer que I'intégrale

/R"+1 y|b(2)Vpe (2) VP (f)(2)] d=

+

est finie pour presque tout & € R", il suffit de montrer que, pour toute fonction
h e C§°(R"), a valeurs > 0, on a

//RTXR,L Y| Vpe (2) VP (f)(2)|h(§) dzd€ < +oo0. (6)

En utilisant la majoration standard y|Vp¢(z)| < (n + 1)pg(2) et le théoréme de
Fubini, on voit qu’il suffit de prouver que

[ FPOEIP()E) d < o6,

Or, puisque f € C5°(R™), on a |[VP(f)(z)] < Cmin(1,y~"~") pour tout z €
R’}rH, ou C' est un nombre indépendant de z. Par suite

/R1+1 |VP(-f)(Z)|P(h)(Z) dz

+o
<C </ min(1,y~"~") dy> (/R P(h)(z) da:) <20 |h||11 < Foo,
) n
ce qui prouve (6).

L’égalité (2) définit donc bien une application linéaire T} : C§°(R") — L},
Nous allons maintenant montrer que cet opérateur se prolonge continuement a
L2. Quelles que soient les fonctions f et h € C3°(R™), la propriété de finitude
(6) permet d’utiliser le théoréme de Fubini pour obtenir I’égalité

L TR de=2 [ TP TP(:) de

nt1
I{+



Par suite,

1/2

1/2
\ [ B d&\sznbnm ( /RTI yIVP(f)(2)] dz) ( /RTI yIVP(h)(2)] dz)

= 2[[blloollg(f)ll2llg (R[],

ou g(k) désigne la fonction g de Littlewood-Paley associée a la fonction k. Il en
résulte qu’on a, en vertu d’inégalités bien connues (cf. [12], p. 83),

175 ()ll2 < [[Blleo /112

pour toute fonction f € C§°(R™), d’ot le résultat.

Remarques. — L’inégalité que nous venons de prouver est la meilleure pos-
sible, car si b = 1, alors T3 (f) = f (c’est une conséquence de nos résultats).

D’autre part, on peut également obtenir, en procédant de la méme manieére,
le fait que, pour tout p €]1, +o0],

1T6(Hllp < Cpllbllos Il

pour toute fonction f € C§°(R"), ot Cp ne dépend que de n et p. Ceci per-
met évidemment de prolonger 7 a LP sans utiliser (apparemment) la théorie
de Calderén-Zygmund. Néanmoins, nous aurons besoin de cette théorie pour
étudier I’action de T} sur L' et sur H'. D’autre part I'inégalité ci-dessus repose
sur les estimations LP concernant la fonction g de Littlewood-Paley, qui sont
elles-mémes basées sur la théorie des intégrales singuliéres a valeurs vectorielles.

Nous allons maintenant montrer que le noyau K, défini par ’égalité (3)
vérifie les estimations (4) et (5).

Preuve de l'estimation (4) :

Soit (€,&") € R” x R™\ D. En utilisant I'inégalité évidente y|Vpe(2)| < (n+
1)pe(2), le théoréme de Fubini et les propriétés du noyau de Poisson relativement
a la convolution, on obtient 'inégalité

+oo d C
2 Y _
»/R1+1 Y| Vpe(2)Vpe: (2)|dz < 2¢q (n41) [) (|6 — €2 + 4y2)(p41)/2 — Jgr — g’

ol C' est une constante qui ne dépend que de n. Ceci prouve donc I'inégalité

(4)-

Preuve de Uestimation (5) :



Cette estimation est une conséquence immédiate du fait que, si |§/ — £''| <
L1¢ — €|, on ales deux inégalités

e~
Jgo ¥ TSt 2) —per el e S O
et
2 | [ 2 et - o[ 2 0 KL (1 (E=ELY)
oo e [0 = peren]a= < G (1 (6255

(8)

Commengons par prouver (7). Pour alléger les notations nous posons, pour
tout y > 0 et tout u > 0,

(ou C' ne dépend que de n) que nous allons démontrer.

1
py(u) = (u? 4 y2) (32

Nous avons alors, pour tout z = (z,y) € R},
[Vepe (2)| = (n + Venyle — Elpy (|2 — £]) (9)
et
Ve (per (2) = perr (2))] < (0 + Denyl€ — €7 ey (|2 — €'])
+(n+ 1z = &l[(py (| =€) — y(lz = ")) (10)

D’autre part on a, si 0 < u < v,

(u) — py(v) = (v2 4 y?) 2 (2 4 y?)(n 432
Pyltt) — Pylv) = (u? + )32 (12 4 y2)(n43)/2

(v—u)v

< (n+3) (u2 4 y2)(n+3)/2 (12 4 y2)’ (11)

et par suite

(v—u)

v(py(u) — gy (v)) < (n + S)W

On a donc, dans tous les cas,

(& = &N ey (Je = &) — oy (le = 7))
< (n+3)18" = &"(py(lo = &) + @y (|2 = ") (12)

Par suite, il résulte de (9), (10) et (12) qu’il existe un nombre C, dépendant
uniquement de la dimension n, tel que

/RW  [Vupe (2) Vi (per(2) — pen ()| dz < Cle’ = €7|(I(€,€") + I(6,€")), (13)



N
ou

1(6,€) = /R Pl — Elpy (12 — €Dy (12 — ) d.

+
Pour évaluer I(£,¢'), nous écrivons 1(&,¢&') = I (&,¢&') + I2(£,€'), ou

nee) =[Pl dee— € ds
{le=¢'l<3€-¢'l}

L(&,€) :/ WPle — Eley (12 — €y (|2 — €']) d=.
{le—¢'|> 3le-¢'1}

Si [z — &/ < 1€~ €'l, on a |z = €] 2 §I¢ = €. ot par conséquent g, |z = ¢]) <
230, (1€ — ¢'|) . Par suite

+o00
1€, €) < 2+ /0 VB, (6 €y (1€ - €1) dy,
J(6,€) = /Rn & — Elpy (e — €']) de.
Trivialement,

e &)< [ et dutig =" [ () dus o (£ + E2ED)

ot C' ne dépend que de la dimension n. On en déduit facilement que

C

!

(¢ < € g
ot C' ne dépend que de n.

Passons a l'intégrale 15(€,&'). Si |z — &'| > %|£ — &', on a gy(lz —¢') <
27435, (|€—¢']). Par conséquent, en reprenant les calculs effectués précédemment,
on obtient pour I3(£,¢’) une estimation du méme type que celle obtenue pour
I (&,€'). Les mémes estimations étant vraies aussi si on remplace & par £”; on
a donc montré que

1 1
16.8)+ 166 < 0 (e + e—perm) (04

ot C ne dépend que de n. Enfin, comme les quantités |¢ — &'| et [€ —&”| sont du
méme ordre de grandeur en vertu de la condition |¢' — ¢”| < L[¢ — ¢'|, on voit
que les inégalités (13) et (14) donnent 'estimation (7).

Passons a la preuve de I’estimation (8). Nous fixons £, ¢’ et £ € R™ vérifiant
0 < |&=¢&" < |&—¢E"|/2 et nous posons, pour tout z = (z,y) € RiH, d(z) =

10



(Ir—5|2+y2)1/2, d’(z) _ (Ir—§'|2+y2)1/2 et d”(z) _ (|17_5”|2+y2)1/2- Nous

avons alors, pour tout z € Ri‘*’ ,

G, —n— —n— —n— —n—
gy e (?)—per(2)) = en(d'(2) "7 =d"(2) T T = (e )y (d'(2) TP =d"(2) 7).
En utilisant 'inégalité (11) (avec n — 2 au lieu de n), on voit que, pour tout
z € RT’l,
|dl(2)—n—1 _ dll(z)—n—1|

S (TL ‘|‘ 1)|EI _ £II|(|$ _ 5”|d'(z)_”_1d"(z)_2 ‘|‘ |1‘ _ E'|d”(z)_"_1d'(z_)_2).

En raisonnant de la méme maniére et en utilisant I'inégalité triviale y? <
min(d’'(z)?,d"(z)?), on obtient également

y'|d'(2)7" 73— d(z)7"
< (n43)|E" —&"|(lx —&"|d' ()™ " (2) 72 + |z = €|d"(2) TN (2) 7).

Par suite, il existe un nombre C', dépendant uniquement de la dimension n, tel
que, pour tout z € R’r’l,

‘ H (Pe(2) — pen(2))| < ClE" = €7 A(2,€,¢,€7), (15)

Az, €,¢,€") = yd(2) ™" (e =€ d'(2) 7" 71" (2) P H e —€]d" ()T ! (2) 7).

Pour tout z € R’_}_H et tout » > 0, nous désignerons par By (z,r) I'intersec-
tion avec R"+1 de la boule de R**! centrée en z et de rayon r. En vue de majorer
I'intégrale fRn+1 z,£,&',¢") dz, nous introduisons les ensembles suivants:

=R\ By ((6,0), 26— ¢'))

Ey = B4((£,0),[€-€'1/3)
Bs = By ((£,0),4¢" = £"1/5)
Es = By ((¢",0),4[¢" = £"1/5)
By = (By(((€'+€7)/2,0),41¢" =€)\ B (((€" +€7)/2,0), 31" = £"|/5)) \ Eo.

On vérifie facilement que R""'l = UZ > E“ et par suite il suffit de majorer
convenablement les cingq 1ntegrales IEi z,€,£,€") dz. Nous désignerons par
C un nombre dépendant uniquement de la dimension n, dont la valeur peut
changer de place en place.

11



Pour tout z € Ey, on a d'(z) > d(2)/2, d"(z) > d(2)/4, |z — &'| < 3d(z)/4
et | —&"| < 7d(z)/4. Par suite, A(Z,E £e < Cyd(z)_zn_s; on obtient donc
facilement

C
! 1" -16
[ A g e i< s (16)
Pour tout z € Ey, on a d'(z) > 2|& = ¢'|/3, d"(z) > |€ = ¢'|/6, |z — ¢&'| <
4l = &'N/3 et o — &7 < 11§ — &'|/6. Par conséquent A(z,£,&',¢") < C¢ -
&7 2yd(z)~""', d’olt on déduit facilement
C
¢ =g+t

Pour tout z € E3, on a d(z) > 2|€ — ¢&'|/5, d"(z) > |¢' — &"]/5, |v — &'| <

41E'—€"| /5 et [e—"| < 9JE'—€"|/5. Par suite A(z, €€, ") < Cle-¢/| ™ y(le'~
1710 (27 v+ ¢~ €/|7d/(:)72), et done

[E A(e,6,6,€") dz < (17)

1" C
[ A6 g € < s (18)

Un calcul similaire montre que

I C
[ A6 g e < s (19)

Enfin, pour tout z € Fs, on a d(z) > |§ — &’|/3. D’autre part, si on pose
¢ = (€ +€")/2, 0nals—Cl/6 < d'(2) < 11]z—C|/6 et o —€] < 11]2-C|/6, ainsi
que les inégalités obtenues en remplagant dans les précédentes d’' par d” et &'
par &, Par suite A(z,&,&,€") < C|¢€ - ¢'|7""Ty|z — {|7"~?, et par conséquent

N C e 5|>>
/EE, Al 6,86 d= < g <1“ <|s' @) B0

Il est clair que I’estimation (8) résulte de I'inégalité (15) et des inégalités (16)
a (20). Par conséquent, la preuve de la condition de Lipschitz (5) est achevée.

Montrons maintenant que U'opérateur T; est associé au noyau K défini par
(5). Soient f € C5°(R™), S le support de f, ¢ € R"\ S et § la distance de € 4 S.

En utilisant le théoréme de Fubini et I'inégalité (4), on obtient facilement
[y VNN S () dde” < el 16 < o
X

On peut donc écrire, pour tout £ € R™ \ S,

T(e) = /Riﬂyb( (e A€ (c) de’)
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= [ 1) ( /Ri“ yb(=) Ve (=) Ve: (=) dz) i = [ 1€FeE) de
ce qu’il fallait démontrer.

Tl nous reste a montrer que 7 (1) = 0, ce qui signifie que fRn Ty(a)(§)dE =0
pour tout atome a. Soit k € Cg°(R"™), telle que fRn k(x) dx = 1; posons, pour
tout ¢ > 0 et tout £ € R", k. (&) = e "k(&/e) et a. = ke xa. Il est clair que, pour
tout € > 0, a. € Ci°(R") et [Rn a-(§) d§ = 0; il est également clair que a. — a
dans L2 quand £ — 0. Par suite, ’opérateur T}, étant continu dans L2, on voit
qu'il suffit de prouver que [R~ Ty(a)(£) d€ = 0 pour toute fonction a € C5°(R™)
d’intégrale nulle.

Soient donc a une telle fonction et B une boule de R™ contenant le support
de a; nous écrivons fR" Ty(a)(€)dé =+ I, ot Iy = [, Ty(a)(§) d€ et I =
I(QB)C Ty(a)(€) d¢. Comme fR" Vpe(2) d€ = 0, la propriété a établir résulte des

deux égalités

I = /R"+1 yb(2)VP(a)(2) ( /2 W(2) dg) dz (21)
et

I = ./Rj_“ yb(2)VP(a)(z) (/(2B)c Vpe (2) df) dz, (22)

que nous allons démontrer.

Pour I'intégrale 1, nous utilisons la définition de 'opérateur T au moyen de
I’égalité (2); la propriété de finitude (6), utilisée avec f = a et h € C°(R") telle
que h > yap, permet d’appliquer le théoréme de Fubini, qui donne immédiatement
le résultat voulu.

Pour la seconde intégrale, nous utilisons la représentation au moyen du noyau
Ky, puis le fait que la fonction a est d’intégrale nulle. En désignant par £’ le
centre de la boule B, on obtient ainsi

b= [ (e reue e - e i) de

En utilisant la condition de Lipschitz (5), on justifie aisément 'utilisation du
théoréme de Fubini et on obtient

b= /B & (/(ZB)C(Kb(E,{;") — K3(£,¢")) d5> d¢’

= [ a) ( Lo ( S BV 2) (Ve (2) = Voo (2) dz) ds) i’
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En utilisant les estimations (7) et (8), on obtient facilement le fait que
JIL o bW () (e () — oo ()] d de’d < o
(2B)°xBxRY

On peut donc, en appliquant une nouvelle fois le théoréeme de Fubini, obtenir
I’égalité

- ( JACE ds) (/) (5pe2) = o (eDpate) de')

Comme enfin

[ (Wer(2) = Sren ()a(€) de’ = [ Tpe)ale') de' = VP(@)(:)
B B

pour tout z € Ri‘*’l, I’égalité (22) est établie.
Ceci acheve la démonstration de la proposition 3.

Remarque. — Le noyau K} ne vérifie pas la condition de Lipschitz plus forte

Cllbllool€" — "1
g —&ntt 7
si ¢/ —¢"| < 1]¢ — ¢'], C désignant un nombre dépendant uniquement de la

dimension n. En effet un argument de dualité montre que cette propriété est
équivalente a

Ky(€,8') — Ky(€,6")] <

€ — ¢
o ¥ 150602100 (21 = e 8 < O

si ¢ —=¢&" < %|E —¢&'| , ce qui implique
0 9 ‘ & —¢"
Y | =—pe(2)=—(per (2) = pen (2))| dz < C 22—
Jrgo [t 55tpe ) =peo (o0 e < 0,
si ¢ — €| < L|¢ — €| . De cette propriété on déduit, en utilisant le lemme de
Fatou, que
0 a 0 1
Y | =pe(2) = = (per (2) — pen z))‘ dz2< Ce—-" (i=1,2,---,n)
g 579037 3y ) = per ()| e < O |
pour tout (£,&) € R™ x R" \ D. Or ceci est absurde, car il est facile de vérifier
que

0 0 0
B S a\Perl2) — pen dz = + i =1,2,- -,
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pour tout (£,&') € R® x R" \ D.
Le facteur logarithmique qui apparait dans ’estimation (8) ne peut donc pas
étre supprimé.

Démonstration de la proposition 4 :

Soient p un nombre réel > 1, f € LP et u = P(f). L’idée de base est d’uti-
liser le théoréeme de Green; mais il n’est pas, pour plusieurs raisons évidentes,
directement applicable a notre situation, et c’est pourquoi un peu de travail est
nécessaire. Nous suivrons le schéma suivant :

Nous fixons un nombre ¢ > 0 et nous désignons par R?*' I'ensemble des
points (z,y) € RT’I tels que y > €. La premiére étape de notre démonstration
consiste & prouver que, un point ¢ € R” étant fixé, on a ’égalité

/R" pe(x,€)|u(z,e)| de =2 /R"+1 (y — €)sgn(u(z)) Ve (2) Vu(z) dz

e

4 /R 0= P Aul(d2) (23)

Pour démontrer 1’égalité (23), nous commencerons par prouver un résultat
similaire concernant une version régularisée de |u|. Ceci nécessite I'introduction
de quelques notations. Nous considérons une fonction k de classe C* sur Rt
a valeurs > 0, a support inclus dans la boule unité et telle que fRn+1 k(z)dz = 1.
Pour tout § €]0,¢/2], et tout z € R**!| nous posons ks(z) = §~"k(z/d). Nous
définissons ensuite les fonctions us dans R:le en posant us(z) = ks * |u|(z). Les

fonctions us sont de classe C*° sur R:/+.)1 et sous-harmoniques, puisque Aus =

ks * Alu| sur cet ensemble. Nous avons besoin de quelques estimations simples
concernant ces fonctions et leurs gradients. Nous posons v = P(|f]), et nous
désignons par C' un réel variable, dépendant uniquement de n, p, f, ¢ et €.
On a évidemment us < ks % v. Si on convient que sgn(0) = 0, le gradient
au sens des distributions de |u| s’identifie & la fonction sgn(u)Vu, et par suite
|[Vus| < ks*|Vu|. De plus, en majorant |Vu| de maniére standard et en utilisant
Iinégalité v(z) < Cy="/P, on voit que |Vu(z)| < Cy~'~"/? pour tout z € Riﬂ.
D’autre part, si g est une fonction positive dans R1+1 telle que g(2') < Cy(z)
pour tout z € Rt et tout 2/ vérifiant |z2—2/| < £/2, on a évidemment ks*g(z) <
Cy(z) pour tout z € R:'H puisque § < /2. Ceci s’applique en particulier aux
fonctions y — y* (a € R), pe et v, ainsi qu’aux produits de ces fonctions.

De toutes ces remarques on déduit qu’on a, pour tout z € R**' et tout

6 €]0,¢/2],

pe(=)us(z) < Cla| ™1y 7P et |V(peus)|(z) < O] 7Ty~ /7.
Comme y|Vpe(2)Vus(2)| < Cpe(2)y='~"/7 et que Jpr+ pe(2)y~17"/P < oo,
I'intégrale fRn+1 (y —€)A(peus)(z)dz (finie ou non) a un sens. Nous la calculons
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en appliquant, pour tout R > 0, le théoréeme de Green au domaine D =
Br X [¢, R], ou Bg désigne la boule de centre 0 et de rayon R dans R", puis
en faisant tendre R vers I'infini. On obtient ainsi, en utilisant les estimations
précédentes (c’est une trés légere variante du lemme 2 de [12], p. 87), I’égalité

/R" pE(I; E)Ué(i‘, 6) dx

= /R:+1 (v — €)pe(z)Aus(z)dz + 2 /F{”+1 (y — ) Vpe (2) Vs (2)dz.

e

Nous allons prouver, en utilisant trois fois le théoréeme de convergence dominée
de Lebesgue, que tous les termes de 1’égalité précédente tendent vers la limite
attendue lorsque ¢ tend vers 0. L’estimation us(z,e) < Cv(z,¢) permet d’ob-
tenir facilement la finitude du premier membre de 1’égalité précédente et le fait
qu’il converge vers

pe(z,)|ul(z,¢) dx

fr

quand 4 tend vers 0. De la méme maniére, I’estimation
Y| Vpe (2) Vs (2)] < Cpg(z)y—1_n/p

permet d’obtenir la convergence de la seconde intégrale du second membre vers
2 /R"“ (y —¢) sgn(u(z)) Vpe (2) Vu(z)dz.
Par suite, pour démontrer I’égalité (23), il suffit de vérifier que

lim [ (y—e)pe(z) Aug(z)dz = /R (v - Ipe()Alul(dz).  (24)

5§—=0 n+1 n+1
70JR, .

En utilisant uniquement le fait que Aus — Alu| au sens des distributions quand
d — 0 et la positivité de ces mesures, on voit que

fim [ =D Aus(2)dz 2 [ (=) A,

5§—=0 n+1 n+1
70JR, .

ce qui prouve la finitude de cette derniére intégrale. On écrit enfin (en notant
Y. Papplication (z,y) — y —¢)

Jroo = @31 = [ Oezn) ) Alala),

L’estimation (YEPEXRHI) * ks(z) < C’ypg(z)anH (z) pour tout z € R1+1 et la
. e/2
finitude de I'intégrale fRn+1 ype (2)Alul(dz) permettent d’obtenir Iégalité (24),
o ) )
et donc I'égalité (23).
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La deuxieme étape de notre démonstration consiste a faire tendre ¢ vers 0
dans I’égalité précédente et a identifier la limite des différents termes. Pour toute
fonction g € M et tout £ € R"™, nous posons

D) = [ (0= el AP ()

Etant donné une fonction bornée b définie dans R’_ll_'}'l nous posons, pour toute
fonction g € Cg°(R™) et tout £ € R,

T = [, 0= Va2V P d,

et, pour tout (£,&') € R" x R*\ D

K;(¢,¢) = /Rn+l (y —€)b(2)Vpe(2)Vper (2) dz.
Les arguments utilisés dans la démonstration de la proposition 4 montrent
que les opérateurs 7; sont des opérateurs de Calderén-Zygmund associés aux
noyaux K3, et qu’ils vérifient les mémes estimations que 73, avec notamment
des constantes indépendantes de €. Nous posons d’autre part, pour tout £ € R”,

50 = [ el 2)(ule,9)] - ()]

Avec ces nouvelles notations, 1’égalité (23) permet d’écrire (rappelons que u =

P(f) et v = P(|f]))
0(€,€) = Tigngu) () (E) + D2 (F)(E) + g:() (25)

pour tout & € R™ (I'intégrale qui définit Tssgn(u)(f) (&) est en effet absolument
convergente pour tout £ € R™, comme nous I’avons vu dans la premiere partie
de la démonstration).

Comme f € LP, u(-,€) et v(-,¢) tendent vers f et |f| respectivement dans
L? lorsque € tend vers 0. Par suite, comme g. < po(-,€) * |u(-,€) — f|, on voit
que g. tend vers 0 dans LP lorsque € tend vers 0.

Montrons maintenant que DS’S(f) converge vers DY(f) dans LP lorsque ¢
tend vers 0. D’aprés le théoreme de convergence monotone, ceci a lieu si et
seulement si les fonctions DS’E(f) constituent une partie bornée de LP. Sip =1,
ceci résulte de la proposition 2. Si p > 1, ceci résulte de la bornitude dans LP
des deux termes précédemment étudiés de 1’égalité (25) , et de la bornitude dans
L? des fonctions Tsagn(u)(f)a qui est elle-méme conséquence des inégalités LP de
la théorie de Calderén-Zygmund.

A ce stade, on sait donc que ngn(u) converge dans LP vers une certaine
limite U(f) lorsque ¢ tend vers 0, et il reste a identifier U(f) a Tsgn(u)(f) pour
terminer la démonstration.
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Si p > 1, on montre que T;gn(u)(f) converge faiblement dans P vers

Tsgn(u)(f). Pour cela, il suffit de prouver que, si fi et f sont deux éléments de
C§° (R™), alors

[ (Tgni (7)) = Tagnin (1)) )

tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. On observe que y— (y—a)an+1 (z) = min(e, y)

et on adapte la preuve de la continuité L? des opérateurs T donnée dans la
proposition 3 pour obtenir I'inégalité

< 2llg"(f)llpllg" (f2)llqs

‘/ . (Tsagn(u)(fl)(-r) — ngn(u)(ﬁ)(x)) fo(z) d

ounl/p+1/g=1etvv

400 1/2
g (fi)(=) = (/0 min(y, &)|V P(fi)[*(x, y) dy) (1=12),

pour tout z € R". Le résultat voulu en découle aussitot.
Sip = 1, on montre que Tégn(u)(f) converge vers Tggn(y)(f) dans espace I

faible. Ce fait est évident si f € C§°(R™), puisqu’il y a dans ce cas convergence
dans L? en vertu de ce qui précéde. Dans le cas général, on approche f dans L*
au moyen d’une suite (f) d’éléments de C5°(R™) et on écrit, pour tout entier &
et tout € > 0,

Tsgnu)(f) = ngn(u)(f)| <

Tsagn(u)(f) - Tsagn(u)(fk)‘+ Tsagn(u)(fk) - ngn(u)(fk)‘+|ngn(u)(fk) - ngn(u)(f)| :

Le premier et le troisieme terme du second membre de cette inégalité tendent

vers 0 dans L' faible lorsque k tend vers l'infini en vertu du théoréme de Cal-
derén-Zygmund, uniformément par rapport a £; quant au terme central du se-
cond membre, il tend vers 0 dans L2 quand ¢ tend vers 0, pour toute valeur de
Ientier k.

Ceci termine la preuve de la proposition 4.

Remarque. — Notre démonstration prouve aussi que la fonction f = Tsgn(u)(f)
est limite, presque partout et dans LP, de I'intégrale absolument convergente
Tssgn(u)(f) lorsque ¢ tend vers 0.

Nous étudierons ultérieurement (sous des hypotheses convenables portant
sur la fonction b) I’existence de

lim Ky(&,¢') de’

20 Jecle-¢11<1
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pour presque tout & € R™ et, en relation avec la proposition précédente, quelques

conséquences concernant I'expression de f et D2(f).
Démonstration de la Proposition 5:

Soit B une boule ouverte auxiliaire, telle que By C B et B C Bs. Sous les
hypothéses de la proposition (et en fait, sous des hypothéses plus générales) on
a le “lemme de localisation” suivant (cf. [5]) : I existe une fonction h € H? telle
que la fonction g = f — h soit bornée dans B. On écrit ensuite

T(f) =T(h) +T(9xB) + T(9xB-).

Clairement, les propriétés de Popérateur 7' impliquent que N(T'(h)) € L' et
N(T(gxB)) € L?. D’autre part, on voit facilement (en utilisant la représentation
de T au moyen du noyau associé) que la fonction k = T(gxp<) est bornée dans
un voisinage de la boule By, ce qui implique (puisque k& € L' 4+ L?) que sa
fonction maximale de Hardy-Littlewood M (k) est elleeméme bornée dans Bj.
D’oti le résultat.

Le point crucial est donc le résultat de localisation. Sa démonstration passe
par une version locale convenable de la variante de la décomposition de Cal-
derén-Zygmund exposée par E. M. Stein dans [13], pp. 101-104. Cette version
locale utilise elle méme une variante locale appropriée d’un résultat classique
de Ch. Fefferman et E. M. Stein, suivant lequel ’espace H' peut étre défini &
partir de n’importe quelle approximation de 'unité suffisamment réguliere (cf.
(6], ou [13], pp. 91-99). Pour plus de détails, nous renvoyons & notre article [5],
qui contient une démonstration compléte de ces résultats, ainsi que d’autres
applications.

3. — Application aux espaces H' et Llog L

J. Brossard et "auteur ont obtenu (cf. [3]) des résultats décrivant les relations
entre les espaces H'! et Llog I, au moyen de la densité de I'intégrale d’aire. Ces
résultats étendent aux fonctions de signe variable des résultats antérieurs de A.
Zygmund (cf. [14]) et E.M. Stein (cf. [11]) concernant les fonctions & valeurs
> 0. La démonstration que nous en avons donnée utilise simultanément des
méthodes qui relevent des probabilités, de la théorie du potentiel et de ’analyse
réelle.

Les résultats de [3] ont été suggérés par un résultat probabiliste de méme na-
ture, obtenu auparavant (cf. [2]) par les mémes auteurs. Une des démonstrations
de ce résultat est basée sur 'observation suivante: Un usage convenable de la
formule de Tanaka permet de déduire facilement le nouveau théoréme concer-
nant les martingales de signe variable du résultat connu de R. F. Gundy (cf. [7])
relatif aux martingales a valeurs > 0.
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Notre principale motivation pour énoncer et démontrer le théoreme 1 est la
recherche d’un outil d’analyse analogue & la formule de Tanaka, qui permette
également d’obtenir, de maniére simple et directe, les résultats d’analyse de [3]
(ou de légeres variantes) concernant les fonctions de signe variable & partir de
ceux relatifs aux fonctions & valeurs > 0.

Nous commencgons par établir la caractérisation globale suivante des fonc-
tions de H! qui appartiennent a la classe Llog L (cf. [3], théoréme 2):

THEOREME 2. — Pour toute fonction f € H', les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) f € Llog L;

(it) DY(f) € Llog L.

Démonstration:

Soit f € H'. D’aprés les assertions (i) et (iv) du théoréme 1, |f| — DY(f) €
H'. Par conséquent, le théoréme 2 est une conséquence immédiate du résultat
suivant, qui ne semble pas avoir été formulé auparavant (bien qu’il soit plus ou
moins implicite dans [3]).

LEMME 1. — Soient g et h deuz fonctions définies dans R” et d valeurs
>0, telles que g — h € H'. Alors g € Llog I si et seulement si h € Llog L.

Démonstration :

Les deux fonctions jouant le méme role, il suffit de montrer que, sig € Llog L,
alors h € Llog L. Cette assertion résulte des deux propriétés suivantes:
La premiére est le fait que, pour tout ¢ > 0, on a

/ N(h)(z)dz < 2||lg — h||m -I—/ N(g)(z)dz.
{N(h)>c} {N(g)>c/2}

La seconde est le fait que, s1 k est une fonction a valeurs > 0, k € Llog L si
et seulement si, pour tout ¢ > 0,

/ N(k)(z)dz < +oo.
{N(k)2c}
Pour démontrer la premiere, il suffit d’observer que, pour tout ¢ > 0
[ Nz < g~ bl
{N(h)2c}

N@do+ [ Nig)a)d

“)
{N(h)2e;N(g)<c/2} {N(g)2e/2}
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et que, sur l'ensemble {N(h) > ¢; N(g) < ¢/2}, on a N(g) < N(g — h) en
vertu de I'inégalité triangulaire. Quant & la seconde propriété, elle s’obtient
facilement, a partir de résultats connus, de la maniére suivante: on commence
par observer que, la fonction k étant a valeurs > 0, on peut remplacer, dans la
propriété a établir, la fonction maximale non tangentielle N (k) par la fonction
maximale de Hardy-Littlewood M (k). Ceci étant fait, la propriété a établir
résulte immédiatement, par intégration, de la double inégalité

1
a/{k>)\} k(z)de < {M(k) > A} < —/ k(z)dz,

ol C' désigne un nombre > 0 dépendant uniquement de la dimension n, X est
un nombre > 0 arbitraire et |B| est la mesure de Lebesgue du borélien B. La
majoration de |{M (k) > A}| n’est autre que (I’extension & R" de) I'inégalité
maximale de Hardy-Littlewood, et I'inégalité inverse est également connue (cf.

[11], inégalité (6)).

Le résultat suivant est un critére de comparaison entre ’appartenance locale
a Despace H! et I'appartenance locale a la classe Llog L (cf. [3], théoréme 3).

THEOREME 3. — Soient By et By deuz boules ouvertes de R™ telles que

By C Bs. Pour toute fonction f € L', on a les propriétés suivantes:

(1) Si fB z)dr < oo et fB DY) (z) InT(D2(f)(x))dx < +o0, alors
Jp, () ()| In* ( ( )|)dT<+00-

(i) Se fB |( Y(@)|InT (| f(2)])dz < +oo, alors fBlN(f)(x)dz < +oo et
Jp, D2 () I (DY(F)())da < +o0.

Démonstration :

Nous commencerons par établir le résultat auxiliaire suivant qui, comme le
précédent, s’obtient a partir des résultats de E. M. Stein déja cités.

LEMME 2. — Soient g et h deuz fonctions définies dans R”, intégrables et
a valeurs > 0, et soient Cy et Cy deux boules ouvertes de R telles que C1 C Cs.
On a alors les propriétés sutvantes :

(1) Si f(, +( (2))dz < +o0, alors f(, g)(z)dx < +oo.

(2) Si IC (z)dz < 400, dlors fC ln ( (z))dx < +oo.

(3) Si fC (g — h)(z)dz < 400 , et si fc z)Int(g(z))dzx < 400, alors
f h(z)Int (h(z))dz < +oc.

Démonstration:
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Les assertions (1) et (2) sont une légére variante du théoreme 1 de [11];
elles s’en déduisent aisément et nous pouvons passer a l’assertion (3). Pour
montrer que fCl h(x) Int (h(z))dx < +oo, il suffit d’apreés (2) de montrer que
fCl N(h)(z)dz < +00. Pour cela, il suffit d’appliquer I'inégalité triangulaire, car
d’une part fCl N(g—h)(z)dx < 400 par hypothese, et d’autre part fCl N(g)(x)dz <
400, en vertu de la finitude de f02 g(x)Int (g(z))dx et de I’assertion (1).

Revenons & la démonstration du théoréme 2. Pour prouver l'assertion (i),
nous appliquons D'assertion (v) du théoreme 1 a la fonction f et au couple
de boules (B, B2). On obtient ainsi I'intégrabilité de N(f) sur By. Ceci nous
permet d’appliquer I’assertion (3) du lemme 2 avec h = |f|, g = D2(f), C1 = By
et C'y = Bs, ce qui fournit exactement le résultat voulu.

Pour établir D'assertion (ii), nous introduisons une boule intermédiaire B
telle que By C B et B C Ba. Nous commencons par utiliser I’assertion (1) du
lemme 2 avec g = |f|, C; = B et C3 = By, pour obtenir I'intégrabilité de N(|f|)
sur B, et a fortiori celle de N(f) sur B (donc aussi sur By, ce qui démontre la
premiére partie de ’assertion (ii)). Nous appliquons ensuite 1’assertion (v) du
théoréme 1 & la fonction f et au couple de boules (Bj, B), ce qui nous donne
I'intégrabilité de N(f) sur Bj. Ceci nous permet d’utiliser 'assertion (3) du
lemme 2 avec g = |f|, h = D(f), Ci = By et Cy = B, ce qui, cette fois encore,

fournit exactement le résultat voulu.
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