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Introduction

On peut définir brievement le pléthysme comme la composition de deux représenta-
tions irréductibles du groupe linéaire (voir la section Rappels pour une définition plus
précise). La décomposition du pléthysme en représentations irréductibles est encore
largement inconnue en général.

En 1992, M.Brion [2] a démontré certaines propriétés de croissance et de stabilité
du pléthysme, généralisant des résultats partiels de S.H.Weintraub [16], de C.Carre
et J.Y.Thibon [4]. Certaines de ces propriétés ont été également obtenues de maniere
indépendante par L.Manivel dans [13]. Ces propriétés ont des conséquences intéressantes
sur le pléthysme et sur la décomposition du produit tensoriel de deux représentations
irréductibles du groupe des permutations; elles permettent d’exprimer des conditions
nécessaires pour qu’une composante simple apparaisse dans un pléthysme.

Une des propriétés montrées par M.Brion peut s’énoncer ainsi (nous renvoyons le
lecteur & la section suivante pour les notations): pour tout couple (v, i) de poids do-
minant d’un groupe algébrique réductif connexe GG, pour toute partition 7 d’un entier
p quelconque, la multiplicité du G-module simple de poids dominant p + nv dans le
G-module S;4,V, est une fonction croissante de I’entier positif n, o 7 + n désigne la
partition (my 4+ n, 7, m3,...). De plus cette fonction est constante des que n est plus
grand qu’une fonction explicite de 7 et de pv — . Enfin, la valeur asymptotique peut
s’exprimer en terme de multiplicité dans un L-module, o L est un groupe réductif
de dimension inférieure & la dimension de G. Nous allons ici étendre ces résultats en
étudiant la multiplicité du G-module simple de poids dominant g + nA dans Sy4neVy
lorsque n croit vers I'infini, avec A un poids dominant de G fixé et # une partition quel-
conque. Il apparait dans cette généralisation un phénomeéne nouveau : la multiplicité
est toujours croissante mais ne se stabilise pas toujours. Nous donnerons cependant un
critere combinatoire de stabilité.

Le principal résultat de ce travail est I'obtention, lorsque ce critere de stabilité est
vérifié, de conditions nécessaires pour qu’une représentation irréductible apparaisse dans
un pléthysme (voir le corollaire 3.2 et les propositions 4.1, 4.2 et 4.4). Ces conditions
nécessaires sont sous la forme d’inégalités linéaires dans les parts des partitions définis-
sant le pléthysme. De plus si I’égalité est vérifiée, nous donnons une expression de la
multiplicité.
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Notations

Le corps de base des variétés et des espaces vectoriels sera toujours C, le corps des
nombres complexes. Si V est un espace vectoriel nous noterons V'V son dual et P (V)
’espace projectif associé. Siv € V, nous noterons v sa classe dans P (V). Dans un groupe
algébrique réductif connexe G' d’élément neutre e, nous noterons B un sous-groupe de
Borel et 7" un tore maximal de B. Nous noterons Z(7') le groupe des caracteres de 1" et
Er(T) = R®zE(T) o R est le corps des nombres réels. Dans Z(7) on a le semi-groupe
des poids dominants de G. Pour un tel poids A nous noterons V) un G-module simple
de plus grand poids A et vy € V) un vecteur de poids A. Le sous-groupe d’isotropie de
la droite [y, = C.v) est alors un sous-groupe parabolique P de G. Rappelons qu’il existe
un unique sous-groupe parabolique P— opposé & P et contenant 7. Alors L = PN P_
est un sous-groupe de Lévi de P et P_. Enfin nous noterons P* (resp. P*) le radical
unipotent de P (resp. de P_), de sorte que 'on a: P ~ P%>q L et P_ ~ P">q L. Si
G = GI(V) nous choisirons pour T le sous-groupe des matrices diagonales inversibles.
Nous appellerons ¢; I’élément de Z(7') défini comme suit :

g - T — C
diag(ay, ag,...,aq) — a;.

Sauf mention expresse du contraire, nous choisirons pour sous-groupe de Borel de GI(V)

le groupe des matrices triangulaires supérieures. Le point final d’une démonstration s’il
ne coincide pas avec le début d’une nouvelle section, sera noté: <.

Rappels

Nous allons ici rappeler quelques notions sur les représentations du groupe X, (les
permutations d’un ensemble & r éléments) et du groupe linéaire GI(V).

Définition 0.1 On appellera partition de r, une suite décroissante finie d’entiers posi-
tifs: m = (71, 72y ooy iy .n) telle que 3", m; = r. On notera |w| = r le poids de 7 et ()
sa longueur c’est a dire le plus grand i tel que m; soit non nul.

Ces partitions de r permettent de décrire toutes les représentations irréductibles de
Y. : on construit une correspondance bijective entre les partitions de r et les classes



d’isomorphisme des représentations irréductibles du groupe ¥, (Voir [7] Chap. 4). Nous
noterons [r] la représentation associée a la partition .

Exemple 0.1 Sv 7 est la partition formée d’une seule part égale a r, la représentation
associée est la représentation triviale. St w est la partition formée de r parts égales a un,
que nous noterons m = (1)", la représentation associée est la représentation alternée.

Nous allons maintenant définir pour toute partition 7 un foncteur covariant sur la
catégorie des espaces vectoriels complexes : le foncteur de Schur.

Définition 0.2 Soit V un espace vectoriel, © une partition de r, nous noterons V©"
le produit tensoriel de r copies de V. Le groupe Y, agit sur VO par permutation des
facteurs. Le foncteur de Schur est défini sur les objets par: V ~» S,V ~ (VO @ [r])*".

Remarque 0.1 La définition de ce foncteur sur les fleches se dédwit directement de
sa définition sur les objets. Fn effet, soit U et W, deux espaces vectoriels et f une
application linéaire de U dans W. On en déduit une application linéaire 3., -équivariante
fOr de U®" dans W®" et donc une application linéaire de S,U dans S;W. On vérifie
facilement que toutes les propriétés d’un foncteur sont réalisées.

On déduit de cette remarque que le groupe GI(V) agit linéairement sur S;V. Le
théoreme suivant, di a Schur, précise la nature du G-module S, V.

Théoréme 0.1 i) L’espace vectoriel SzV est nul si, et seulement si, la longueur de
7 est strictement supérieure @ d = dim V.

ii) L’ensemble {m | [(7m) < dimV'} est en bijection avec les classes d’isomorphisme
des représentations irréductibles, polynémiales, de dimension finie, de GI(V).

i) Le GI(V)-module simple SV, s’il est non nul, est de poids dominant :
T=me + M2+ ...+ 7T4eq .

Pour la preuve voir par exemple [7] Chap. 6. Nous identifierons, grace au point 1), les
poids dominants des représentations polynomiales de GI(V) avec les partitions.

Exemple 0.2 Reprenons les représentations explicitées précédemment, i.e. la représen-
tation triviale, notée [(r)] et la représentation alternée, notée [(1)"]. Les foncteurs asso-
ci€s sont bien connus : S\V est isomorphe & la r-iéme puissance syméltrique de 'V, que
nous noterons plus simplement S,V et S(1)» est isomorphe a \" V' la r-iéme puissance
extérieure de V.

Le pléthysme est défini par la composition de deux foncteurs de Schur. Si 7 et v
sont deux partitions, alors S;(S,V) est un GI(V)-module qui n’est pas irréductible
en général. Le probleme du pléthysme est donc de décomposer ce module. On peut
généraliser cette définition: soit G un groupe algébrique réductif connexe, soit V,, un
G-module simple, on cherche & décomposer le G-module S, V,,.
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1 Résultats préliminaires

1.1 Filtrations

Nous commencerons par énoncer le théoreme de Borel-Weil qui identifie les représen-
tations irréductibles de GG et les espaces de sections globales de fibrés en droites sur la
variété des drapeaux.

Théoreme 1.1 Soit G un groupe algébrique réductif connexe. Pour tout caractére x de
T, notons Ly (resp. L) le fibré en droites associé sur [’espace homogéne G/ B (resp.
G/B_). Le G-module U'(G/B, Ly) (resp. U(G/B_, L)) est isomorphe a VY, si —x est
dominant, (resp. a V, si x est dominant). Sinon les deuz fibrés considérés n’ont pas de
section globale non nulle.

preuve : Voir par exemple [1] chap. 5 ou [7] chap 23.

Proposition 1.1 Soit A\, u deuz poids dominants de G, soit P le sous-groupe parabo-
lique de G associé a A, P_ le sous-groupe opposé, soit L, = PN P_, le sous-groupe de
Lévi commun a P et P_, soit X = PP_/P_ la cellule ouverte de ’espace homogéne
G/P- et soit W, un L-module simple de poids dominant . On considére W, comme
un P-module par Uaction triviale de P* sur W, . Soit [/, la représentation de dimension
un de P et de poids —n), alors les P-modules [}/, @ Va4, , pour n entier positif ou nul,
forment une filtration croissante du P-module C[X]®@ W,. Ce que nous noterons :

W) s @ Virgu = CIXTQ W,
n>0

Avant de démontrer cette proposition nous allons énoncer deux lemmes. Précisons
que par la suite nous identifierons les fibrés sur une variété avec les faisceaux localement
libres sur cette méme variété.

Lemme 1.1 Soit ¢ l'application naturelle de G/B_ dans G/P-, soit M7, le fibré ho-
mogéne sur G/ P- défini par: M = G xp_ Wy, on a les assertions suivantes :

i) On a un isomorphisme de P-modules: I'(X, M) ~ C[X]@ W, .

i) On a un isomorphisme de fibrés sur G/P_: (L) =~ M .

preuve du lemme 1.1: La varieté X est P-isomorphe a la variété PP_/P_ = P/L. Le
fibré M7 restreint & X est donc isomorphe & P+, WW,. Comme la représentation W, de
L s’étend & une représentation de P, on a un P-isomorphisme: P s, W, ~ P/L x W,
voir [11], ce qui implique le point ).

Pour le point ), remarquons d’abord que 'application ¢ est lisse et propre, donc
@«(L7) est un G-fibré vectoriel. Nous allons montrer que les deux fibrés . (L) et
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M, ont méme fibre au point eP_. Par définition, on a I'égalité: p.(L])(eP-) =

[(p~'(eP-),L;) D’autre part ¢! (eP_) est égale & P_/B_ = L/(L N B_) et donc:

£;|<p_1(ep_) =L *INB_ Cp‘ .

On en déduit : . (L) (eP-) = U'(p~ (eP-), L) = U(L/(LNB_), Lxrap_ C,) = W,
ce qui conclut la preuve du lemme 1. ©

Le théoreme de Borel-Weil implique que I'(G/P_, L) ~ Vi. Donc il existe une
section globale s € I'(G/P_, L) semi-invariante par P et s est unique a un scalaire
prés. On note Z(s) C G/P- le schéma des zéros de s.

Lemme 1.2 On a l’égalité: G/P_\ Z(s) = X .

preuve du lemme 1.2: Soit vY, € V) un vecteur propre de P_ tel que: (vy,vY,) # 0
Celui-ci nous permet de définir un plongement fermé:

G/P. — P(VY)

gP- — gvY, .
Siz e P(VY)\Z(s),alorsz = v¥, + w, pour un w € V. Décomposons w en vecteurs
propres du tore: w = 3 .. ;wx_,, , oll les o; sont des sommes non nulles de racines
simples. L’ensemble {o; |i € I} est dans un demi-espace ouvert de Zg (7') , il existe donc
un sous-groupe a un parameétre: g : C* — T tel que pour tout z € P (V) \ Z(s), on
a:limyyop(t).z =vY, . Donc G/P-\ Z(s) contient une unique orbite fermée de 7: le
point fixe eP_ .

D’autre part X est égale a Iorbite de P passant par le point eP— . Comme G/P-\
Z(s) contient eP_ et est stable par P, on a: X C G/P_\ Z(s) comme ouvert. Suppo-
sons que cette inclusion soit stricte, alors le fermé (G/P-\ Z(s)) \ X contient une orbite
fermée de 'I' qui ne peut étre que le point eP_, mais celui-ci appartient a X.o

preuve de la proposition 1.1: D’apres le théoreme de Borel-Weil et le point i) du
lemme 1.1, on a les G-isomorphismes suivants :

Visgu 2 T(G/B_, L3,1,) = T(G/ Poy ou(L554,)) = T(G/Po, MOy L) -

Rappelons que M;A+,u est le faisceau des sections de G *p_ Wyay, . Puisque X est
un caractere de P_, on a un isomorphisme de P_-modules: W, 4, ~ [,y @ W, . On
en déduit I'isomorphisme: M\, ~ L7 @ M . D’apres [9], lemme 5.14, I"'ensemble
[D(G/P-\ Z(s), M) est filtré par les espaces vectoriels: C.s™" @ I'(G/P-, L], @ M} )
et cette filtration est compatible avec 'action de P. On a donc les P-isomorphismes
suivants :
D(G/P-\ Z(s), M) A1) Cs7" @ U(G/P-, L, @ M) =3 1y @ Virgy -
n>0 n>0

Pour finir, remarquons que I'(G/P- \ Z(s), M) = I'(X, M}) d’aprés le lemme 1.2 et
que I'(X, M) ~ C[X]® W, d’apreés le point i) du lemme 1.1.
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1.2 Sous-espaces stables par B, sous-groupes paraboliques associés

Soit p : G — G = GI(V,) une représentation irréductible de G de poids domi-
nant v et soit # une partition. A partir d’un drapeau de V), stable par B, nous allons
construire des vecteurs de plus haut poids dans SyV,. Nous noterons 6 sous la forme
0 = 17" ... 1F avec [; > lip1 > 0,0, = 3] a; pour 1 < 5 <k bg=0,bgys =d =
dlm(V ) Smt f un drapeau de V), stable par B:

F O:‘/OC‘/IC...CV]{;CV]C+1:‘/D

tel que dim V; = b;. Remarquons que si # # 0, un tel drapeau existe toujours a cause
du théoreme de Lie, mais qu’en général il n’est pas unique. Soit ey, ..., e; une base de
V, , formée de vecteurs propres du tore maximal T de G et telle que pour tout 7 les
vecteurs eq,...e,, forment une base de V;. Pour ¢ tel que 1 < ¢ < k + 1, soit W; le
sous-espace vectoriel de V,, de base (e])bl 1<j<b;- Nous identifierons chaque W; avec le
quotient Viy1/Vi. Soit vz € Si,_1, (A" V) @ St,—1, (A Vo)) ® ... @ 51, (A" V) le vecteur
défini par:

vE=(e1 A Nep) TR @ (e A Aep) 2L @ (er AveNey,)

Remarquons que vz ne dépend que de F et non de la base (e;). Le drapeau F étant
stable par B, il en est de méme de la droite C.vr qui définit donc un certain poids
dominant A de (. Choisissons pour sous-goupe de Borel B de G le sous- groupe des
matrices triangulaires supérieures relativement a la base (¢;)1<;<q. Alors B laisse stable
le drapeau F et la droite C.vx est 'unique droite stable par B dans SyV,. On a donc
construit un vecteur vz dans SgV, de plus haut poids A pour G et de plus haut poids
f pour G.

Remarque 1.1 Les composantes du pléthysme SgV, obtenues de cette fagon seront ap-
pelées des composantes principales, en sutvant la terminologie introduite par L. Manivel
[14]. On ne peut pas obtenir de cette maniére toutes les composantes d’un pléthysme.
Par exemple dans S, V,, la seule composante principale est celle de poids dominant nv.

Soit P (resp. 15) le sous-groupe parabolique de G' (resp. de é) associé au poids
dominant A de G (resp. 8 de G) Comme vr € SpV), est a la fois vecteur propre pour B
et B le morphisme p envoie P dans P. Le groupe P agit dans la grosse cellule X de
G/P Comme p envoie P dans I, on a une action de P dans X . Nous allons calculer
I’algebre des invariants: C[X]P . Nous noterons I, un sous-groupe de Levi de P et U

I’algebre de Lie de P
Proposition 1.2 On a un L-isomorphisme : C[X]F" ~ C[U/Lie P¥] .

Avant de démontrer cette proposition, nous allons énoncer deux lemmes prélimi-
naires.

Lemme 1.3 Le morphisme p envoie injectivement P* dans P
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preuve du lemme 1.3: Pour montrer que p(P") C P il suffit de montrer que:
(dp).(Lie PY) C Lie P* =U .
Rappelons que W; est le sous-espace de V,, de base (e;)s,_,<j<p,- On ales L-isomorphismes
suivants:
U~ P hom(W;,W;) @hom s Vo /Wi @ @ W)
1<i<j<h+1

D’autre part on a une application :

¥ : LieG — U= @i_ hOHl(W]_H Vy/( ]+1@ @Wk+1))
Y — D=1 ¥

ol les ?; sont définis par:

Vi Wisr = Vo/ (Wit @ @ Wita)
w — (dp)(Y)w .

Le noyau de ¥ est égal a:
ker W ={Y € Lie G, (dp).(Y)W; CW; @+ @ Wiy1), pour j =2,3,...,k+1}.

On en déduit que les éléments de ker U laissent stable le drapeau:

OZVOVCVIVC"'CVk\fl_IZVDV.

On a donc I’égalité: ker U = Lie P_. L’application induite par ¥ sur Lie G/Lie P =
Lie P* est injective et est égale a (dp.)ricpe , donc p(P)" C P*. De plus lapplica-
tion p|pu est injective, car son noyau est un sous-groupe fini, mais P* est un groupe
unipotent. ¢

Pour tout groupe algébrique G, nous noterons G* son radical unipotent.

Lemme 1.4 Soit Q) un groupe algébrique affine et P un sous-groupe fermé de () tel
que: P* C Q", il existe alors un isomorphisme : Lie Q" /Lie P* ~ Q"/P" équivariant
pour [’action de tout sous-groupe de Lévi de P.

preuve du lemme 1.4: Soit P = P*L, une décomposition de Lévi de P et () = Q*M
une décomposition de Lévi de @Q telle que L. C M. On définit une suite croissante
de sous-groupes de Q" par: Uy = P" et U; = Ngu(U;—1). Comme Q" est un groupe
unipotent, il existe un n tel que U, = Q. D’autre part chaque U; est normalisé par L.



8 2 UNE PROPRIETE DE STABILITE DU PLETHYSME

Il existe donc des sous-espaces S; de Lie Q" stables pour I'action adjointe de L et tels
que:

Lie P* =51 et LielU; =P S; .

j=1
On définit alors I'application :
@ Sex-x S, — Q'/P"
(520, 70) 5 explan) +rexp(aa) P

Il est clair que ¢ est L-équivariante. Puisque Sy x ---x S, ~ Lie Q" /Lie P*, il suffit de
montrer que ¢ est un isomorphisme. Mais comme Q%/P" est un espace affine, il suffit
de vérifier que ¢ est injective.

Soient (zg, -+, 2,) et (Y2, ++,y,) dans Sy x -+ x S, tels que @p(zg,--+,2,) =
O(Y2,+*yYn), t.e.exp(ay) - - rexp(z2) P* = exp(yn) - - rexp(y2) P*. Alors, comme 22, +, &1
et ya, -+, Yn—1 sont dans Lie U,_1, on a:exp(z,) = exp(yn)Un—1. Comme U, _; est nor-
mal dans @Q%, on a le diagramme suivant :

LieQ“___ | LieQ“/LieU,_1

exp exp

Q" — » Q"/Un

Ce diagramme étant commutatif, on a: exp(y,)U,—1 = exp(y, + Lie U,_1), donc z,, €
yn + Lie U,_1. Mais z,, et y, sont dans S, et donc z,, = y,. On termine la preuve par
récurrence descendante sur n. ¢

preuve de la proposition 1.2 : Le sous-groupe de Lévi L de P étant fixé, on peut choisir
L tel que p(L) C L.Onaun L- isomorphisme (et donc un L- 1somorphlsme) X ~ P* on
L agit dans P* par conjugaison. Donc C[X]P" est L-isomorphe & C[P]P". Mais d’apres
le lemme 1.3, p envoie injectivement P* dans P“ on a donc un L-isomorphisme :

clP” = cipr/ P
Enfin P*/P* est L-isomorphe & Lie P*/Lie P* d’aprés le lemme 1.4. o

2 Une propriété de stabilité du pléthysme
2.1 L’énoncé du théoreme

Rappelons les notations de la section précédente. Nous avons appelé F un drapeau
de V), stable par B':

F :0=VoCViC--CVC Ve =V,.
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Ce drapeau induit un vecteur vr de poids dominant é pour G = GIl(V), et de poids
dominant A pour G. Nous avons posé W; = V;/V,_y pour 1 < ¢ < k+ 1, de sorte que la
grosse cellule ¢ de I'espace homogene G/P_ est isomorphe a:

U~ P hom(W;, Wi).
1<i<j<k+1

Nous noterons U_ la grosse cellule de I'espace homogene G/P On a:

k
U_ ~ @ hom (W;, W;) ~ @hom(mfi, V,./Vi) .
1<i<j<k+1 i=1
Soit 7 un entier supérieur ou égal a by + 1, nous subdiviserons 'intervalle des entiers
compris entre 1 et r par les intervalles J; = [bi_y,..., 0] (1 < i < k) et Jpyy =
[bx +1,...,r]. Pour 7 une partition nous noterons 7z, la partition formée des parts de
7,d’indice appartenant a J; . 5i/ est un entier quelconque, nous noterons w«; la partition
(71, ...,m) et my; la partition (741, 742, ...). Par exemple, pour k = 2, by =2, by =4
et m=1(6,5,3,3,2,1) on a: m<y =7y, = (6,5), 71, = (3,3), m5a =71, = (2,1).

Théoreme 2.1 Pour tout poids dominant p de G on a:

i) La multiplicité de Vigna dans Szyn0V, est une fonction croissante de n.

it) La limite quand n tend vers l'infini de cette multiplicité est égale a la multiplicité
du L-module simple de poids p dans :

k41
®Sm ) @ Se(U—/Lie PY)

ot L est le sous-groupe de Lévi du groupe parabolique associé a A et ot Sy désigne
Ualgébre symétrique.

i) St toute fonction réguliére sur U_ [Lie P¥ invariante par L est constante, alors
cette limite est finie.

iv) Réciproquement s’il existe des fonctions réguliéres et non constantes sur U— /Lie P*
wnvariantes par L alors, ou bien la multiplicité est toujours égale a zéro, ou bien
la limite est infinie.

v) Si il existe une forme linéaire f sur Zg (1) strictement positive sur les poids de
U, alors cette multiplicité se stabilise dés que :

n> sup {(1, ~ L))" DF (f(llv - p) ZD|ﬂ>b| Dal])
1<q<k
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ot lpy1 = 0, Do = f(v) —sup{f(x) | x poids de Wi} et ou les (D;)i1<i<k sont
des constantes positives définies par:

D; =inf{f(x) | x poids de hom(W;11, W;)} .

Nous démontrerons ce théoreme dans la section suivante. Nous allons d’abord faire
quelques remarques. L’existence d’une forme linéaire strictement positive peut s’énoncer
sous différentes formes. On a, en effet, la proposition suivante qui est bien connue:

Proposition 2.1 Soient T" un tore et N un I'-module rationnel de dimension finie, les
assertions swivantes sont équivalentes:

i) Il existe une forme linéaire f sur Zg(1') strictement positive sur les poids de N.
i1) Les poids de N sont dans un demi-espace ouvert de =g (T).

wi) Il n'existe pas de combinaison linéaire a coefficients strictement positifs entre les
poids de N.

iv) L’algébre des fonctions réguliéres et T-invariantes sur N est réduite auzr constantes.

Remarque 2.1 Grdce a cette proposition, on voit que la condition v) du théoréme 2.1
est une condition suffisante de stabilité de la multiplicité énoncée au point 1) du théoréme.
En effet on a les implications suivantes :

CcU]t = C = ClU/Lie PY]T = C = C[U/Lie PY]* = C .

A priori cette condition n’est pas nécessaire mais on peut remarquer que si A est un
poids dominant régulier alors:

Clu/Lie PY]T = C & ClU/Lie P*]" = C
puisque dans ce cas L =T.

Remarque 2.2 Bien que la condition du point v) ne soit pas équivalente a la condition
de stabilité, dans les applications des sections suivantes, c’est celle-ci que nous utiliserons
car son expression combinatoire la rend plus maniable.

Remarque 2.3 [l est facile de montrer que si W est un sous-espace stable par B de
dimension au plus trois, alors on a toujours stabilité. Pour ce résultat nous renvoyons
le lecteur a [15]. Par contre, si W est de dimension 4, il n’y a pas toujours stabilité. Par
exemple, soit G = SI(3, C), on considére la représentation adjointe G qui se décompose :
G=T¢o @aeR Gy Soit H € T et o, les deux racines simples de G. Alors le sous-
espace: W = C.H © G, @ Gg D Gaqp est stable par B. Le pords dominant A associé a
W est égal a 2(av + ) qui est régulier, donc L = T et P* = B". Alors les poids du
T-module :
(hom(W,G/W))/Lie BX

ne sont pas dans un demi-espace ouvert puisque ce module est non nul en poids zéro,
ceci entraine la non stabilité puisque L =T (voir remarque 2.1).
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2.2 Preuve du théoréme 2.1
2.2.1 Preuve des points 1), i), 111) et wv)

Nous reprenons les notations des sections précédentes. On veut appliquer la pro-
position 1.1 & G = GI(V,). Alors S;V, et SgV, sont des G-modules simples de poids
dominants 7 et . Le sous-groupe parabolique P C (G associé au poids # se décompose

en:
k+1

L~ ]___[ GI(W;) et Lie Pr=U= @ hom(W;, W;) .
- 1<i<j<k+1

k+1 S

Le L-module simple de poids 7 est isomorphe a: ®; 2, Sr, W; D’apres la proposition

1.1 on a un P-isomorphisme:

k41
U :Uj (CUX')TL @ Srr+m9vu = C[X] & ®Sﬂjim .
n>0 =1

Rappelons que X est la grosse cellule de G/p_, que vr est un vecteur de poids dominant
f pour G et de poids dominant A pour G et que P est le sous-groupe parabolique de
G qui fixe la droite C.vx. On a vu a la section 1.2 que I'image de P par "application

: G — G est incluse dans P donc @ est un P-morphisme. La multiplicité de V), 4,y
dans Sr4noV, est égale a la dlmensmn du sous-espace vectoriel de (C.v¥)" @ Sryns V.
composé des vecteurs propres de B de poids u, sous-espace noté:

[(C¥)"™ @ Sryng Vi)

La construction par union croissante de P-modules, donc de B-modules, démontre le
point ).
Pour le point i) remarquons que ® induit un isomorphisme:

@ (Y UCHH" ® SrpnaVilP) = [CIX]® (R S, WP

n>0 =1

Nous allons maintenant calculer I’espace vectoriel de droite. Le sous-groupe de Borel de
G se décompose en B ~ P'>q (BN L). Comme P* agit trivialement sur @4 S, W;,
on a un isomorphisme:

k41 k41
@ ®S7'r] B) ~ C /Y ® ®Srr] BOL)

D’apres la proposition 1.2, C[X]F" est L-isomorphe & C[U/ /Lie P*], donc isomorphe par
dualité a S(U- /LieP"), ce qui démontre le point ).

Pour les points iz) et iv), il suffit de remarquer que les composantes isotypiques
de la L-algebre C[X]"" sont des modules de type fini et sans torsion sur I'algebre des
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invariants de L, voir par exemple [10] p 95. Si cette algebre est réduite aux constantes,
les composantes isotypiques sont alors des espaces vectoriels de dimension finie et toute
multiplicité est finie. Réciproquement s’il existe des invariants non constants, alors les
multiplicités sont nulles ou infinies.

2.2.2 Preuve du point v)

Nous commencerons par énoncer un lemme montré par M. Brion [2].

Lemme 2.1 Soit V) et V), deux G-modules simples de poids dominants X et pu, soit P le
stabilisateur de la droite ly. Il existe un P-module () et une suite exacte de P-modules:

0LV, = Vigy—Q —0.

De plus tout poids de Q) est inférieur ou égal a un poids de la forme : A+ s, () — @ pour
une racine simple o non orthogonale a A.

preuve du point v): Nous allons démontrer le point v) uniquement dans le cas ol
# = 1°. La preuve dans le cas général s’inspire de la méme idée mais elle contient
beaucoup plus de calculs. Nous renvoyons le lecteur a [15] pour une preuve compléte.

Nous allons appliquer le lemme 2.1 & G= GI(V,) et aux représentations irréductibles
SeVy, = AV, et SpinaV,. Nous avons défini dans la section 3.2 un vecteur vr € AV,
de poids dominant 1% pour G et de poids dominant A pour G. Soit P (resp. P), le
sous-groupe parabolique de G,(resp. de ) qui stabilise la droite {x = C.vz. D’apres le
lemme 2.1, on a une suite exacte de P-modules :

0 — l_’F@STr-l—na‘/y — Sﬂ-+(n+1)a‘/y — Q — 0 .

Comme p(P) C P, la suite exacte ci-dessus est compatible avec I’action de P. Sup-
posons maintenant que la multiplicité de V4 (nq1)x dans Sryny1)eV, soit strictement
supérieure a la multiplicité de V1, dans S;y,.V,. 1l existe alors un vecteur w € )
de poids 4 (n 4+ 1)X. Rappelons que ey, ..., e4 est une base de V,, formée de vecteurs
propres du tore maximal T de G. De plus le sous-groupe de Borel B de G est le sous-
groupe des matrices triangulaires supérieures inversibles par rapport a la base (e;)1<i<d-
Sion choisit comme tore maximal 7" de G les matrices diagonales inversibles par rapport
A cette base, alors I'image de 1" est dans I’ et le vecteur w € Q est un vecteur propre
pour T d’un certain poids x. En identifiant ¢ & un sous-espace vectoriel de Sy (ny1)e Vs,
on peut écrire y = Z;-izl x;e; ol les z; sont des entiers positifs ou nuls et les ; sont les
poids de la représentation standard de G = GI(V,). Comme w € @, d’apres le lemme
2.1, x est inférieur ou égal & un poids de la forme 6+ s, (7 4 nf) —« ol v est une racine
simple non orthogonale a #. Comme # = 1° la seule racine non orthogonale & 6 est:
0y = €4 — €441 Ce qui permet d’écrire:

0+ sa,(m+nl) —a,=(mi+n+1,...,ma1+n+ 1, mar1, 7+ 0+ 1, Tag9,...) .
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Rappelons que si I = (Iy,1y,--+,1q) et I' = (I{,1},...,I}) sont deux poids de
GI(CY), alors I est supérieur ot égal & I’ si et seulement si: |I| = |I'| et |1 > |I%,]
pour tout 7 tel que 1 < ¢ < d. Le fait que y soit un poids de ¢ implique donc: B

pour tout r < a: Zr::cj§|ﬂ'9|-|—(n-|—l)r (1)
=
St <t b la- D@4 ) (@)
=1

pour tout r > a: Zr:x]- <mer| + (n 4 1)]6) (3)
j—l
Z% |7 + (n 4 1)[6] - (4)

Rappelons que w est un vecteur propre de 7' de poids y = Z;l:] z;€;. Comme les
e; sont des vecteurs propres de T' de poids inférieurs ou égaux a v, les e; sont de poids
v — o; ol les g; sont des sommes de racines simples de GG. Le poids de w par rapport &
1 peut donc s’écrire:

d
+(n4+1)A ijy—aj :(|ﬂ'|—|—(n—|—1)|0|l/—2m]a]
j=1

7=1

d’apres ’équation (4). Comme 6 = 1%, on a: vr = e; A...A €,. Le poids de vz par
rapport a 1" est donc égal a: A = |0y — 377, 0;. On en déduit :

a

pA (DA =p+ (n+1)(0ly = aj) .

j=1

En comparant les deux expressions de pu + (n + 1))\ on obtient ’égalité :

Tl — p = Z (n+1))o; + Z z;0; . (5)

j=a+1

Nous allons maintenant exprimer ’existence d’une forme linéaire strictement positive
sur les poids de: U ~ hom(V, /W, W). Pour cela nous poserons :

my = min{f(o;) |1 <7 < a}, My = max{f(co;) |1 <j <a}, my=min{f(o;)]a<j<d}.

On a évidemment My > my et ’hypothese de positivité de f est équivalente a I'inégalité :
mg > M;. En ordonnant correctement les vecteurs de base du sous-espace W, on peut
supposer qu’il existe un entier ¢ compris entre 1 et a de sorte que:

—(n+1) >0pourl<j<c
—(n+1) <Opourc<j<a.
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On peut donc minorer f(|7|v — p):

flmly = p) >
d
ij— (n4+1))mq + ( Zx] (a—c)(n+1))M; + ( Zx]
J C+1 ]:a-l-l
D’autre part on a ’égalité :
d c
Zw]— (a=c)(n+1) = |r|+aln+1) Zx] Z z;—(a—c)(n+1)
J=c+1 j=1 j=a+1
d c
= |r|+e(n+1) - Z Ty — ij (7)
j=a+1 7=1
D’apres Iinéquation (1) on a:
c(n+1)— Z%_—|775c|2—|7fga|=|77>a|—|77| (8)

et d’apres I'inéquation (3) on a:

d
>

j=a+1

|7| + a(n+1) Zx]

1+ (4 1) = o] = g = (= 1)+ 1)
|75l + Tq — Tap1 + 0+ 1
|7>al +m+ 1. (9)

Finalement, en reprenant I'inégalité (6), et en tenant compte de (7),(8) et (9) on obtient :

(AVARAVAR AV

¢ d
F(rlv = p) 2 (e(n+1) =D a)(My —ma) +[7|Mi+ () ;) (ma — My)
J=1 j=a+1
> (Imsal = |7[)(My — mq) + |7 My + (750 + 0+ 1)|(m2 — M)
> |75l (My — ma) + |m[my + (750 + 0+ 1)|(my — M)
> |mlmi+ (|75 + 0+ 1) (m2 — M) .

La derniere inégalité est équivalente a:
n+ 1< (fl7ly = p) = I7sal (ma = My) = |z|my) (my — M)~

D’ou I'inégalité du point v) du théoreme dans le cas ot k =1 et [; = 1, en remarquant
que:

my = min{f(x)| x poids de V,/W} — f(v)

M; = max{f(x) | x poids de W} — f(v)
d’ott my — My = min{f(x) | x poids de hom(V,/W, W)} = Dy. De plus Dy = m; =
f(v) — max{f(x) | x poids de W;}. o
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3 Application a S;(S;V)

Nous allons dans cette partie appliquer le théoréme 2.1 & la représentation S,V du
groupe GI(V). Nous commencerons par classifier tous les sous-B-modules de S,V en
reprenant des travaux de L.Manivel [14]. Ensuite nous montrerons quelques propriétés
de croissance et de stabilité. L’intérét de ces propriétés se situe surtout dans leurs
conséquences: le corollaire 3.1 qui est énoncé de maniere plus générale dans I’article
cité de L.Manivel et surtout le corollaire 3.2 qui explicite des conditions nécessaires
pour qu’une composante simple apparaisse dans le pléthysme S, (5,V'). C’est pourquoi
nous laisserons de co6té certains calculs qui ne sont pas nécessaires a ’obtention de ces
corollaires.

3.1 Sous-espaces B-stables de S,V

Si A est une partition, nous noterons sy la longueur de la diagonale principale du
diagramme de Ferrers associé a A, i.e. sy est I'unique entier positif tel que A;, > s, et
Asy+1 < sx+1. Parexemple s(3 5 1) = 2. Nous noterons Par(d) ’ensemble des partitions
symétriques contenues dans le carré de coté d = dim V. La proposition suivante (dont
nous laissons la preuve a titre d’exercice) décrit de maniere trés précise les sous-B-

modules de S,V

Proposition 3.1 i) On a une bijection:

Par(d) — {W C S;V | W stable par B}
A W/\(s) = @f;l EB;\’:Z Cei.ej .

ii) Soit X une partition symétrique, alors le poids dominant A(s) induit par le sous-
espace W(,) est donné par:

)\(8)Z =X\+1 si1<s,y
=)\ S11 > Sy .

[Al+sa
T -

i) De plus la dimension de W,y que nous noterons d(A) est égale a: d(A) =

Exemple 3.1 Soit A = (4,3,2,1), alors Wy(,) C SoV' a pour base les vecteurs:
€2, €1.€9,€1.€3, €1.€4, €3, €.63 €t le poids dominant associé est égal a (5,4,2,1).

Remarque 3.1 Comme l’a remarqué L. Manivel, [1]] on obtient de cette maniére toutes
les composantes du pléthysme N*(SoV'), voir [12], page 47, exercice 10.



16 3 APPLICATION A S.(S,V)

3.2 Croissance et stabilité dans le cas symétrique

Nous allons appliquer le théoreme 2.1 & G = GI(V) et a la représentation irréductible
S9 V. Nous allons commencer par le cas o1 § = 1%. Dans la section précédente on a vu que
les sous-espaces stables par B de S3V sont en bijection avec les partitions symétriques
contenues dans le carré de coté d. Soit A une telle partition, il est facile de voir que
A peut s’écrire: A = fglf;il---ffp avec f; = Y1 ja;. Soit 0 =Vy C Vi C -+ C
Vp C Vpy1 =V le drapeau de V, stable par B, associé aux sauts de A, i.e. dim V; = f;.
On posera f,11 = d = dim V. Pour tout entier ¢ compris entre 1 et p 4 1 posons:
Ii:{n€N|fi_1 <n§f2}

Pour i compris entre 1 et p+ 1, nous noterons W; = V;/V;_1 les quotients successifs
du drapeau ci-dessus. On a dim W; = a; pour 1 <7 < p+4 1 en posant ap41 = d — f,.
Nous identifierons W; au sous-espace vectoriel de V' de base les vecteurs (e;);ey,. Pour
décrire le sous-espace W) (,) stable par B et associé a A, nous allons introduire la notation
suivante:

W,W; =W, oW, sii#j
= SoW; sii=7j.

Alors on a:

Wi P WiWpet (S9V)/Wygx= WiW,.

I+m<p+1 [+m>p+2

1<ISm<p 1 1<ISm <P+l
Nous noterons U_ = hom(Wy(,), S2V/Wy(s)) la grosse cellule associée au groupe G =
GI(S3V) et au poids dominant (1)“*) induit par Wi(s)- Rappelons que d(A) = (|A] +
$))/2. On a: sy = f, ol ¢ est égal a la partie entiere de (p+ 1)/2. On en déduit:
d(A) = (JA[+ f.)/2. Le sous-espace W)y induit un poids dominant A(s) de GI(V). On
déduit de 3.1 que, si p est impair: A(s) = (f, + D)% ... (fo+ D)% fit' . f{7 et sip
est pair: A(s) = (fp + D)4 ... (foyr + D)% fet .. fi7. Les sauts de A(s) sont placés
aux mémes endroits que les sauts de la partition A. On en déduit que le sous—groupe
parabolique associé a A(s) est donné par:

p+1
L~ [ GI(W;) et LieP*~ P  hom(W;,W;).
i=1 1<i<j<p+1

En conservant ces notations nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante :

Proposition 3.2 Soit p et © deux partitions, A une partition symétrique, on a les
assertions suivantes :

i) La multiplicité de S, 4,5V dans Srg (n)d» (S2V) est une fonction croissante de
n.

i) Cette multiplicité se stabilise des que:n > Y0 |isp| — |Tsq,(s)l -



3.2 Croissance et stabilité dans le cas symétrique 17

1) La valeur asymptotique est égale a la multiplicité du Hf;l GIl(W;)-module simple
Q! Sy, Wi dans :

S (o Was) @ Sras, ) (52V/Wi(s) © Sal(hom(Wi(y), S2V/Wi(y)))/Lie P

preuve: Vérifions que les poids de U_ = hom(WA SZV/W/A ) sont dans un demi-
espace ouvert. Pour cela définissons une forme hnealre f par f(al) =i—1si! € I;. Soit
X un poids de W)y, alors x peut s’ écrire: x =&, +,. Rappelons que

W= P Wi,
+m<p+1
1<I<m<p+1
Doncsipe et g€ I,,ona: f(x)= flept+ey) =l-14+m—-1<p—-1.8i x=¢,+¢,
est un poids de SQ‘//WA(S) alors comme

SQV/W/\(S) >~ @ VV[Wm
I+m>p+2
1<I<m<p+1
on a, en supposant que p € lyet ¢ € I, : f(x) = flep+eq) =1 —14+m—12>p. Les
poids de U4_ sont donc dans un demi-espace ouvert. Pour calculer la borne de stabilité,
nous utiliserons la forme linéaire — f qui est strictement positive sur les poids de /. On
a:

—f@Irler = (mer + -+ paca)) = |pnl +2|pr |+ 4 (0= Dlpg| = Zlum

Il nous suffit maintenant de calculer la borne de stabilité dansle casoun bk =q¢=1, b =
dy(s) et Dy = 1. Pour finir, il nous reste a remarquer que le [T2F GI(W;)-module sunple
de poids dominant p est isomorphe a: ®p+1 Sur, (Wi). o

Nous allons énoncer maintenant un corollaire direct de cette proposition.

Corollaire 3.1 Soit A une partition symétrique, A(s) le poids dominant associé, alors
pour tout n la multiplicité de Sy )V dans S ,ya (S2V) est égale a un.

preuve: C’est une conséquence directe de la proposition 3.2 pour g = 7 = 0. Dans ce
cas la multiplicité est constante et est égale a la multiplicité du Hf"_ll GIl(W;)-module
trivial dans I'espace:

Se[hom (Wy(4), S2V/Wi(s))/Lie PL] .

Mais les poids de hom(WA SQ‘//WA ) sont dans un demi-espace ouvert, d’ou la
conclusion. ¢
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Nous allons maintenant appliquer le théoréme 2.1 dans un cadre plus général.
D’apres la section 3.1, un drapeau de SV stable par B est donné par une suite de
partitions symétriques A\', A2, ..., A? telle que A\* C Nt!: )\é- < )\;"'1 pour tout j tel que
1 <j<d=dimV. Les calculs devenant tres difficiles & mener dans le cas général,
nous allons nous limiter & une famille particuliere de drapeaux de S;V. Pour cela nous
poserons pour tout i tel que 1 < ¢ < p: A' = fIf22 fl avec f; = Yl a; et
fp <d=dimV.

Nous définirons I; et W; comme précédemment: [; = {n € N | fi_y < n < f;} et
W; est égal au sous-espace vectoriel de V' de base (6j)je[i. Soit Z; le sous-espace stable
par B associé & A'. On a:

Zi= P ww,.
I+m<e+1
1<I<m<i+1

Soit F le drapeau de S;V induit par la suite des A\*:
0:Z0C21CZzC...CZpCZp+1252‘/.

Nous noterons U; = Z;/Z;_y, pour i = 1,2, ..., p+1, les quotients successifs du drapeau
F,on a alors:

U, = @ WiW, pourl<i<pet Uy = @ Wi W, .
[+m=i+1 I+m>p+2
1<I<m<it1 1<I<m<p+1

Nous noterons a; o a; = dim W;.W; de sorte que I'on a:

a;oa; = a;.a; sii#j
= ai(a;+1)/2 sii=7j.

Nous poserons pour 2 =1,...,p:
¢, =dim 7, = Z a0ty et cpyq =dim SV .
+m<i+1
1<I<m<p+1

Enfin nous définirons les intervalles d’entiers: .J; = {n € N |¢;—1 < n < ¢;}. Le drapeau

F induit un poids dominant © de GI(S3V). On a:

O = plimUi(p _ 1)dimUz  qdiml,

Soit P le sous-groupe parabolique de GI(S,V) associé au poids O. La grosse cellule _
de G1(S2V)/P sera isomorphe a:

U-~ P hom(U;,Uy) .
1<i<i<pHl
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Le drapeau F induit un poids dominant de GI(V'), que nous noterons A(s) = 3 A(s).
Nous n’allons pas calculer explicitement A(s) mais nous contenter de remarquer que
les sauts de A(s) sont placés aux mémes endroits que les sauts de la partition A?. On
en déduit que le sous-groupe parabolique associé a A est le méme que celui associé au
poids AP, on a donc:

pt1
L~ H Gl(W;) et Lie P! ~ @ hom (W;, W;) .
: 1<i<i<pH

Si g est une partition quelconque, le L-module simple de poids g sera isomorphe a:

p+1 .
® 5, Wi.

Nous reprenons les notations introduites précédemment pour énoncer la proposition
suivante:

Proposition 3.3 Soit u, 7 deux partitions, A\*, \?, ..., AP p partitions comme ci-dessus.
On a les assertions suivantes :

i) La multiplicité de Susna(s)V dans Srine(S2V) est une fonction croissante de n.
i) Cette multiplicité se stabilise dés que:n > Y0 (|uss| — [Tse]) -

iii) La valeur asymptotique est égale a la multiplicité du Hp+1 Gl(W;)-module simple
Pt S, Wi dans :

p+1
Q) S, Ui@S[( € hom(Uy, Uy))/Lie P .
=1 1<i<j<p+1

preuve: Il reste & montrer que les poids de /_ sont dans un demi-espace ouvert et a
calculer la borne de stabilité. Soit f la forme linéaire définie par: f(e;) =i—1sil € I;.

Si g+ &, est un poids de:
U= ¢ ww

Im=i+1
avec 1 <i < palors f(e;,+en) =1 — 1. Si &+ £,, est un poids de
U= P WiWn,

l+m>p+2

alors f(e; +¢&m) > p. Comme U_ est isomorphe & @ <;c;<p+1 hom(U;, Uj), f est stric-
tement positive sur &/_. Pour calculer la borne de stabilité, nous utiliserons la forme
linéaire — f strictement positive sur i :

—fQ2lxler = (mer+ paea+. . paga)) = |pp [+ 2l |+ 4 (= Dlpg,,. | = Zlum
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Les hauteurs des sauts de 8 sont toutes égales & un ainsi que les constantes :

D; =inf{—f(x) | x poids de hom(U;31,U;)} .

D’apres le théoreme 2.1, la multiplicité se stabilise des que: n > Y0 (|us ] — [754]) -
Ce qui termine la preuve de la proposition 3.3. ¢

Nous allons maintenant énoncer un corollaire de cette proposition.

Corollaire 3.2 S5i le module simple S,V apparait dans Sr(S2V') alors pour tout p et
pour toute suite d’entiers positifs ay,ag, ..., a, [inégalité suivante est vérifiée :

P P
Do lisarttal 2 75| (*)

ot ¢; est défini par:

ci = E a; o Ay,

I4+m<it1
I<m
AVEC ) O Uy, = Ay, S1L#m et ajoa = a(a;+ 1)/2.
De plus en cas d’égalité la multiplicité de S,V dans Sr(S2V') est égale a la multipli-
cité du TIP3 GUW;)-module simple @ S, W; dans :

p+1

RS-, ( P wWiwn)

=1 +m=1+1
1<i<m<p+1

ou (I;) et (J;) sont les intervalles d’entiers définis par:

L = {neN|lax+-+ai-1<n<ar+...44a;}
Ji = {n€NJe_i1 <n<el

ol apyr =d — (a; + -+ ap) et on les W; sont des espaces vectoriels de dimension a;.

preuve: Si S,V apparait dans S;(S2V) alors d’aprés la proposition précédente le
124! GI(W;)-module simple @2/ Sy, Wi apparait dans:

p+1
@) S, Ui @ SelU_/Lie P2 .

=1

Soit f la forme linéaire définie précédemment, elle est constante et égale & ¢ — 1 sur
les poids de W;. Donc f est égale a: Y0 s, 4 4q.| sur les poids de @51 Sps Wi
Sur les poids de U;, (1 < i < p), f est égale & ¢ — 1 et sur les poids de Upqy, f est
supérieure ou égale a p. Comme f est strictement positive sur les poids de U_, f est
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supérieure ou égale & Y7 |7s.,| sur les poids de: @1 S, U; ® So[U_/Lie P*]. Ceci
montre I'inégalité (x).
En cas d’égalité la multiplicité de S,V dans Sr(S2V) est égale a la multiplicité de
! Sur, Wi dans:
pH1
Q) S, Ui @ SelU_/Lie PL] .
1=1
car la borne de stabilité du point i) de la proposition 2.1 est nulle. On conclut en
remarquant que le GI(V)-module:

p+1
R0, ( @ Wi
1=1 l+m=i+1
1<I<m<p+1
est égal au sous-module de:
p+1

X) Sr,, Ui @ SolU-/Lie P]

=1

P
dont les poids appartiennent a I’hyperplan: f = Z |Tse;|-©
=1

Exemple 3.2 Si p = 1 on obtient Uinégalité: |psq| > |7r>a(a+1)|- Remarquons que

M.Brion avait déja obtenu cette inégalité pour a = 1, voir [2]. A l2’az'de de cette inégalité
on voit par exemple que S(19.1)V n’apparait pas dans 5(4’23)(52‘/). St Dégalité est vérifiée
i.e. |ps1| = |ms1 alors M.Brion a montré que la multiplicité de S,V dans S(5.V) est
égale G un si [t~ = Tsq €t 4 2€éro sinon.

St P = 2 on obtient l’inégalité" |H>a1| + |H>a1+az| > |7T> al(a21+1) | + |7T> ay(ar+1)

fﬁ'ﬂl az | ’
On en déduit par ezemple que la composante S5 312)V n'apparait pas dans 5(5’22’1)(52‘/),
en effet on a:

|(5,2%, 1)1 +1(5,2%, 1)52] = 8 et [(15,3,1%)51] +1(15,3,1%)52| = 7 .

Ce qui contredit l'inégalité ci-dessus avec a; = ay = 1. Remarquons cependant que les
.- 2 3 o . A .

partitions p = (15,3,17) et © = (4, 2°) vérifient toutes les inéquations |fis,| > |71'> alat1) |

pour tout a.

Exemple 3.3 St u et 7 vérifient l'équation: |ps1| + |ps2] = |7s1| + |7>2], alors la
multiplicité de S,V dans Sp(S;V) est égale au coefficient de Littlewood-Richardson :
7'r>2
L e e . o o
FEn effet d’aprés le corollaire cette multiplicité est égale a la multiplicité du GI(Wr) X

Gl(W3) x GI(W3)-module simple S,,, W1 @ S,,Wo ® S,,_,Ws dans

H>2

M = 5., (S2W1) @ Sy, (W1 @ Wa) ® S‘rr>2 (W1 @ W3 & SaWs) .
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ot Wi et Wy sont deux espaces vectoriels de dimension un et W3 un espace vectoriel de
dimension dim V' — 2. Par la formule de Littlewood-Richardson on sait que:

Sran (W1 @ W @ S3Wa) ~ @ €777 Sa(S2W2) @ Sp(Wr @ Wa)
a,B

la somme étant effectuée sur toutes les partitions o et 3 telles que |a|+ || = |7>2|. De
plus on peut supposer que o a une seule part, car sinon S,(S3Ws) est nul. On en déduit
que :
M = @CS?;SQWH-WQ-I-WH/VI @ Sry42aWo @ SgWs .
o,

St la multiplicité est non nulle, alors on a le systéme d’équations suivant :

Bo= p>2
T+ 200 = g
2m +m+ 18] =
at |l = 7.

De la premiére et quatriéme équations, on obtient que = psy et que o = |wso| —
|t>2|. On vérifie facilement que dans ce cas, la deuriéme et la troisieme équations sont
toujours vraies, d’ou l’assertion.

4 Autres applications

Les calculs présentés dans la section précédentes s’effectuent de maniere tres similaire
pour le pléthysme S;(A%V') ainsi que pour la décomposition en GI(E) x GI(F)-modules
simples de S, (E®F) (décomposition équivalante ala décomposition du produit tensoriel
de deux représentations irréductibles du groupe symétrique). On a dans ces deux cas
une description tres précise des sous-B-modules ce qui permet d’obtenir des propriétés
de stabilité similaires au cas traité précédemment. A cause de cette similarité, nous ne
donnerons ici que les résultats que nous estimons &tre les plus significatifs, c’est & dire
des conditions néccessaires d’apparition d’une composante simple dans ces pléthysmes.
Nous renvoyons le lecteur & [15] pour une présentation plus détaillée.

4.1 Le cas antisymétrique

Proposition 4.1 Soit p un entier positif, soit ay,ag, -+, a, une suite d’entiers positifs
telle que a1 > 2, alors si le module simple S,V apparait dans Sx(A\* V) on a linégalité :

p

P
Z |H>a1+...+ai| - Z |7T>Ci| 2 0
=1

=1
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avec ¢; = Z AN G €t apNay =Imsil#metagNay=ai(a;—1)/2.

[+m<i+1
1<I<m<i+1

De plus, en cas d’egalité, la multiplicité de S,V dans S:(A*V) est égale a la multi-
plicité du T2 GUW;)-module simple @71, Sur, Wi dans :

p+1
R5n,( B Winw)
i=1 I4m<itl

1<I<m<it1

ou (I;) et (J;) sont les intervalles d’entiers définis par :

I, = {TLEN|(11—|—..-—|—LLZ'_1<n§a1+...+ai}
Ji = {neN|ei1 <n<e}

avec apyq = dim /\2 V—(a1+- - +ay,), et ot W; un espace vectoriel de dimension aj.

Exemple 4.1 5i p = 1 on obtient l'inégalité: |psa| 2 |7 o | pour a > 2. Cecy
2

permet de montrer, par exemple, que S 75V n'apparait pas dans 5(4’23)(/\2 V).
Sip = 2, on obtient Uinégalité: |psa,| + |fay+as| > |Faya=n) | + |7ra1(a1—1)+a1a2|.

2 2
Ceci permet de montrer, par exemple, que S312,951)V n'apparait pas dans le pléthysme

5(52’4’23)(/\2 V) car:

[(13,12,9,5, )so| + [(13,12,9,5,1)s4] = 16 et |(5%,4,2%) 51| + [(5%,4,2%)55| = 17

ce qui contredit [inéquation ci-dessus pour a3 = ay = 2.

4.2 Application a S (E® F)

En appliquant le théoreme 2.1 au pléthysme S, (F @ F'), nous retrouvons des inéga-
lités explicitées par L.Manivel dans [14].

Proposition 4.2 Si le module simple S, FE @ SgF apparait dans S, (F ® F) alors pour
tout entier p et pour toutes suites d’entiers aqi,...,a, et by, ..., b, Uinégalité swivante
est vérifiée:

P

P
D (0saytotar  [Bsbyettr]) > D [v5el
=1

=1

o ¢; est défini par:

c; = Z arb,, .

I+m<i41
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De plus, en cas d’égalité, la multiplicité de S, @ SgF dans S, (E @ F) est égale a
la multiplicité du [T22! GI(W;) x GUW!)-module simple @] Sor, Wi ® Sp, W, dans :

p

RSy, D Wi Wn)

i=1 +m=i+1

ou (I;), (1}) et (J;) sont les intervalles d’entiers suivants :

I, = {jEN|a1+...—|-ai_1<j§a1_|_..._|_a2.}
[z{ = {jEN|b1+"'+bi—1<]'§b1-|—----|-bz-}
Jz' = {nEN|Ci—1<’n§Ci}

avec ppy = dim E — (ay + -+ ap), bpyr =dim F — (by 4+ -+ -+ by,) et W; (resp. W)

des espaces vectoriels de dimension a; (resp. de dimension b;).

Exemple 4.2 Pourp =1 on obtient l'inégalité: |asq|+|Bss| > |v>ap| pour tous entiers
positifs a et b. St a = b =1 on retrouve l'inégalité exprimée dans [8] (corollary 2.9.20).
On voit aussi dans ce cas que si l’égalité est vérifiée, alors la multiplicité de So &2 @ Sgl’
dans Sy(F @ F) (qui est égale a la multiplicité de [y] dans [a] ® [3]) est égale a la
multiplicité du GI(W) x GUW')-module simple So, W @ Sp,, W' dans S, (W & W')
ot Wet W' sont deux espaces vectoriels de dimension assez grande. Cette multiplicité
est égale au coefficient de Littlewood-Richardson Cz;ﬁ>1. Ce résultat est montré par
J.Dvir dans [5] et M.Brion dans [2]. Linégalité pour a et b quelconques a été également
montrée par J. Dvir dans [6], mais sans expression de la multiplicité en cas d’égalité.

St p =2 on obtient l'inégalité suivante :

|04>a1| + |Oé>a1+a2| + |ﬂ>bl| + |ﬂ>b1+bz| > |7>a1-51 | + |7>a1~b1+a1~b2+a2~b1| .

Cette inéquation permet de montrer, par exemple, que [(6,5,4%)] n’apparait pas dans

[(12,6,1)]® [(12,6,1)]. En effet on a:
2((127 6, 1)>1 + (127 6, 1)>2) =16 et (67 9, 42)>1 + (67 9, 42)>3 =17

ce qui contredit 'inégalité ci-dessus avec a1 = ay = by = by = 1. D’autre part, on peut
vérifier que les partitions «, (3,~ satisfont a toutes les inéquations possibles avec p = 1.

4.3 Le cas d’un pléthysme quelconque de GI(V)

Si nous considérons une représentation quelconque de G = GI(V), nous n’avons
plus de description aussi précise de ses sous-B-modules. Nous allons nous servir d’une
famille particuliere de sous-espaces B-stables de S, V. Pour toute partition v et pour
tout entier b, nous noterons b, = dim 3, C®.

Proposition 4.3 Soit W C V un sous-espace vectoriel de V' de dimension b et stable
par B. Alors on a les assertions suivantes:

i) Le sous-espace 7 = S,W est inclus dans S,V et est stable par B.
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i) Le poids \ de la droite N> S,W est égal a: X = |Ul)b”(1b) .

Ceci va nous permettre de retrouver un résultat démontré par L.Manivel dans [14]:

Proposition 4.4 Soit y,v, 7 trois partitions telles que le GI(V)-module S,V apparait
dans le pléthysme S, (S,V), alors pour tout entier b tel que [(v) < b < dimV, on a:

De plus, en cas d’égalité la multiplicité de S,V dans S;(S,V') est égale a la multi-
plicité du GI(Wy) x Gl(W3)-module simple SucW1 ® Sy, W dans :

STery (SVWI) ® S7T>by (W2 ® @ C;’ISQW1)

aJal=lv|-1

ou Wy est un espace vectoriel de dimension b et Wy un espace vectoriel de dimension

dim V —b.

Exemple 4.3 Pour illustrer cette expression de la multiplicité, regardons de plus prés
le cas suivant : Soit p, w, v telles que v = (n) et |psq| = |7sk| 0t k = dim S, C? = n+1,
alors une stmple application de la proposition ci-dessus montre que la multiplicité de
S,V dans S:(S,V) est égale a la multiplicité du GI(Wy) x GI(W3)-module simple :
S u2)W1 @ Sy, W2 dans :

H>2

Srcr (SuW1) @ Sy, (W1 @ W)

7T>k

avec dim Wy = 2. Cette condition nous permet de décomposer le pléthysme Sy, (S,W1)
(voir [3] et ses références). Il reste donc a décomposer Sy, (W1 @ Wy). On wvoit ici
apparaitre le probléme étudié a la section 4.2.
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