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par Christian DUPUIS

REsuME. — Les classes de résonance de fonctions donnent des caractérisations
d’espaces de transformées de Fourier de mesures non bornées, définies sur un groupe abé-
lien localement compact. Elles se définissent par une dualité avec des espaces de fonctions
test, formés de fonctions continues a support compact dont la transformée de Fourier appar-
tient a un espace L. Laccouplement de dualité entre les fonctions de ces deux espaces est
I'intégrale du produit et on utilise une propriété de continuité pour une norme portant sur
les transformées de Fourier des éléments de I'espace de fonctions test. Nous montrons que
les classes de résonance peuvent se définir a I'aide d’'un espace universel ® de fonctions test.
Comme I'espace P intervient dans la définition des quasimesures et dans celle de la trans-
formation de Fourier sur des espaces de quasimesures, on peut définir des classes de réso-
nance de quasimesures, qui apparaissent comme des espaces de transformées de Fourier de
fonctions, de mesures ou de quasimesures. Les premiers résultats sur le caractere universel
de I'espace P et les classes de résonance de quasimesures sont donnés dans la prépubli-
cation de I'Institut Fourier n® 234 (1993). La définition d’'une nouvelle famille de classes de
résonance compléte ce travail et permet d’obtenir des caractérisations des espaces de trans-

formées de Fourier des espaces £ (L) et E(f), ainsi que des inclusions entre ces différents
espaces.

Lespace 7 (P I) de la droite réelle est formé des fonctions qui appartiennent lo-
calement al'espace L?" et dontla suite des normes L?" sur les intervalles [n,n+1] appar-
tient a I'espace /. L'idée de séparer le comportement local d’'une fonction du compor-
tement global revient a N. Wiener, qui a introduit les espaces ¢?(L'), ¢>°(L?), £'(L>),
0> (L") et le sous-espace des fonctions continues de £'(L>°), noté £!(C), que 'on ap-
pelle maintenant I'algebre de Wiener [29], [30].

Dans le cas d'un groupe abélien localement compact G, les espaces EP(LPI)
peuvent se définir de plusieurs facons équivalentes :

J. Stewart [24], [25] et P. Szeptycki [26] utilisent le théoréme de structure du groupe
pour définir des ensembles qui sont les équivalents des intervalles [n, n + 1].

T. S. Liu, A. van Rooij et J. K. Wang (23], dans le cas de ¢'(C) et H. G. Feichtin-
ger [15] dans le cas général, considérent un ensemble compact K d’intérieur non vide;
I'espace /P (Lpl) est alors formé des fonctions f qui appartiennent localement a P et
telles que la fonction & — || fxz+x||p’ Soit un élément de I'espace LP (xr désignant



la fonction caractéristique de 'ensemble F). H. G. Feichtinger définit une plus grande
1

classe d’espaces, en remplacant les espaces P et LP par des espaces de Banach ayant

certaines propriétés.

Dans [14] H. G. Feichtinger donne aussi une définition de I'espace ¢! (C) a l'aide
d’'une majoration: soit ¢ une fonction positive continue a support compact, 'espace
£(C) est formé des fonctions continues f qui vérifient 'inégalité | f(z)| < 5 ang(z —

n

yn) Ol y,, est une suite convenable d’éléments de G et oi1 a,, est une suite de £'. Cette

définition ne dépend pas du choix de la fonction g.

J. P. Bertrandias et I'auteur donnent une définition constructive des espaces
EP(LPI) et étudient la transformation de Fourier sur ces espaces [7]. Etant donné un
voisinage compact E' de l'origine, on appelle pavage toute famille disjointe x; + £ de
translatés de E. Les éléments de /7 (Li"') sont alors les fonctions f qui appartiennent

L
localementa L?' et qui vérifient sup (N fXaitE ||z,) ? < 00, laborne supérieure étant
P
prise sur tous les pavages. Cette expression définit une norme.

On obtient ainsi différentes constructions de I'espace # (Lpl) avec des normes
équivalentes. De facon analogue, on définit des espaces de mesures ¢ (M), en rempla-
¢ant I’espace P I par'espace M des mesures de Radon bornées.

Ces espaces ont été définis et étudiés de fagon systématique par E Holland [21]
dans le cas de la droite réelle ainsi que dans [6] et [7] pour un groupe quelconque. Ils
interviennent dans des domaines variés de 'analyse harmonique commutative; dans
un article trés complet, J. J. E Fournier et J. Stewart en donnent les différents résultats
connus [18] : ainsi 'espace ¢*(L') apparait comme le domaine d’extension maximal de
la transformation de Fourier [2], [7], [26] ; il intervient aussi de facon centrale dans des
problémes de multiplicateurs (théoréeme d’Orlicz-Paley- Sidon) [4], [12] ; pour p fini, les
espaces ¢! (L?) sont des algebres de Segal et ¢! (C), dont le dual est £°° (M) [20], est I'élé-
ment minimal d'une famille d’algebres de Segal [14].

Lorsqu’une fonction est de type positif, cette propriété entraine que la fonction
est la transformée de Fourier d'une mesure définie sur le groupe dual. Ainsi S. Boch-
ner a montré qu'une fonction continue est de type positif si et seulement si elle est la
transformée de Fourier-Stieltjes d'une mesure positive bornée. Par suite I'espace B des
transformées de Fourier des mesures bornées est’espace des combinaisons linéaires des
fonctions continues de type positif [8]. Le critere de Schoenberg-Eberlein [13] donne une
autre caractérisationde I'espace B : une fonction f est transformée de Fourier d'une me-
sure bornée si et seulement si il existe une constante C'telle que pour toute fonction ¢ de
L'onait| | f¢| < C||@|c- Puis,J. L. B. Cooper [9] dans le cas de la droite réelle et ]. Ste-
wart [24] pour un groupe quelconque, ont utilisé I'espace ¢! ( L,?) pour montrer que toute
fonction de type positif est la transformée de Fourier d'une mesure positive (en général
non bornée). Pour préciser les résultats de J. L. B. Cooper sur les fonctions de type po-
sitif et obtenir une caractérisation de I'espace des transformées de Fourier des mesures
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de P (M), E Holland définit des espaces qu'il appelle classes de résonance de fonctions
[22]. Une classe de résonance se définit en remplacant dans l'inégalité de Schoenberg-
Eberlein 'espace L' par un espace @, de fonctions test ; elle forme I'espace dual de I'es-
pace &, muni d'une norme d’espace £?(L°°). Pour ¢ > 2, elle apparaitcomme l'espace
de transformées de Fourier des mesures de 7 (M).

Pour définir la transformation de Fourier des mesures non bornées, L. Argabright
et]. Gil de Lamadrid [1] ont introduit I'espace M7 (G) des mesures transformables sur
G'. Ces mesures ont une transformée de Fourier dans I'espace £*° (M) sur le groupe dual
I'. Les mesures de type positif appartiennent a 'espace M et une des questions posées
est de connaitre le rapport entre M et I'espace vectoriel engendré par les mesures de
type positif. En utilisant cet espace M, J. Stewart retrouve les résultats de Holland [25].
M. Torres de Squire étudie des classes de résonance de mesures relatives a un espace
®, ,» de fonctions test. Elle montre que I'espace M est la plus grande classe de réso-
nance de mesures et que I'espace vectoriel engendré par les mesures de type positif est
dense dans M pour la topologie vague [27].

Deux autres familles d’espaces, qui peuvent se définir comme les espaces £( L),
jouent un role important pour obtenir une définition étendue de la transformation de
Fourier. Les premiers espaces, notés £? (A), sont formés de fonctions qui appartiennent
localement a 'algebre de Fourier A du groupe; pour définir les fonctions f de ces es-
paces, on remplace la norme locale dans L?" par une norme || f||; avec une condition
locale sur f. Lespace des fonctions de A a support compact, muni d'une topologie
de limite inductive, ayant pour dual 'espace des quasimesures, les espaces ¢F (.4) ont
pour dual des espaces de quasimesures. J. P. Bertrandias [5] et H. G. Feichtinger [16],
[17] montrent que le dual de ¢'(.A) est I'espace £*°(Q) des quasimesures a transla-
tées bornées, qui peut aussi se définir d'une fagcon semblable aux espaces précédents.
Ils montrent que la transformation de Fourier est un isomorphisme continu de £' (A)
et donc, par dualité, un isomorphisme de £*°(Q). Comme tous les espaces cités sont
contenus dans £*° (Q) leurs élément ont pour transformée de Fourier une quasimesure.
En particulier 'auteur utilise ces résultats pour étudier les quasimesures de type positif,
qui apparaissent comme les transformées de Fourier de toutes les mesures positives de
£2° (M) [11]. On montre ainsi que pour une fonction ayant une transformée de Fourier
positive, une propriété locale de la fonction entraine 'appartenance de sa transformée
de Fourier a un espace ¢(L).

Le travail qui suit s’inscrit dans le prolongement des articles [6], [7] et [11], en
utilisant les mémes méthodes. Nous montrons que toutes les classes de résonance de
mesures peuvent se définir a I'aide de la dualité avec 'espace universel A. = ®; des
fonctions de A portées par un compact; cet espace @, est dense dans tousles espaces de
fonctions test. Puis, en nous servant de 'espace @, nous donnons la définition plus gé-
nérale des classes de résonance de quasimesures. Comme 'historique le montre, les ca-
ractérisations de fonctions de type positif et celles des transformées de Fourier de fonc-
tions appartenant a certains espaces fonctionnels sont des problémes liés. Lespace @,

3



étant utilisé pour définir la transformation de Fourier et intervenant aussi dans la défini-
tion des quasimesures de type positif, nous obtenons ainsi un bon cadre. Nous montrons
que les classes de résonance de quasimesures sont les tranformées de Fourier d’espaces
£(L). Puis, avec les mémes idées, nous définissons d’autres classes de résonance de qua-
simesures qui apparaissent comme les espaces de transformées de Fourier des espaces
£(f) de quasimesures. Enfin nous donnons des résultats sur les quasimesures des classes
de résonance, portant sur les aspects suivants: décomposition a I'aide de quasimesures

de type positif, problemes de multiplicateurs, inclusions avec des espaces £(¢) pour les
classes de résonance qui ne sont pas des espaces de mesures.

1. Notations, rappels.

Les notations et les résultats qui sont rappelés proviennent de [3], [5], [6], [7]
et [11].

A) NOTATIONS.

Soit GG un groupe abélien localement compact de dual I'. En général, le contexte
étant clair, on ne précisera pas le groupe de définition des éléments (fonctions, mesures
ou quasimesures) et de leur transformée de Fourier. On note K 1'espace des fonctions
continues a support compact, M I'espace des mesures de Radon et M le sous-espace
des mesures bornées. Soit f une fonction, on note f*(t) = f(—t). On désigne par A
I'espace des transformées de Fourier des fonctions de L! et par A, 'espace des fonctions
de A de support compact; la norme sur A est ||f||a = ||f||,. Soit F une partie d’'un
espace vectoriel, on notera (F') le sous-espace vectoriel engendré par F'.

B) Espaces /(L), 0 (A) ET ESPACES DE QUASIMESURES.

Les espaces (7 (LP'), P(M) et £(C) sont définis dans [6]. Nous utiliserons
leurs propriétés naturelles de dualité de convolution et de produit ponctuel. On no-
tera || ||, ', || [lp,a, || ||p,00 1a norme dans ces espaces et { , ) les accouplements de
dualité.

Lespace ¢'(A) est défini dans [3] de la fagon suivante: soit F un voisinage de
l'origine de G, symétrique, compact et adhérence de son intérieur. Soit f une fonction
qui appartientlocalement a A (c’est-a-dire qui coincide avec une fonction de A sur tout
translaté z + F de F), onnote || f||» = inf||f'||4, la borne inférieure étant prise sur les
fonctions f’ de A qui coincident avec f surz + E. Lespace £'(A) est alors formé par les
fonctions f qui appartiennent localement a A et telles que || f||1 4 = sup(3_ || fllz:) <

P

00, la borne supérieure étant prise sur tous les pavages {z; + F'} de G. Lespace ¢! (A) est

1
un espace de Banach pour lanorme || ||1,4 ; il est contenu dans tous les espaces P (L")
et {7 (M) et l'injection est continue.




Soit K un compact de G et soit A(K) I'espace des fonctions de A dont le sup-
port est contenu dans K. Lespace A., muni de la topologie de limite inductive défi-
nie par les espaces A(K) pour la norme [|f||4, a pour dual 'espace @ = Q(G) des
quasimesures [10], [19]. Soit o une quasimesure, on définit ,||c|| =  su (. /)]

rea+r) 1fla
pour 1 < p < oo on note (@) (resp. £°(Q)) I'espace des quasimesures telles que

lollp.@ = sup(3_=llorl[")> < oo (resp.[[o]loo,@ = supf|er] < oc). I espace £7(Q)

et

muni de cette norme est le dual de I'espace £' (A). Tous les espaces 7 (LF'), £ (M) et
P (Q) sont contenus dans 'espace £°° ()) et les injections sont continues.

c) TRANSFORMATION DE FOURIER.

La transformation de Fourier se définit sur l'espace ¢!(A) a 'aide de I'accou-
plement de dualité avec les fonctions ¢ de 'espace A, et de leurs transformées ¢. Une
fonction f de ¢'(A) a une transformée de Fourier f si pour tout pde Acona(f, @) =
(f, ). Latransformation de Fourier est un isomorphisme de ¢'(A) sur £'( A) et, par dua-
lité, de £°° (@) sur £°°(Q) [5], [16]. Dans la suite 'espace A, est noté &. Comme P et >
sont denses dans ¢!(A), une quasimesure o de £*°(()) a pour transformée de Fourier
une quasimesure ¢ de £*° () si pour tout ¢ de A. = ® ona (o, p) = (7,¢). Alors & a
pour transformée de Fourier la quasimesure ¢~ définie par (o™, f) = (o, f*) pour tout
fded®.

Cette transformation sur £°° (()) généralise la transformation de Fourier dans les
1
cas habituels; elle montre que tout élément d'un espace ¢7 (L ) ou (M) a une trans-
formée de Fourier dans £°(()).
Nous utiliserons aussi 'espace (L?);,. des quasimesures qui coincident locale-
ment sur G avec une quasimesure de L? ainsi que les espaces 7 (£°") [5], dont les élé-

ments sont des quasimesures ¢ de (LP'_) 10c- Ces espaces se définissent comme les es-

paces 7 (@), en remplagant ,||o|| par $||a||1? = sup (o )l .Ona (1) = (1(A).

rea+e) ||flly
Pourp < coetp’ < ool'espace ® est dense dans'espace ¢7 (¢7'). On ales inclusions sui-

vantes, qui correspondent a des injections continues: £? (ZP\' )y Cep (f/"\o) = (Q);sip
et ¢’ sont des exposants conjugués, pourp’ < 2ona? (12’\') C #P(L9) etpour2 < p’ on
afP (L4 C o (12’\') Comme les espaces £({) sont des sous-espaces de £*°(Q), la trans-
formation de Fourier est définie sur tous ces espaces; pour p < p’ c’est une application
linéaire continue de /7 (7') dans o (K/I\’) et pour p = p’ c’est un isomorphisme.

Le schéma suivant, qui est di a J. P. Bertrandias [5], résume les propriétés des
espaces /(L) et £(£), en particulier les injections continues d'un espace £(L) dans un
espace 2(2) ou inversement. Chaque point du carré représente un espace /7 (L‘""_) ou

(e,



Pour chaque famille d’espaces, les fleches vers le haut ou vers la gauche représentent des injections
continues, la symétrie par rapport au centre du carré correspond a la dualité. Dans le triangle hachuré des

espaces £ (Z ), la transformation de Fourier se représente par la symétrie par rapport a la diagonale du carré.

D) ESPACES DE FONCTIONS TEST.

Ces espaces ont été introduits par E Holland [22]. On note ®,, I'espace des fonc-
tions ¢ continues a support compact dont la transformée de Fourier ¢ appartient a I'un
des espaces P (Lp’) pourl < p’ < oo, et donc a tous ces espaces ([3], lemme II). Les-
pace ®; = & = A, estle plus petit des espaces ®,. Pour p > 2ona®, = K.

Lespace &, peut étre muni de la norme ||¢||, p’, les fonctions ¢ décrivant’espace
®,. Par référence a cette norme on notera cet espace ®, ;.

Pour 1 < p,p’ < oo, 'espace K des fonctions continues & support compact est
dense dans l'espace E”(L”I). On montre, en utilisant des fonctions de bases de filtre
d’unités approchées de Cesaro, que toute fonction de K est limite dans ¢F (Lpl) d’élé-
ments de </13, c’est-a-dire que 'espace ® est dense dans I'espace EP(LPI) ([7], 2.c).De
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méme pour p < co et p’ = oo I'espace ® est dense dans #(C), pourp = coetp’ < oo
I'espace ® est dense dans co(Lpl) etpourp = p' = oo l'espace ® est dense dans Co. En
notant q et ¢’ les exposants conjugués de p et p/, le dual de 'espace &), muni de la norme
l|¢],p» est donc dans les différents cas précédents, I'espace £9(L4'), £4(M), £'(L? ) ou
M.

E) QUASIMESURES DE TYPE POSITIF.

Une fonction complexe f, définie sur GG et localement intégrable est de type po-
sitif si, pour toute fonction k de K, elle vérifie I'inégalité [ f(z — y)k(z)k(y)dzdy > 0.
On montre qu'il existe une mesure de Radon positive p telle que ji = f et on obtient la
propriété équivalente : pour tout élément ¢ de ® dont la transformée de Fourier ¢ est
positive,ona (f, ¢) = (i, ¢) > 0.

Ceci conduit a définir les quasimesures o de type positif par la propriété: (o, ¢) >
0 pour toute fonction ¢ de ® dont la transformée de Fourier ¢ est positive. On note P
I'ensemble des quasimesures de type positif. Les fonctions, ou les mesures de type positif
classiques, sont alors les fonctions localement intégrables ou les mesures de Radon qui
appartiennent a P. Toute quasimesure o de P a une transformée de Fourier & qui ap-
partienta £°° (M) et P est'ensemble des transformées de Fourier de toutes les mesures
positives de £*° (M). Lensemble P est donc contenu dans £ (Q).

2. Classes de résonance.

A) CLASSES DE RESONANCE DE MESURES.

Nous rappelons icila définition de M. Torres de Squire [27]. Soient 1 < p, p’ < 00
des exposants, on dit qu'une mesure de Radon p est en résonance avec I'espace @, ,/ si
I'application ¢ — (u, ) de ®,, dans C est continue pour la norme ||||, ,» ou encore,
de fagon équivalente, s'il existe une constante C' > 0 telle que pour tout ¢ de ®, on ait
(s )] < Cll@llp pr-

On note R(®, ') la classe de résonance relative a 'espace ®, . ; elle est for-

mée des mesures x4 en résonance avec l'espace @, /. Cette définition généralise celle
de E Holland [22], qui étudiait les classes R.(®p o).

On vérifie facilement, a I'aide des propriétés d’'injections continues entre les es-
paces £(L), que pour p, < p; etp) < pj, laclasse R(®,, ;1) est contenue dans la classe
R(®,, ). Ainsi R(®P, ~ ) est la plus grande classe de résonance.

P2,P} ) ,00) plus g

Lespace M des mesures transformables, introduit par L. Argabright et J. Gil de
Lamadrid [1], est formé des mesures de Radon y telles qu’il existe une mesure, notée /i,
qui vérifie la propriété:

pour toute fonction k de K ona (u, k * k) = (ji", |l}|2)
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La mesure /i appartient a 'espace £° (M) et c’est la transformée de Fourier de
p. Inversement, si une mesure x a une transformée de Fourier i dans I'espace £°° (M),
alors p appartient 2 My car les fonctions k * k~ appartiennent 2 ® et donc M7y =
MnN E%) Les mesures de type positif appartiennent a8 M et une des questions
posées est de connaitre le rapport entre I'espace M et I'espace vectoriel engendré par
les mesures de type positif. M. Torres de Squire a montré I'égalité M = R(®P, -.) eta
montré que I'espace engendré par les mesures de type positif était dense dans R(® o)
pourla topologie vague o(M, K).

B) CLASSES DE RESONANCE DE QUASIMESURES.

Soient p et p’ des exposants et soient ¢ et ¢’ les exposants conjugués.

LEMME 1. — Soit u une mesure possédant une transformée de Fourier ji dans
I'espace (4(L? ) (resp. £4(M)). Pour toute fonction f de K dont la transformée de Fou-
rier appartient  I'espace (7 (L7 (resp. 7 (C)), on a I'égalité : (u, f) = (ii", f).

Démonstration. — Ce lemme se démontre comme la relation de Parseval ([7],
th.V), al'aide de bases de filtres d'unités approchées.

Comme dans [7], on note w les fonctions de X d'une base de filtre d'unités ap-
prochées classique de L. Les fonctions w sont positives, intégrables avec |jw||; = 1 et
sont portées par un compact fixe. Leurs transformées de Fourier w sont intégrables, po-
sitives et vérifient limw = 1 uniformément sur tout compact. On note ¢ les fonctions de
K d’une base de filtre de Cesaro. Elles sont positives, vérifient lim { = 1 uniformément
sur tout compact et f est une fonction positive, intégrable et d'intégrale égale a 1. Les
fonctionsf sont les éléments d’une base de filtre d'unités approchéesde L.

Soient w et ¢ des fonctions appartenant a deux bases d'unités approchées dé-
crites ci-dessus. La fonction {(w * f) appartient & ® et 4 a une transformée de Fou-

rier, donc on a (Cp,w * f) = {(u,{(w * f)) = ([[,f * (.Df) = (i * é,af) Comme
liul)nw * f = fdans K, ona lian(Cp,w % f) = (Cy, f). Laccouplement de dualité (ji™ *

f , f ) existe d’aprés les hypotheses et & tend vers 1 uniformément sur tout compact, d'oit
lim(ii~ + ¢, &) = (i + C, ). Parsuite (Cu, ) = (&~ + ¢, f). Enfin (Cu, f) = (. Cf)
donc lién(Cu, y=(u, fet lién([f xC, f) = (i, f), ce qui montre I'égalité annoncée.

ProprosITION 1. — Soit i un élément de M. les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) Lapplication ¢ — (p1, ) de ®,, dans C est continue pour la norme ||3||p p'.
(ii) Lapplication o — (4, ¢) de ® dans C est continue pourla norme ||¢||, p'.

(iii) La mesure ;1 a une transformée de Fourier dans I'espace {4( ¢ ’ ) (resp. £4(M)
ouM).



Démonstration. — (i) = (i) résulte de I'inclusion de ® dans ®,,.

(i) = (#4i) : comme ® est dense dans 'espace 7 (L") (resp. 7 (C), ¢, (LF') ou
Co), 'application se prolonge de facon continue a I'espace £* (L”') (resp. les autres es-
paces). Par dualité il existe donc un élément g dans ¢4( L") (resp. £4(M), £'(L9') ou M)
tel que pour tout ¢ de ® on ait 'égalité : (1, ) = (g, ). Par suite y a pour transformée
de Fourier g~.

(#43) = (1) : d’apreslelemme 1, pour tout élément ¢ de &, ona (i, ¢) = (4", &)
Qi (1, 2] < |l |19ll.p et on en déduit (i)

Ce résultat montre que I'espace ® suffit a définir les classes de résonance de me-
sures. Les quasimesures se définissant par dualité avec @, il conduit a la définition plus
générale des classes de résonance de quasimesures.

On note 75(<I>p7p/) la classe de résonance des quasimesures o, telles que I'appli-
cation ¢ — (7, ) de ® dans C soit continue pour la norme ||||, ,/. Ces classes de
résonance de quasimesures vérifient les mémes relations d’inclusion que les classes de
résonance de mesures. On a R (®, 1) = M N R(D, ).

Ces espaces fournissent un bon cadre pour la transformation de Fourier sur les
espaces £( ). En effet, les assertions (77) et (7i) étant bien str équivalentes lorsque y est
une quasimesure, ona:

THEOREME 1. — La transformation de Fourier est un isomorphisme entre les
espaces R (@, /) et (9(L?") pourp’ < oo, entre les espaces R (®, .,) et £1(M) et entre
les espaces R (Poo,00) € M.

On retrouve ainsi un résultat de M. Torres de Squire puisque 75(@1700) = [ (M)

et que I'espace des mesures transformables vérifie My = Zg’(ﬂ) N M. Donc
R(®P100) = MNR(Py00) = Mrp.

Dans la définition de 7%(<I>p7p/ ) si on remplace la norme dans ¢7 (L?') par la norme
dans /# (ZP\' ) on peut définir de nouvelles classes de résonance: on note 7~€(q> ~ ) la classe
de résonance des quasimesures o telles que I'application ¢ — (o, ¢) de ® dans C soit
continue pour la norme ”35”1;, 5+ Les résultats suivants montrent I'intérét de ces nou-
velles classes de résonance.

LEMME 2. — Pourp < oo etp’ < oo I'espace ® est dense dans I'espace £ (er").
Démonstration. — Comme I'espace ® = A, est dense dans °(¢r') [5], il suffit

de montrer que toute fonction ¢ de ® peut étre approchée dans ¢# (£7') par des fonc-
tions ¢/ de ®. Linjection de ” (£1) dans ¢?(£P') étant continue, il suffit de montrer cette
propriété dans I'espace 7 (£1).



Soit ¢ une fonction de ®, sa transformée de Fourier ¢ appartienta £'(A) donc a
£'(¢r). Considérons une décomposition de I'unité > {j formée de fonctionsde A, = &
k

[3]; les sommes finies de fonctions (¢~ sont dans @ et la somme ) _ (5% converge vers
k

¢ dans ¢! (ZAP) En utilisant la continuité de la transformation de Fourier de ¢! (E/Z’) dans
P (£) on en déduit alors que ) (i * ¢ converge vers ¢ dans ¢7 (£1).
k
Comme le dual de I'espace ¢7 (15’7 ) est'espace ¢4 (Zq\' ), on en déduit de méme que
précédemment :

THEOREME 2. — Pourp < coetp’ < 0, la transformation de Fourier est un

isomorphisme entre les espaces ﬁ(@p 17) et9(0a").

Les relations d’inclusion entre les espaces ¢* (/') montrent que pour p, < p;
et pb, < p}, linjection de 7 (£%) dans ¢%({%) est continue donc on a R(® ) C

N P1,pP}’
R(® ).

P2,py’
. . . ! - .
Les relations d’'inclusion entre les espaces £¢(L? ) et £4(¢") puis la transforma-
tion de Fourier sur ces espaces, permettent d’obtenir les inclusions suivantes :

pourp’ < 2on aﬁ(fbp a) C R(®, 1)

12 = o o~
pour2 < p'onaR(®p ) CR(P, 5).

On remarque alors que pour 2 < p les espaces EW) et Em donc ﬁ(ém,/)

sont des espaces de fonctions [7]; si on a de plus 2 < p’ c’est aussi vrai pour la classe

R(<I>p 17) d’apres une des inclusions précédentes. Dans la suite, un seul au plus des in-
).

dices p ou p’ de ﬁ(épypz) pourra étre infini et les deux indices p et p’ de ﬁ(@p ﬁ) seront
finis. ’

3. Propriétés des quasimesures d’une classe de résonance.

A) DECOMPOSITION A L'AIDE DES QUASIMESURES DE TYPE POSITIF.

Lespace ® servant aussi a définir les quasimesures de type positif, on a:

THEOREME 3. — La classe de résonanceﬁ(@LM) est I'espace vectoriel (P) en-
gendré par les quasimesures de type positif.

Démonstration. — Soit o un élément de R(@lm) ; d’apres le résultat précé-
dent, sa transformée de Fourier & appartient & £*°(M). En écrivant alors 6~ = v, —
v, + ivs — vy, oliles v; sont des mesures positives de £°° (M), on définit des éléments
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v; de P. Pour tout ¢ de ® ona (v;,p) = (vj,p)dolic = 1y — v, + i3 — ivseto
appartienta (P).

Inversementsic = 3 Ajo;avecles \; dans Cetleso; dansP, commeles 5; sont
dans £ (M), alors ¢ = ) A;0; appartient a £°°(M). Par suite ¢ est dans R(®; ),
d’apres le théoreme 1.

CoRroLLAIRE . — Toute quasimesure o de R(® ) se décompose de fagon
uniqueenoc = 0, — 0, 4 i03 — 104 ollles o; sontdansP.

La décomposition résulte de la démonstration précédente, I'unicité provient de
I'unicité de la décomposition correspondante pour une mesure et de I'injectivité de la
transformation de Fourier.

La transformation de Fourier réalise un isomorphisme entre 1’ensemble
P N (L9),. et I'ensemble £4(M), des mesures positives de £2(M) [5] (ce résultat
contient en particulier 'isomorphisme entre P N L7, et £*(M) de [11]). On en déduit

une caractérisation pour d’autres classes de résonance:
PROPOSITION 2. — Pourp < oo onaR(®, o) = (P N (L9)10c).

Démonstration. — Comme dans la démonstration précédente, si o appartient a
ﬁ(épm) alors & appartienta £9(M) (théoréme 1) et on écrit & = v; — v + iv3 — iy,
les v; étant dans ¢?(M) 4. On en déduit que les ©; sont dans P N (ﬁ)zoc puis que & est
dans (P N (ﬁ)lm).

Inversement, sic = > A;0;, les o; étant dans P N (L4);,., alorsles 6; sont dans

£9(M) 4 et ¢ appartienta £ (M ). Par suite o appartienta R (®, ), d’aprés le théoreme
1.

Légalité R (P, ) = MN ﬁ(épyp/) permet d’obtenir les résultats suivants sur les
classes de résonances de mesures, en particulier pour celles étudiées par E Holland.

ProPOSITION 3. — On ales égalités suivantes:

e — ——

R(Dpp) = MNLL(LT), pourp’ < 0o; R(Pp o) = MNLI(M), pourp < 0o ;
R(P1 o) = MN(P);  R(Ppoo) = MNP N (L)1), pourp < oo
'R’(q)zyoo) = <7D N leoc>'

Remarque. — Pour ¢ < 2les espaces (L?);,c, £7(L4") et £9(M) sont des espaces
de fonctions et l'intersection avec M est superflue. Pour la derniére égalité, comme

e — —~

2(M) est contenu dans £ (L2), ona R (®2,00) = R(P2,00) et bien sar (L), = L2,

11



B) RESULTATS SUR LE PRODUIT.

Les deux résultats suivants portent sur le produit de convolution et le produit
dans les classes de résonance. En plus des couples (p, q) et (p’, ¢’) on considérera les
quatre couples d’exposants conjugués (r, s), (v', s'), (t, u) et (', u’).

PROPOSITION4.~— @) POlil‘l <1+ %~: 117-|-%et1 <1+t = 1%-|— L avec
p<ooetr’ <ocoonaR(®p, ) * R(Prr) CR(Puw);
) pour0 < 41— 1= ety =4y ona

Démonstration. — «) Considérons des quasimesures o et T qui appartiennent

respectivement a R(®, /) et R(®, ). Leurs transformées de Fourier & et 7 appar-

tiennent respectivement 2 £9(14') et £*(L*"). Les hypotheses sur les indices entrainent
é—{— 1=1<1et ql—, + & = % < 1.Doncle produit 67 appartienta ¢! (L!') [6]. La trans-
formation de Fourier permet alors de définir le produit de convolutiono * 7 dans £°° ()
parl'égalité (o * 7, o) = (67, ¢ ) pour tout élément ¢ de . Par suite ¢ * 7 appartienta

R(®., ) d'apres le théoreme 1.

B) La démonstration est analogue a l'aide du produit ponctuel dans les espaces
£(£) 5.

< letgy+ 4 = 4 < lavec

PROPOSITION 5. — «) Pourl + 1 = % |

r

3

P < occetr < ooonaR(®y,)R(P, ) C R(Pyu)etavecy = 1’ = coona
R(Pp,oo) R(Proc) C R(Pu,co) s

) poury =+ ;et0< s+ 5 —1=rona
((I)P7Z;7) ( nr’) = R((I)u,;\’)
Démonstration. — «) Sip’ < ooetr’ < oo les hypotheses sur les indices en-

trament] < 1+ ¢ = ¢+ {etl < 1+ 5 = o + ;7 donc, avecles mémes notations que
dans la démonstration précédente, le produit de convolution & * 7 appartient a 'espace
¢t(L') [6] avec 1 < '. On définit de méme le produit o7 par (o7, ¢) = (6 % 7, ") et
on en déduit que oT appartient a ﬁ(@uu/) Sip’ = r' = oo la démonstration est iden-
tique car & et 7 appartiennent respectivement a £4(M) et £° (M) donc & * 7 appartient
alt (M) [el.

) La démonstration est identique en utilisant le produit de convolution dans les

espaces £(f) [5].

Soient o une quasimesure et f une fonction de A, le produito f est une quasime-
sure. C’est vérifié en particulier pour f dans R (®. p) car f appartienta ¢' (L) C L'.

12



D’apres la proposition 5 on voit que si o appartient a ﬁ(@lyq/) et si f appartient
AR (P pt), le produit o f appartienta R (P, ,1). Le résultat suivant caractérise les qua-
simesures de £°°(()) qui sont des multiplicateurs ponctuels de R (® oo p') dans R (P 1).

THEOREME 4. — Soito une quasimesure de ™ (Q) telle que pour tout élément
f deR(® p) le produito f appartienta R(®, ) ; alors o appartienta R (®, o).

Démonstration. — D’apres le théoréeme 1 on sait que f décrit I'espace /! (qu) et
que (;} appartienta I,*°. Comme & appartient a £*° (Q) on a c;;‘ = & * f. Lapplication
linéaire 7' de ¢! (L) dans L définie par T'(g) = ¢~ # g vérifie Jf(g\) = og avec o dans
£°°(Q). Donc d’apres [28], th 6.1, o est la transformée de Fourier d’'une fonction h de
¢ (LP"), espace dual de ¢! (L?'). Par suite o appartient a la classe R (®, /).

Le résultat suivant généralise les théorémes 4 et 5 de E Holland [22] sur les multi-
plicateurs ponctuels de A dans R (P o ).

THEOREME 5. — Soito une quasimesure de 7%(<I>p7p/), pour toute fonction f de
A le produit o f appartient a 75(<I>p7p/ ). Inversement soit o une quasimesure de £*° (())
telle que pour toute fonction f de A le produito f appartient a ﬁ(épyp/), alors o appar-
tient AR (D, ).

Démonstration. — Dans un sens si o appartient a ﬁ((bp’p/) et si f est dans A,
pour tout élément ¢ de ® le produit f¢ est dans ® donc on a

Kef, o)l = Ko, fo)l < Cllfellppr = CllS * @llppr < ClIFINBp,p
donc o f appartienta R(®, ).

Inversement soit o une quasimesure de £°(()) telle que pour toute fonction f
de A le produit o f soit dans R(®, ). Le produit de convolution & * f appartient &
¢9(L") (oua f?(M)). Lapplication T'de L' dans £ (L?") (ou £9(M)) définie par T'(g) =
6~ * g vérifie T(g) = o§ avec o dans £*°(()). Donc d’apres [28], th 5.1 et th 5.2, o est la
transformée de Fourier d’'une fonction de £7(L? ) (ou d’'une mesure de £¢(M)). Donc &
appartienta R (®, ,/) d’apres le théoreme 1.

Cc) RELATIONS AVEC LES ESPACES /P (EP').

En utilisant les propriétés de la transformation de Fourier sur les espaces ¢7 (£7")
on obtient des résultats pour certaines classes de résonances de quasimesures qui ne
sont pas formées uniquement de fonctions.

PROPOSITION 6. — Pourp’ < p < oo on al'inclusion ﬁ(@p }3) c (é:i) Pour

p < p' < oo onalinclusion {7 (17‘1) C 7€(¢p 1;7)
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Démonstration. — La transformation de Fourier est un isomorphisme entre les
espaces R( ) et /4 (E‘I ). En supposant p’ < ponag < ¢ etla transformation de
Fourier est une apphcatlon de ¢4(¢7") dans s (1"1) Si on suppose p< p' donc ¢’ < gq,

la transformation de Fourier est une application de £¢ (Zq ) dans £¢ (Eq ). Les deux inclu-

sions en résultent.
Pour2 < ponafql(@) C ¢4 (LP) doncpourp’ < pet2 < pla classeR( ﬁ)

est un espace de fonctions. C’est aussi un espace de fonctions pour 2 < p et 2 < p';
donc pour?2 < placlasse R( , p,) est un espace de fonctions.

Les résultats qui suivent donnent des inclusions entre les différentes classes de
résonance, dans les cas oll ce ne sont pas des espaces de fonctions, et les espaces £(¢).
On supposeradonc p < 2.

PROPOSITION 7. — Pour ; + 5 < lonales 1nclus1ons£2(£<J) C R(P, ) C
' (29, pourl < L s+ ret2<p onal (£9) C R(®p 1) C £2(£2), pourl < 5+ et
)-

p <2onafr (Zq) C R( pp!) C Eq(éq

Démonstration. — Si - + o; < 1, comme 2 < p’ onaR(®,,) C 7€(<I> a)et
comme ¢’ < pon aR((Dp@) C EPI(Z‘J) Sil < - + ,, onap < qd’ouR( p') C
R(®,.,) et on vient de montrer I'inclusion R (® p,q) cu (Z‘I).

Pour 2 < p/, cest-a-dire dans les deux premiers cas, on a £2({7) C 75(<I>p7§) car
p<2etR(P,;) = R(Pp2) C R(Pp,). Enfinsip’ < 2avecl < 7+, ona

P < qdonc ' ({7) C £ (15’7 ) C ¢4(L1'); comme la transformation de Fourier est un

isomorphisme entre les espaces (L7 ) et R( p,p' ), on en déduit I'inclusion o' (1”1)
R(®ypp1)-
ProposITION 8. — Pourl < + -|- 1. on a les inclusions (P’ ({4) C ﬁ(@p (?) C

a(41), pour + ;< lonati(fd) C R( pq,) C ().

Démonstration. — Pour 1 < = + ,, comme p < ¢’ on afr (/ ) C ﬁ(q)p (?)
R(®y 5) = £9(f9). Pour 2+ < l,commeq < ponaf?(f1) = R(®,5) CR(P, 5) C

' (09).
Le schema suivant, dans lequel chaque point du carré représente un espace
Z%(L]?), 5 (E‘ y) (<I>1 1), ouﬁ((I)l ), résume différents résultats:

)
y -z
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Pour chaque famille d’espaces, les fleches vers le haut ou vers la gauche cor-

respondent 2 des injections. Les transformations de Fourier R(®, ;1) «— £2 (L7) et

ﬁ(@p ﬁ) — 1 (Zq\’ ) correspondent a la symétrie par rapport a la diagonale du carré.

Dansle rectangle hachuré on ales inclusions ﬁ(@p 9) C 75(<I>pypz) eton ales inclusions
contraires dans I'autre rectangle. Au dessous de la diagonale du carré on a les inclusions

R(®

(1]

[2]

(3]

4]

(5]

(6]

[7]

(8]

(9]

! -~ . .
, 1?) C £7 (¢2) et on a les inclusions contraires au dessus de la diagonale.
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