SUR UN PROBLEME D’UNICITE POUR LES POLYNOMES

Pakovitch Fedor

1. Introduction et résultats. - Dans [1] C.C. Yang a posé le probléeme d’unicité
suivant : sotent P(z) et Q(z) des polynémes complezes de méme degré. Est-il vrai que
P(z)(P(z)—1) = 0 <= Q2)(Q(2) —1) = 0 pour tout z € C, implique que, soit
P =Q, soit P+ Q =172 Autrement dit, un polynéome complexe de degré n est-il défini, d
symétrie prés, par la préimage géométriqgue d’un couple de points de C? La discussion de
ce probléeme dans le cadre de la théorie des fonctions méromorphes et sa résolution dans
quelques cas particuliers peuvent étre retrouvées dans [2]-[4]. Dans cette note, on montre
(corollaire 2), en utilisant quelques idées de théorie d’approximation, que la réponse a la
question de C.C. Yang est toujours affirmative et on donne quelques généralisations. Le
résultat principal est:

Théoréeme 1. Soient K C C un compact et P(z) un polynéme complexe unitaire de degré
n,d= max |P(2)|, d > 0. Supposons qu’il existe un nombre compleze « tel que:
zERN

1) ol =d,

2) toutes les racines du polynome P?(z) — a® = 0 appartiennent ¢ K.
Alors le polynome P(z) est l'unique polynéme qui s’écarte le moins possible de zéro sur le
compact K parmi tous les polynomes compleres unitaires de degré n. C’est-d-dire, pour
tout polynéme compleze unitaire P(z) de degré n distinct de P(z), on a max |P(2)] > d.

Corollaire 1. Soit T C C un compact contenu dans le disque D de centre origine, de
rayon d. Supposons que T contienne au moins deuz points symétriques £a qui sont sur le
bord du disque D. Alors, si P(z),Q(z) sont deuzx polyndémes complezes non constants de
méme degré dont les préimages de T' coincident, il existe ¢ € C, || =1, tel que P = Q.

Démonstration du corollaire 1. Soient P(z) = pp2"+ ... +po, Q(2) =aqnz"+ ... +4qo.
Considérons le compact K = Q™1 {T} = P71 {T} et les polynomes ]5(2) = P(z)/pn,
Q(z) = Q(2)/qn. En appliquant le théoréme 1, on conclut que |p,| = |gx|, @(z) = ]5(2)
Donc, P(z) = eQ(z), |e| = 1.

Corollaire 2. Soient k un corps, chark = 0, P(z2),Q(z) € k[z], degP = deg@ > 0,
a,b € k, a # b. Supposons que pour les idéaur principaur Jp, Jg de Uanneauw k[z],
respectivement engendrés par les polynomes (P(z) —a)(P(z) —b) et (Q(z) — a)(Q(z) — b),
on ait l’égalité: rad Jp =rad Jg. Alors P=Q ou P+ () =a+b.

D émonstration du corollaire 2. Soit & un corps engendré sur @ par toutes les racines con-
tenues dans la cloture algébrique de k, des polynomes (P(z) — a)(P(z) — b)
et (Q(z) — a)(Q(z) — b). Puisque I'égalité rad Jp = rad Jg est encore vraie dans ]~c[z]
et que k est engendré par un nombre fini de générateurs sur Q, on peut supposer, sans
restreindre la généralité, que k£ = C, et a = 1, b = —1. En utilisant le corollaire 1, on

conclut que P(z) =eQ(z), |e|] = 1. Or P(x) = +1 implique Q(z) = +1. Donc ¢ = +1.
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2. Démonstration du théoreme 1. Soient
Pz)—a=(z—21)" (z —29)* ... (2 — )",

Pz)+a=(z —yl)b1 (z—y)2 .. (2 — yl)b’ .

On a
b b ¢
(1) (z—y1) ' (2 — yz)b2 =) = (=) (2= 22)*? . (2 — 2p)" = 20
Notons Q,(t1,t2,....tn) = t7 + ... +t', r = 1,..,n la r-iétme somme de Newton,
Sr(t1,.cstn), ¥ = 1,...,n le r-ieme polynome élémentaire symétrique. Désignons par
Uty .y Up et vy, ..., v, les racines des polyndomes P(z) — a et P(z) + « respectivement,

en écrivant m fois chaque racine multiple d’ordre m. Il est clair que I’équation (1) est
équivalente au systeme:

(2) Sp(uy, oy tty) = Sp(v1,.,0,) =0, r=1,...,n—1,

Sn(ty, .o ttn) = Sp(v1, .y vn) = (=1)"T12a.

Par ailleurs, en utilisant les formules [5]

S1 1 0 0 ... 0
25, S1 1 0 ... 0
0, — 35, Sy S L A
(T‘ - 1)Sr_1 ST‘—2 Sr_g Sr—4 e 1
’I’Sr Sr—l S,«_Q Sr_3 A 51

il est facile de vérifier que le systéme (2) est équivalent au systeme:

Qr(ut,.,ttn) = Qr(vi,..yvy) =0, r=1,...,n—1,
Qn(uy,...;tty) — Qu(ve,...,v,) = 2an.

Donc, avec les notations précédentes, nous obtenons le systéme:

CL1+CL2+...+CLk—bl—bQ— ...—bl=0
arxy +agxs + ...t agrr —biyy —boys —. .. —biy; =0
(3) arx? +agay +. ..+ agxy —biyi —byys —. .. = by =0
ayxy +agxy +. .+ agzy — byl — bayy — . .. = by = 2an.



Maintenant, soit ]5(2) = 2"+ pp_12"" ! + ... + pp un polynéome complexe unitaire de
degré n. En multipliant la r-ieme équation du systeme (3) par p,—1, r = 1,...,n et en
ajoutant toutes les équations obtenues, il résulte:

k

l
20zn=Z Z ]Sy]

i=1
Done, on a

¢ < > —
2nla| < max |P(2) ;az + Z b; anzneagc |P(2)].

D’ott max |I:’(z)| > d.
z€K

On a ainsi prouvé, que P(z) est un polynéme qui s’écarte le moins possible de zéro sur
le compact K parmi tous les polynomes complexes unitaires de degré n. Le théoreme
de Kolmogorov [6] garantit I'unicité de ce polynoéme si le compact contient au moins n
points. On sait que le compact K contient les points x1, z2,...x% et y1,¥y2,...y1. Comme z;
(respectivement y;) est une racine de P'(z) de multiplicité a; — 1 (respectivement b; — 1),

on a
l

ai—1)+) (hi—1)<n-—1.

Mais
l

(bj —1)=2n—(k+1),
1

k
> (ai—=1)+
=1 7
d’ou k+1>n+ 1. Cecit acheve la démonstration du théoreme.

Remarques. 1) L’hypothése d’égalité des degrés dans le corollaire 2 est essentielle. Par
exemple pour les polynoémes P(z) = 82> — 5, Q(z) = 122®> — 9z, on a P~'{-3,3} =
= {_L _1/27 1/2a 1} = Q_l{_?)a 3}

2) Le corollaire 2 ne s’étend pas aux fonctions rationnelles, comme on le voit dans [7]
avec l'exemple des fonctions f; = —42%(z — 1)73(z + 1)7", fo = —42(z —1)""(z +1)7?
pour lesquelles f' {0} = f ' {0}, fi {1} = f; {1}, fi '{oo} = f5 ' {oc}.

3) Le théoreme 1 implique quelques résultats bien connus de théorie d’approximation.
Par exemple, le résultat classique suivant est une application immédiate du théoreme 1: le
polynome de Chebyshev T, (y) est celui qui s’écarte le moins possible de zéro sur le segment
[—1,1] parme tous les polynéomes complezes unitaires de degré n. En effet, a partir de la
définition T}, (cos z) = g7 cosnz, il est facile de vérifier que ymaX I Tn(y)| < g7t et que

)

la préimage de {—2,1%1, 2,%1} est incluse dans le segment [—1,1].
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