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Introduction

Lobijet de cet article est de donner une démonstration élémentaire d'une iden-
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tité entre lois browniennes due a P. Biane et M. Yor. Cette identité s’écrit:

/ Pldt = </ P073 dr) ° </ (P da)
0 0 R

avec des notations que nous détaillerons plus loin. Elle constitue une décomposition
des trajectoires browniennes issues de 0 par rapporta leur dernier zéro avant chaque
instant{ € R, .

P. Biane et M. Yor ont obtenu cette égalité (parmi beaucoup d’autres) dans [2],
comme conséquence de la théorie des excursions browniennes. IlsI'ont ensuite utilisée
dans [3] pour obtenir une nouvelle formulation du théoreme de Ray [5] (décrivant la
loi des temps locaux d'un mouvement brownien en un instant de loi exponentielle et
indépendant du mouvement brownien) a partir des deux théoremes de Ray [5] et Knight
[4] les plus classiques (voir par exemple [6]).

Nous allons voir une démonstration qui ne fait pas appel a la théorie des excur-
sions et n'utilise que des propriétés élémentaires du mouvement brownien. Explicitons
maintenant les notations que nous avons utilisées pour écrire I'identité et qui serviront
dans toute la suite.

NoTtaTioNs. — Onnote )V I'espace des trajectoires a durée de vie finie, c’est-a-
dire 'ensemble des applications continues w d'un segment [0, { (w)] dans R. On munit
W de la tribu engendrée par les fonctions coordonnées :

Xt:W—>R
wi— wt) sit < C(w).

On définit sur WV les opérations suivantes:
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e Concaténation :

Pour wy o wp € W, on note w; o w; I'élément de W défini par {(w; o w,) =
Clwr) + (wy) et:

wy(t) pour 0 <t < ((w)
wp o wg(t) =
wy (C(w)) + wa — ((w)) — wo(0) pour ((wy) <t < C(wy) +(wa).
o Retournement temporel :

Pourw € W, w est 'élément de W défini par C(l\f;) = ((w) et:

W () = wCw) — 1) pour 0 <t < C(w).

¢ Retournement spatio-temporel :
Pour w € W, w est1'élément de W défini par { (w) = {(w) et:
W) = w0) + wCw) — wCw) —t) pour 0< ¢ < C(w).

La trajectoire w s’obtient a partir de la trajectoire w en effectuant un retournement spa-
tial par rapportauniveau % (w O)+w(C (w))) , puis un retournement temporel. On remar-
quera que cette transformation ne modifie pas les extrémités des trajectoires puisque
w(0) = w(0) et w(((w)) = w(((w)).

Les trajectoires de ¥ que nous considérons dans la suite sont obtenues en
“tuant” des trajectoires browniennes en temps fini: étant donné une trajectoire
w € CR,,R etty € R,, onnote w® la trajectoire w “tuée a I'instant ¢,”, définie
par { (w®) =tget:

w' = w@) pour0 <t <t.

Pour b € R, on note P, la mesure de Wiener issue de b, et si 1" est un instant aléatoire
sur C(R,, R) presque stirement fini sous P, on note PbT la mesure image de P, parla
fonction w — w’ @),

Les temps que nous utilisons ici sont de trois sortes:
—les temps fixes: ¢y € R,.
—les instants d’atteinte d'un point par la trajectoire:

op(w) =inf{t €R, | w(t) =b} pour b € R.

- les instants d’atteinte d'une valeur par un temps local :

rP(w)=inf{t ER, | L(w) =7} pour bER et r ER,,

1 t
b IR TR
L (w) _hr?itnf%/o 1{|w(s)—b|ga}d8'
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Avec ces notations, 'égalité de Biane et Yor:

+00 +00 o \
/ Pgdt:(/ Pg*dr>o</P§°da>
0 0 R

signifie que la mesure image de ( [P , dr) ® (Jg PS" da) par l'application

Vv .
(w1, wp) — wio wp de W? dans W est la mesure [, P} dt. EnI'écrivant sous la

/ pt dt:/ (/ Py o (P7)Y dr) da,
0 R 0

elle s'interpréte comme la désintégration de la mesure o-finie fomo P} dt suivant la

forme:

fonctionnelle w — (w(((w)), Lg(w) (w)). Venons-en maintenant a la démonstration.

Démonstration de I'identité. — La preuve s’effectue en trois temps. La pre-
miére étape consiste a désintégrer la mesure | 0+°° P¢ dt suivant la fonctionnelle w +
(w(((w)), Lcw(g)[“’” (w)). On al'identité suivante:

TuEOREME. — [ Pldt= [, ( G Pt dr) da.
La deuxieme étape consiste a transformer cette identité par retournement
spatio-temporel. En remarquant que les probabilités P} sont invariantes, et que I'on

a (d’apres la propriété de Markov) P,” = PJ* o P,~ poura € Retr > 0, on obtient

+00 +00 0 ~ Vv
/ Pldt = < / Pyr dr) o < / PO da) .
0 0 R

Pour obtenir I'identité de Biane et Yor, il ne reste plus qu’a montrer I'invariance

'égalité :

par retournement spatio-temporel de la mesure fomo POTa dr, ce quifait!'objet dela troi-
sieme étape. La démonstration élémentaire que nous donnons permet de retrouver I'in-
variance des probabilités POTa par retournement du temps (voir la remarque a la fin de
l'article).

PREMIERE ETAPE.

Le théoréme est une conséquence immédiate de 'observation suivante:

LEMME. — Pour P;-presque toutw € C(R,, R) la mesure image de la mesure
da dr par I'application (a,r) — 7% (w) deR x R, dansR, est la mesure de Lebesque

surR,.

Démonstration du lemme. — 1l suffit de constater que pour tout? € R, :

/ </ I{Tﬁ[w)ft}dr) da =/ </ l{rngum}dT’) da
R 0 R 0

:/Lf(w)da:t.
R
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Démonstration du théoréeme. — Soit F' une fonctionnelle mesurable de W
dans R,. D’apres le lemme, on a pour P,-presque tout w € C(R,,R):

/ Fwb) dt = / </ F(wa(w’)dr> da .
0 R \Jo

En intégrant cette égalité contre Py(dw), on obtient:

/ P&[F]dt:/(/ POT?[F]dr) da
0 R 0

ce qui prouvele théoréme.

DEUXIEME ETAPE.

On effectue un retournement spatio-temporel dans 1'égalité de la proposition.
On remarque d’abord I'invariance des probabilités P¢. En effet, si (B;)>o est un mou-
vement brownien issu de 0, alors pour tout? € R, :

(B: — Bi_s)o<s<¢+ améme loi que (Bs)o<s<i-

/ P dt:/ (/ (POTf)Ndr) da .
0 R 0

Or, d’apres la propriété de Markov:

Onadonc:

Py7 = PJ* o P, pour a € Retr > 0.
En remarquant que pour w; et w, € W'

w1 o (Wy +a) = wy o0 Wy

et:
(wy 0 wy)™ = Wy 0 Wy + w(0) — wy(0) ,
on obtient:
(P = (Pg™ 0 Py~ = (Py)™ o (Pg™)™ = (Py™)™ o (P .
Ainsi:

+00 +00 0 ~ v
/ Pldt = (/ Pyr dr) ° </ Pao”da) .
0 0 R

TROISIEME ETAPE.

Il s’agit de prouver I'invariance par retournement spatio-temporel de la mesure
+00 TO
f Py dr.

0

Pour cela, on munit & d'une métrique de la “convergence uniforme” en définis-
sant la distance entre deux trajectoires wy, w, € W par:

d(wy, wy) = sup |wi(t A (W) — walt A C(wn)| + ¢ (wy) — Clws)| .
t>0



Soit F' une fonctionnelle continue bornée, a support borné, de ¥ dansR.On a:

/ (POTE)N[F] dr:/Po(dw)/ F((w™®)™) dr
0 0

:/Po(dw)/ F(w"™) dLY.
0

Le fait d’avoir choisi une fonctionnelle continue bornée a support borné per-
met d'utiliser le théoreme de convergence dominée en approchant l'intégrale
S F(w*)™)d LY (w) par une somme::

n—1
> Flw™)™MEY,, — LY w),
k=0

avect, > --- > to = 0fixés.Or, sous la probabilité P, on a les identités en loi:
c
((Xt — Xi—sdo<s<t (Xs)szt) = ((Xs)ogsgt, (Xs)52t> ,
doupourk € {0,...,n—1}:

L
((th - th_S)OSSStk ’ L?k+1 - L?k) = ((XS)OSSStk ’ L?kﬂ - L?k) :

Donc:
n—l1 n—l1
/Po(dw)ZF((wtk)N)(L?kﬂ — L )w) = / Py(dw) EF(wtk)(L?M — LY )W) .
k=0 k=0
Ainsi:

/ (P7)™ [Fldr = / Py [Fldr,
0 0
ce qui prouvel'invariance de [ Omo Py~ dr par retournement spatio-temporel.

Remarque. — Cette démonstration permet de retrouver de facon élémentaire
I'invariance des probabilités POTE par retournement du temps qui est un résultat clas-
sique généralement obtenu comme conséquence de la théorie des excursions brow-
niennes (voir [6] au chapitre XII, exercice 4.17) ou de la relation entre le pont et le
pseudo-pont browniens (voir [1] ou [6] au chapitre VI exercice 2.29).

0

En effet, la mesure [ Omo P," dr est portée par les trajectoires de Y/ commencant
et finissant en 0. Pour de telles trajectoires, le retournement spatio-temporel se com-
pose d’'une symétrie par rapport au niveau 0 et d'un retournement du temps. La me-

+00 TO 2 2 . . . . .
sures f 0 Py~ dr étant symétrique (i.e. invariante par la transformation w — —w),
son invariance par retournement spatio-temporel entraine son invariance par retour-

0

nement du temps. Linvariance des probabilités P, " s'obtient en conditionnant par rap-
port ala fonctionnelle Lg (qui est elle aussi invariante par retournement du temps).
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