LE POINT D'UN FERME LE PLUS VISITE PAR
LE MOUVEMENT BROWNIEN

par Christophe LEURIDAN

Résumé

Soit (Bt):er, Un mouvement brownien dansIR, issu de 0. Soit (Lf)feeﬂ]gi une version continue de ses

tempslocaux. F étant un fermé de R, contenant 0, on s’ intéresse au processuscadiag (AF),ep , 00 AT est“le”
point de F' le plusvisitt al’instant ¢, ¢ est-&:dire“le” pointa € F tel que L¢ = LT, ennotant L.F' = max .7 .
zEF
On démontre que le processus (AéF )ier, estavariationlocalement bornée, et quele processuscroissant
(LF)iem, majoreletempslocal symétrique en O de la semi-martingale (B: — A1), em, -

Lorsque F' = IR, on montre que cette majoration est en fait une égalité, que le processus (Af)teﬂg+ est
purement de sauts, et que ses sauts ne sont ni isolés, ni “obligés’.

Introduction

On considere dans cet article un mouvement brownien B = (Bi):cr, dansR, issu
deO, atrajectoires continues, défini sur un espace probabilise (2, F, P). (L? )feeﬂ]§+ déesigne
une version presque siirement continue du temps local associé a B.

F étant un fermé non vide de R, on note pour ¢t € R, : LI = sup LY. Comme

rEF
presque slrement, pour ¢ € R, I'application z — LY est continue a support compact,

LI est en fait un maximum de temps locaux. On s'intéresse aux pointsa € F réalisant
ce maximum, ¢ est-a-diretelsque ¢ = LI : ce sont les pointsde F les plus visités par
le mouvement brownien B al’instant ¢. En fait, il y aen généra un seul point réaisant le
maximum a un instant donné (voir théoreme 1).

Desrésultatssurlepoint leplusvisitéont dgjaétéobtenuspar R.F. Bass, P..S. Griffin
et N. Eisenbaum danslescas particuliersou F =R et F' = R.,.

R.F. Bass et PS. Griffin ont publiéen 1985 [2] des résultats remarquabl es décrivant
le comportement asymptotique du plus petit point deR ;. le plus visité, défini atout instant
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t > 0 par laformule:
Afr=inf{z € Ry | LT = LT},

Leur résultat le plus surprenant est le suivant:

our tout v > 11, A]K*t 1/2 Int)! — 4o,
p L
t—+o0

ce qui entraine en particulier que A™+ tend vers +oo quand ¢ tend vers +oo, ce qui est loin
d' &tre évident. lls ont également montré que:
pour touty < 2, liminf AR+t=Y2(in 1) = 0,
et t—+o0
' limsup AR (2tin(in 1)) "% = 1,
t—+o0
et ilsont transposé tous ces résultats a une marche aéatoire sur 7.

Dans sa these de doctorat [5], soutenue en 1989, N. Eisenbaum a prouvé un théo-
reme d' unicité: presque slirement, atout instant ¢ > 0, il y aun seul point de R le plus
visité, sauf pour un ensemble au plus denombrable d’instants ou il y a exactement deux
points, B; étant I’ un deux.

N. Eisenbaum a également obtenu plusieurs lois explicites concernant le point le
plusvisitépar une excursion, ou par lemouvement brownienau premier instant ot letemps
local en O atteint une vaeur » > 0, ains qu’ un théoréme de type “Ray-Knight” donnant
laloi destempslocaux al’instant ou leur maximum sur IR ;. atteint lavaleur 1.

L' objet de ce travail est de décrire le comportement trgjectoriel du processus du
point de F' le plusvisité, F' &ant un fermée de R fixé.

On supposeratoujoursquelefermé F' contient le point O, ce qui nous éviterale pro-
bléme de définir leprocessus du point de F' leplusvisiteavant le premier instant d’ atteinte
de F' par le mouvement brownien, et ce qui simplifie certaines formules. Cette restriction
ne constitue pas vraiment une perte de généralité puisqu’ on peut toujours se ramener ace
cas en ne regardant le mouvement brownien B qu’ apartir de son premier instant d’ atteinte
de F.

Nous commengons dans la premiére partie, par demontrer un théoréme d’ unicité
généralisant celui de N. Eisenbaum : nous prouvons que presque sirement, a tout instant
t > 0,il existeun seul pointa € F tel que L2 = LT, sauf pour un ensemble au plus
denombrabled’ instantsou il y aexactement deux points. Cet ensembled’ instantsest inclus
dans|’ ensembl e des extrémités droites desintervallesde constance du processus (L1 ). -

De fagon imagée, nous &tudions une “ course de temps locaux” alaguelle ne parti-
cipent quelestempslocaux indexés par lespointsde F'. A tout instant, il y aun seul temps
local en téte de la course, sauf pour un ensemble au plus denombrable d'instants ol un
temps loca en double un autre.



N. Eisenbaum a prouvé ce résultat dansle cas ou F' = R en utilisant le théoréme
de D.B. Ray [10] donnant laloi du processus (L%.)zer pour un temps 7" exponentiel in-
dépendant du mouvement brownien. Ladémonstration que nousdonnonsici al’ avantage
d' &tre valable pour n'importe quel fermé F et den’ utiliser que des propriétés él émentaires
du mouvement brownien: proprié&é de Markov, continuitédes tempslocaux, constance du
tempslocal en z sur tout intervallede temps ol |e mouvement brownien ne passe pasen x.

Ce théoreéme nous permet de définir un processus cadlag (A ):cr, avaeurs dans
F et vérifiant atout instant ¢ € R, I'égalité Lff = L. 1l montre que ce processus est
constant sur lesintervalles ouverts de constance de (L."); <k, €t ne peut sauter qu’ aux ex-
trémités droites de ces intervalles.

Nous prouvons également que I’ ensemble des zéros du processus (B; — Al )er.
est éga au support de lamesure de Stieltjes associée au processus croissant (L) crk,, €
qu'il est de mesure nulle.

Cela nous amene a nous poser les questions suivantes, qui font I’ objet des parties
2,3et4:

—leprocessus (B; — Al);cr. est-il une semi-martingae?

— & oui, y-at-il un lien entre ses temps locaux en O+, en 0—, et le processus
(L )eer,?

Nous pouvons préciser la premiére question :

—leprocessus (Al);cr, est-il avariation localement bornée?

— at-il une partie continue?

—s F napasdepointisol& (A");cr, peut-il avoir des sautsisolés?

Hormisdansle cas ssimple ol lefermé F' est discret, nous ne répondrons compl &te-
ment & ces questions que dans le cas oll ¥ = IR, en prouvant que le processus (AX);cr, est

un processus de sauts, et que L; = sup L7 représenteletempslocal en 0 (lestemps|ocatix
z€R

sont continus dans ce cas) de la semi-martingale B — A® al’instant ¢.

Il est raisonnable de penser que ces résultats restent vrais pour un fermé F' quel-
conque, mais le calcul qui achéve la demonstration lorsque F' = R se heurte a des dif-
ficultés techniques importantes dans | e cas général. Nous obtenons toutefois les résultats
partiels suivants: le processus A" est & variation localement bornée et le processus crois-
sant ¥ magjore le temps local symétrique de lasemi-martingade B — AT, ¢ est-a-direla
demi-somme des temps locaux en O+ et en 0—.

Danslecasou F = IR, nousprouvonsen outrequeles sautsdu processus A" ne sont
pasisolés, et qu’ilsne sont pas “obligés’ en un sens que nousexplicitonsdanslacinquiéme
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partie.
Venons-en maintenant a la méthode empl oyée pour obtenir ces résultats:

Nous commengons par étudier le cas ou le fermé F' est discret, ce qui ne pose pas
de probléme particulier puisqu’ alorsle processus A est en escalier. Nous démontrons en
particulier la“formule de Tanaka’ suivante:

t
B, — AF| = / son(B, — AT )dB, — V[ + LF,
0

ou VI est lavariation totale du processus A sur I'intervalle[0, ¢]. Celafait I’ objet dela
deuxiéme partie.

Dans |la troisiéme partie, nous cherchons a &endre ces résultats au cas général en
approchant lefermé F' par unesuite (F., ), iy defermésdiscrets. En notant V,” lavariation
totaledu processus A" sur I'intervalle[0, t], nous montronslaconvergence de (AF), ¢y
vers AP, puiscdlede (V7). e vers Vi, ol V' est un processus croissant cadlag. Nous
prouvons de cette maniére que le processus A est avariation bornée.

Mal heureusement, cela ne garantit pas que V,”" soit la variation du processus A”
sur I'intervalle[0, t]. Nous pouvons simplement dire que cette variation est inférieure ou
égdeaVr.

Ennotant AAF = AT — A" ‘onaaplusforteraison:

> laAl | <vr.

s<t
Entransformant cetteinégaité, nousobtenons!’inggdite\? < LI, ol A9 est letemps|ocal
symétrique de lasemi-martingale B — A au point 0 et al’instant ¢. Ces deux inégalités
sont en fait équivalenteset prouver I’ galité dans |’ une équivaut alaprouver dans|’ autre.

Dans laquatrieme partie, nous demontrons|’ égalité:
D AA =V
s<t
ou I’on note simplement A, et V; aulieu de AF et V¥, ce qui prouve alafoisque le pro-
cessus A est un processus de sauts et que V; représente sa variation totale sur I'intervalle
[0, ¢].

Nous procédons de maniere indirecte en montrant par un calcul explicitel’ égdité

[EXS = EL%., ou T est un temps exponentiel indépendant du mouvement brownien B et

% = LE. LaformuledeA.N. Borodin[4] nousfournit une expression du second membre

EL% . Pour le premier, on raméne son calcul acelui deladensité en 0 delavariable aléa

toire By — Ar, ou encore delavariable aléatoire A7. Le calcul de cette derniére est as-

sez technique et repose sur e théoreme de D.B. Ray (voir [3] ou [10]) donnant laloi du
processus (L7 )z ek-



Danslacinquiéme partie, nous établissons deux propriétés concernant les sauts du
processus A. Nous prouvons que | es sauts ne sont pas isolés (chaque saut est immédiate-
ment suivi d’ autres sauts) et qu'ilsne sont pas “obligés’ : aux extrémités droitesdesinter-
vallesde constancede L* (qui sont les seulsinstantsou le processus A peut sauter), il peut
ne pasy avoir de saut. Autrement dit, le mouvement brownien peut revenir ason point le
plus visité sans que le tempslocal en ce point se fasse doubler par d' autres temps locaux.

Pour démontrer ces deux propriétés, nous établissons des résultats assez précis
concernant I’ alure des temps locaux au voisinage de leur maximum, grace au theoreme
deN. Eisenbaum (voir [5] ou [6]) donnant laloi du processus destemps|ocaux au premier
instant o leur maximum sur R . atteint unevaleur » > 0, et au théoreme de D.B. Ray (voir
[3] ou[10]).

Enfin, dans la sixieme et derniere partie, nous soulevons quel ques questions ou-
vertes.

1. Le théoréme d’unicité et la définition
du processus du point de F le plus visité

Commencons par poser quelques notationsqui serviront dans toute la suite.

Le processus (L1");cx, &tant presque siirement continu et croissant, on introduitles
instants 77" et .\, définispour r € R, par:
wF=inf{t e Ry | LY > 7}

rh=inf{t e Ry | LF >} = lim 7F.
s—r+

et

Lesegment [7], 71}] estainsi égal al’ ensembledesinstantst telsque LI = r.Pourt € R,
onnoteg”(t) = rf" et d'(t) = 71, ol r = L, ce qui entraineque g7 (t) < t < d'(¢t).

Lorsqu’il n'y a pas d’ ambiguité sur le fermé F', nous omettrons I'indice 7' dans
les notati onsci-dessus. Nous pouvons maintenant énoncer | es princi paux résultatsde cette
partie.

1.1. Lethéorémed’ unicité.

THEOREME 1. — |l existe un événement presque siir Q. sur lequel on apour tout
reR;:

e pour tout instantt € [7,, 7,+[, B,, estleseul pointa € F tel que L¢ = L.
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e B, et B, sontlesseulspointsa € F telsque L% = LY

Tr+ r+

COROLLAIRE 1. — Surl’événement presque siir 23 = Q,N { 7o+ = 0}, onaatout
instantt > O unicitédu pointa € F tel que L¢ = LI sauf pour un ensemble d’instants de
laformer,. avecr € R} td quet, < Trs.

Démonstration du théoréme. — On introduit I’ événement presgue siir 2; formé
des éventuaitésw €  pour lesquelles:

o lafamille des temps locaux (L7 (w))7 Sy est continue,

e pour tout z € R, le processus (L7 (w)):cr, €st croissant, et ne croit pas hors du
fermé:
{t e Ry | Bi(w) = z}.

La demongtration s effectue alors en trois &tapes, grace a deux lemmes:

LEMME 1. — Surl’événement; et pour toutr € R%, lesaffirmations suivantes
sont vérifiées:
(i) B, estleseul pointa € F tel queL? =r,
(ii) pourt € [r,, 7], L™ =,
(iii) B, € Fet L7 =7,

Lelemme 1 nousdit donc quepour » € R%, il y aunicitédupointde F leplusvisité
al’instant 7., ce point &ant B, . Ce point B,, reste|’un des pointsde F' lesplus visités
pendant I’ intervalledetemps |, , 7,+]. A I'instant 7,..., il apparait un deuxiéme point parmi
lespointsde F' les plusvisités: B,,, qui est peut-&re éga a B, .

Démonstration du lemme 1.

— Commeil existeau moinsun pointa € F tel que L2 = LY = r, il suffit pour
démontrer (i) de prouver quepour z € F'\ {B; },onal] <r.Orsiz e F\{B; },par
continuitédu mouvement brownien, il existeé > Otel que B; # z pour toutt € [ —3, 7],
ce qui entraine:

L5 =15 s <Li_s<r
par définitionde ..
— (ii) se demontre en écrivant, pour ¢ € [7,, 7-+], que:
T:Li‘l’r S LtB‘Fr S Lfr:r SLfH =r
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—D’aprés (i),onapourtout s > r, B, € F &t Lfi’s = s. Par continuitéde (B:):cr.
et de (LP*);cr,, on obtient (iii) en passant alalimitequand s — r+.

Nous all ons maintenant énoncer e lemme clé de ladémonstration:

LEMME 2. — Il existe un événement presque siir 2, sur lequel on ad(to) = d(to)
pour tout instantto € R, avec:
d(to) =inf{t > to | B, € F et LP* > LT}
=inf{t >to| B, e FeaLP* =L}

En prenant ¢o = 7. pour r € R, on obtient une formulation équivaente du lemme

COROLLAIRE 2. — Sur|’événement Q,, onapour toutr € R..:
e =inf{t> 7. | Bre FetLP* > LT}
=inf{t >, |B,e FalLP =LF}.

Dans ce corollaire, I'inggaité 7+ > inf{t > 7, | B, € F et L?* = LF} nenous
apprend pasgrand chose: ¢’ est une simple conséquence du point (i) du lemme 1 : pour tout
s > r,onaen effet

Ts > T, € By, EFetLi’S :Lfs,

dou:

r,>inf{t>7 |B e FeLl =L}
En passant alalimitequand s — r+, on obtient I'inégalité:

T > inf{t > 7, | B,e Fet LP = LT}
Cestl'inggditer,.+ < inf{t > 7. | B, € F et LP* = LF} qui est fondamentale pour la
suite. De fagon imagée, cette inégalité (ou plutdt sa démonstration) signifie qu’ un temps
local en un point de F' ne peut rattraper le gagnant de la course de temps locaux sans le
dépasser aussitot apres. En effet, lorsque r, < 74, inf{t > 7, | B, € Fet LP = LT}
représente le premier instant strictement aprées . ol un temps local en un point de F rat-
trape LF'. Le fait que cet instant soit inférieur ou égal a 7., signifie qu' acet instant, L7
vaut encorer. Lefait que cet instant soit supérieur ou éga a .+ signifiequ’immeédiatement
apres, LT dépasser. Lorsque B, # B,,., letempslocal au point B, sefait donc doubler
par celui en B, , ou en|’un de ses voisinsimmédiats. La démonstration prouveraen fait
que letempslocal en B;_, doubleeffectivement letempslocal en B;..

Tr+
Danscecorollaire, touteladifficulté est d’ obtenir uneégalité presque siire pour tout
lesr € R, alafois. A r fixg, on voit facilement en appliquant la propriéé de Markov &
I"instant 7. quel’onal’inégalité presque slire:
T, =T =inf{t > 7, | B, e Fe LB = LT},
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Cette égalité a dors peu de signification. L' intérét de demontrer d’ abord le lemme 2 est
qu’en prenant to € R4 puisr = L}, on est “presque sir” d'&redansun cas ol 7, < T+

Démonstration du lemme 2.
o Démonstration del’inégalité d(to) < d(to) sur I’événement Q1 :
Soientto € R+ etr = L} . Pour tout s > r, on ad apreslelemme 1, point (i):
to<m+<T1T, & B, €F ¢ LZTS :Lfs.
D’ ou, par définition de d(to) : )
d(to) < 5.
En passant alalimitequand s — r+:

d(to) < v = d(to).

o Démonstration de’inégalitéd(to) < d(to):

On commence par remarquer que |es processus d et d sont croissants et continus
adroite. Cela se voit en écrivant que d est la composée du processus croissant continu a
droite (7-+)¢r, € du processus croissant continu (LF);¢x., € en écrivant pour tg € R

d(to) =inf(ZN Jto, +oo[)

ZF={teRs|Bre FaaLP = LT}.

Par conséquent, il suffit de prouver I’inégalité presque siire d(to) < d(to) ato fixé et de
prendre Q, = {w € Q1 | Vi € Q4 d(t,w) < d(t,w)}.

A to fixe, I'inégalité presque siire d(to) < d(to) vient de ce que d(to) est un temps
d'arrét pour lafiltration naturelle associée au mouvement brownien B. Par conséquent,
presque sirement le temps local en B ;) augmente aussitot apres d(to). Or par définition
de J(to) €t par continuitéde B, de (LtBt)teﬂg+ etde (L7 )ier., ona:

3 Biwg _ ;F
Bd(to) €r e Lj(to)o - LJ(to)'

Donc presgue slirement, pour tout ¢ > J(to):
F Bigg Biwy _ ;R F
Ly 2L, 7" > Ld”(to)o - L(i(to) 2 Ly,
c est-a-dire :
d(to) > d(to).

Fin de la démonstration du théoréme 1.
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Nous allons demontrer que sur I’ événement €2, on apour tout r € R%:

(iv)Pour t €]r., 74, B: ¢ F ou LB < r. A fortiori, B, 7 B;..

(v) Pour t €]7,, 7,4[, B,, estleseul pointa € Ftel que L¢ = L.

(vi) B;, €t B, , sontlesseulspointsa € F telsque L2 = LF |
ce qui achéverala démonstration du theoreme.

Lorsque . = 7.+, il Ny arien a prouver dans les points (iv) et (v), et le point (vi)
est dgaprouvé par le point (i) dulemme 1. Soitdoncr € R td quer, < 7+ :

—Lepoint (iv) n'est qu’ une autre formulation du corollaire 2.

- Sil exigtait uninstant ¢ €], 7+[ et unpointa € F\ {B, }ted que L¢ = LT,
on aurait d’ apreslelemme 1 point (i) :

L <r=L{ =L}
Le mouvement brownien serait passé en a entrelesinstants 7. €t ¢, et a son dernier instant
de passage s avant ¢, on aurait :
Bi=a€F e L[B-=r2=r12=1F=LF

ce qui contredirait le point (iv). Cela prouvele point (v).

—Soitz € F\{B;,, B;,.}.Par continuitédu mouvement brownien, comme B,,, #
z, il existed €]0, 7.+ — 7,.[ tel que B; # = pour tout ¢ € [+ — J, 7-+]. On adonc:

Lfr+ = Lfr+—6 < T

d apreslepoint (v), puisquex € F \ {B;_}. Avecles points (ii) et (iii) du lemme 1, cela
prouve le point (vi).

Nous pouvons maintenant définir le processus du point de F' le plusvisité

1.2. Définition et propriétésimmédiates du processus (Af);>o.

D’ apres le theoreme, lorsquet setrouvedans un intervale[r,, 7.+[ avec r € R},
B, estleseul pointde F leplusvisiteal’ingtantt. On posedors A = B, .

Il peut y avoir un probleme de choix aux pointsdelaformer,. olr € RZ est tel que
7 < T+, pUisqu’aorsl’ ensemble des pointsde F' lesplusvisitésest { B;_, B;,. }. Nous
choisironsdeposer A = B, .. L'intérét dece choix serajustifiealafin dece paragraphe.
Nous posonsdonc la:

DEFINITION. — On appelera processus du point de F le plusvisitéle processus
(A )ier, défini par laformule:
Af" = Byies.
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Autrement dit:

AF - B'rr Si_t S [T,-,T,.+[ avecr € Ry
¢ B St:Tr+.

Tr+

Detout ce qui précede, on déduit immédiatement | es propri&és suivantes, qui joue-
ront un roleimportant dans la suite:

COROLLAIRE 3. — Sur |’événement presque siir Q3, le processus (AL )iex, vé-
rifie les propriéés suivantes:

(a) Leprocessus(Al);cr, est cadlag. 11 est constant sur lesintervalles[r, , 7.+ olir €
R} et nesautequ'adesinstantsdelaformer,., our € R esttd quer, < Tps.

(b) A toutinstantt > 0, AF € F etLtAtF =Lf.

(c) A toutinstantt > 0, les seuls points de F' les plus visités sont AT = By et
A_ = By

(d) Sit estuninstant de saut de A”, alors B; = A",
(e) A toutinstantt > 0, on al’équivalence:

B =Al' @ Bie FaLP* = LI & t est uninstant delaformer, ou ...

Remarque 1. — Lapropriéé (e) signifiequ’il y aégalité entre:

o |’ ensemble des zéros du processus B — AT ;

elensemble ZF = {t e R, | B, € Fet LP = LF};

o le support de la mesure de Stieltjes associée au processus croissant L7

Ceaimplique en particulier que I’ ensemble des zéros du processus B — A est
fermé, bien quele processus B — AT ne soit pas continu (excepté danslecas ol F = {0}).
Nousverronsau § 1.3. que ce fermé est presgue slirement de mesure nulle.

Nous pouvons maintenant justifier I"intérét d avoir posé AL = B, . (ce qui rend
le processus A cadlag): si nous choisissions de poser AX = B, (ce qui rendrait le
processus AT caglad), lapropriéé (e) ne serait pas vraie.

1.3. L’ensemble des zérosde B — A est de mesurenulle.

Nous allons démontrer ici la:

PROPOSITION 1. — Pour tout instantt > 0, ona P[B; = AI'] =0.
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Par intégration vis-a-visdet sur R, on en déduit le:

COROLLAIRE 4. — Presque sirement, I’ensemble Z ' des zérosde B — AT est
de mesure nulle.

La démonstration de la proposition repose sur le lemme suivant :

LEMME 3. — Soitt € R}, On apresque sirement :

1k
I|Ign_>|(r)1fﬂ/_h I{Lft*ygLft}dy< 1.

Autrement dit, presque siirement B, n’est pas un point de densité de I’ ensemble:
{zeRr |1 < LY.

Démonstration du lemme 3. — Par changement d’ échelle, la probabilité:

o1k
Plimigtar | Tssesaszoto <1
est indépendantedet € R3. Elleest donc égdea:

1 [t
P["E’Eé’fﬂ/_h Ly pevgymnydy <1,

ou T est un temps exponentiel indépendant du mouvement brownien B. Choisissons 7'
exponentiel d’ espérance égae a 2. D' apreslethéoreme de D.B. Ray (voir [3] ou[10Q]), le
processus (L27**Y), cg., olie = sgn(Br), est une diffusion sur IR, de générateur infini-
tésimal Zx(;"—; — 2z Commeona:

2 2

(Zmd— — 213%) (e”)=0 e (ZId— — 2 d )(ezx) = 4;‘E€2x,

N dx? dz?2 Uiz
on en déduit queles processus:
Yy
(My)yer, € (Mj— / 4(1an)M3dz) o ol M, =exp(LLE™*Y),
0 yelK4

sont des martingaleslocales. Et comme:
MinMy)MZ — ALET exp(2L77) > 0
y—0

presque sirement, on aains :
1 [h 1 /"
||m|nfz\/0 I{L$T+£ySL$T}dy:||f?l>l(r)1fz/() I{Mngo}di‘/

h
- ||m|nf fO I{MySMO}ll-(lTLMy)Myzdy

h
h—0 Jo AlnMy)Mzdy
h
_i e Jo T, <y (M, M)y
=liminf
h—0 (M, M)

o 1
:llmlnf—/ I{ﬁuso}dl’,
0

u—0 u
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ol ():er, €st le mouvement brownien obtenu a partir de la martingale locale (M, —
Mo)yer, par changement de temps (et éventuellement augmentation de | espace proba-
bilisg).

Montrons que |’ on a presque sirement :

u—0 u

R R
||m|nf—/ I{ﬁvgo}dvzo.
0

D’apréslaloi du 0 — 1 de Blumenthal -Getoor, il suffit de prouver que pour z €]0, 1], on
a:

u—0 u

R R
P|:||m|nf—/ I{,@USO}dU < éL‘:| > 0.
0

Or:

u 2"

u—0 u
NeNn>N

- n

n—+oo

d apres lelemme de Fatou,
1
= P[/ I{ﬁsso}ds S 331|,
0
par changement d’ échelle,
= %Arcsin\/E > 0,

car lavariable aéatoire fol 1;5,>01dv stit laloi arcsinus sur I'intervale [0, 1] (voir [11]
au chapitre V1, theoreme 2.7).

Celamontre que |’ on a presgue sirement :
P Y
ILnlBQfE/O ]I{LfTﬂySL?T}dy:O,
dou:
liminf L 1 dy < L 1
|I';Tl>|(r)1 Z o {L’?T*‘USL’?T} y_§< )

ce qui prouvelelemme 3. On pourrait prouver par des méthodes semblabl es que cette der-
niere limiteinférieure vaut 0.

Démonstration delaproposition1. — Soit F |’ ensemble des pointsde densité de

1 [k
E_{IER|Z/_hIF(m+y)dyh——>(>)1}'
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OnaF C Fcar F est fermé, et F \ E est de mesure nulle. Ecrivons pour ¢ > 0:
{Be=A{}={B. e F;L{" =L}
={B,e F\E,LP*=LFYu{B, e E;LP = LT}

Lepremier de cesdeux derniersévénementsest de probabiliténullecar F'\ F est de mesure
nulle. Le deuxieme s écrit: “ B, est un point dedensitéde F et F estinclusdans {z € IR |
L¥ < LP*}" .1l est donc de probabilite nulle d aprés le lemme 3.

2. Le cas ou F est discret

2.1. Comportement du processus (AL )iex.

L’ objet de ce paragraphe est de demontrer la
PROPOSITION 2. — Si F est discret, le processus (Al);cr, est en escalier.

Démonstration. — Soit (T3, )»cn lasuitedesinstantsoule pointde F' leplusvisité
change: (T,.)nen st lasuite detemps d' arrét définiepar 7o = 0 et 7,41 = inf{t > T}, |
Al 7 AY } pourn € N.

D’apréslecorollaire 3, le processus (AF); <k, est cadlag. Comme F' est discret, on
en déduit immédiatement que pour n € N :

T, >1T,;

o leprocessus (Al");cr, est constant sur I'intervalle [T}, Th+1[ ;

o At 7 A1, ;

e Br,., = Ar, ., (car T,+1 €st uninstant de saut du processus (A7);cr.).

Enfin, ona7,, — +oo. Sinon, par croissance stricte de la suite (7},),, ¢, ON aurait

n—+oo
Ty = Teo VeC T, € Riet Ay, — Ar__.Comme F est unfermédiscret, onaurait donc
n—++oo nos+oo

Ar, = Ar__ pour n assez grand, ce qui contredirait lefait que Ar,,, # Ar, pourn € N.

Tout celamontre que le processus (A!");cr, est en escalier.
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2.2. Uneformule de Tanaka et sa signification.
Dans tout ce qui suit, nous noterons pour tout z réel :
-1lsz<0
sgn(z) =| O0sz=0
lsz>0

A I side delaproposition 1, nous allons prouver I’ identité suivante:

PROPOSITION 2. — S F est discret, on a presque sirement :
t
1B — Al| :/ sgn(B; — AF)dB, — V' + L] pourt € R,
0

ot

Vi= > AL, —A7 1= > |Br,— B,
neN* /T, <t neN* /T, <t

représente la variation totale du processus AT sur I’intervalle[0, t].

Démonstration. — Par continuitéadroitedes processus, il suffit de prouver I’ ega
lité presque slire a¢ fixé. Sur I’ événement {T,, <t < T,,+1}, on apresque sirement :

t n=1  Thu t
/ sgn(B, — Al )dB, = > / sgn(B, — By, )dB, + / sgn(B, — Br,)dB,
0 k=0 Tn

Tx

n—1
B B
= E “BTM — Br,| - LT}:kl +LTka]
=0

+|B; — Br,| — L™ + L™,

d’ aprés laformule de Tanaka habituelle. En utilisant les égalités L?

LY . pour k € IV, on obtient:

Ty — 7 F Br, _
® LTk aLT}:+1 -

t
/ syn(B, — A )dB, = V' — L™ +|B, — Br, |
0
=V — L{ +|B: — Al
qui est I’ égalité voulue.

Nous dlons maintenant interpréter cette inégalité en termes de temps locaux. Le
lecteur pourra trouver dans [15] les définitions et |es premiéres propriétés relatives aux
temps locaux de semi-martingal es discontinues.

Rappelons que si (X;):cr, €st une semi-martingale cadlag vérifiant pour tout ¢ €

R: > |AX| < +o0, 0UAX, = X, — X,_ désignele saut de X al’instant s, alors
s<t
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(X¢)ter., possede une famille de temps locaux continue vis-avis de la variable de temps
et cadldg vis-a-vis de lavariable d’ espace. Le tempslocal symériqueen a, (A?(X))ier.
est donné par laformule:

t
|X: — a| =|Xo — a +/ sgn( X — a)d X + A\(X)
0

+3 " (AIX —al, — sgn(X, - — a)AX,),

s<t
ou |’ on continue de poser sgn(0) = O et olilesymbole fot designel’intégra e sur le segment
[0, #]. Par rapport aux cas des semi-martingal es continues, la seule différence est le terme

correctif >~ (A|X — a|s — sgn(Xs— — a)AX,) qui vient compenser les différences de
s<t

sauts des processus | X — a| et [, sgn(X,— — a)d X,. Ceterme, toujourspositif, ne prend
en compte que les sauts de X enjambant le point a.

Comme le processus AT est en escalier, on peut applicquer ce qui vient d' &redit a
lasemi-martingde B — A", Notons (/\f)feeﬂ]ég+ lafamille de ses temps locaux symétriques.
Onadonc:

t t
|Be — A7| = / sgn(B; — A;_)dB; — / sgn(B; — A;_)dA,
0 0
+A?+ > " [A|B— A"|, — sgn(B, — AT )A(B — AT),].

s<t

A cause dela proprié&é (d) du processus A”, tous | es sauts de la semi-martingale
B — AT sont en fait des retours en 0. On voit donc que, dans ce cas, le terme correctif

S [A|B—AF | —sgn(Bs — A )A(B— AT),] est nul et que, comme A”" est en escalier:
s<t

t
[ sons — AZ)dAT = 3 son(B, - AT )AAT
0

s<t

=) 1aA]]

s<t
= ‘/;F’
car B, = AF" lorsque s est un instant de saut du processus A", Ainsi:
t
Be—AF|= [ san(, — AT )B. — VI 40
0

En comparant cette formule et celle de laproposition 2, on en déduit le:

COROLLAIRE 5. — Lorsquelefermé F est discret, le processus LT représente
le tempslocal symétrique en 0 dela semi-martingale B — AT
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3. Le passage du cas discret au cas général

Dans cette partie, nous cherchons a étendre au cas généra les résultats de la
deuxieme partie. Pour cela, nous alons obtenir une formule anaogue a la formule “de
Tanaka' du § 2.2, et valable pour tout fermé F.

3.1. Laformule générale pour lasemi-martingale B — AT

L' objet de ce paragraphe est d’ obtenir le

THEOREME 2. — On apresque siirement, pour tout instantt € R, :
t
Be—Af|= [ san(, — A7) -V 4 L.
0

ot VF est un processus croissant cadlag. De plus, le processus AY est & variation locale-
ment bornée et sa variation totale sur I’intervalle[0, t] est inférieure ou égale a Vvl

Démonstration. — Soit (F,),ecn Une suite de fermés discrets contenant 0, inclus
dans F, tels que pour tout n € N, la distance de tout point de F' au fermé F,, soit majorée
par 27",

D’ aprés laproposition 2, au § 2.2, on a presque siirement, pour tout n € N et tout
teRy:

t
B A= [ son(m, = ATdB, — VI I
0

ou VtF“ est lavariation totale du processus A" sur I'intervalle[0,¢]. Pour t € R, fixé,
étudionsle comportement de chaque terme de cette égalité, quand n — +oo:
eON aLtFn — LI presque siirement, par continuitédex — L¥. Il y aauss conver-

n—+oo
gencedans L(Q2, F, P) acause desinégalites0 < L™ < Lf, ou Lf = sup L%,
z€ER
o Sur I’ événement “ A" est le seul point de F' le plusvisiteal’instant ¢” (et donc
presque shrement), ona: Af» — AF. En effet, pour a > 0, on asur cet événement :

n—+oo
Lf\]Af—a,Afm[ <IF,
donc, apartir d’'un certain rang:
Lf\]Af—a,Afm[ 7
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d ou, comme F,, C F':

A €A — o, AT +af.
Cela montre la convergence presque siire de la suite (Af ")nen VErs A, On en déduit la
convergence presque siire et dans L2(Q2, F, P) de (|B; — A" |)nen vers|B, — AF|, en
vertu desinégaités | B, — Af*| < 2BF, ol Bf = sup |B,|.

s€[0,t]
e Ona: [y sgn(B, — A™)d B, — [; syn(B, — AF_)dB, dans LA(Q, F, P). En
effet e
&0l [Sgn(B, — ") sgn(B, — AT )] B, ]= / [Sn(B, ~ AT")— sgn(B, ~ AT )Pds
Ay

d apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue puisqu’ on a pour tout instant
s> 0: A 5 AT presque siirement et B, # A" presque siirement, d’ aprésle § 1.3.

e Par convergence des trois autres termes de I’égdité, on a V" — V,F' dans
n—+oo
L?(Q, F, P),ou:
t
VE = iBo- Al |+ [ son(s, — AT )dB.+ L.
0

Il reste & &ablir les propriétés du processus VI défini par cette égdité. On voit im-
médiatement que le processus VT est cadlag. Par ailleurs les processus Vi + A et
VI — AP« gtant croissants, on en déduit facilement que les processus (VI + Af);eq.
et (V. — AF);c . sont presque siirement croissants, et donc que les processus VI + AT
et VI — AT sont presque slirement croissants, par continuité a droite. Cela prouve ala
foisque VT est croissant, que A est avariation localement bornée et que V¥ majorela
variation totale de A”". Le théoréme est donc demontré.

Gréace au théoréme, nousallons montrer un résultat qui est I’ analogue de laformule

classique:
L9 = max (—B,) ol B. = / sgn(B,)dB,.
s€[0,t] 0

COROLLAIRE 6. — Presque sirement, pour tout instantt € R :
LF = sup (VF — BF) ou BT :/ sgn(B, — AF_)dB,.
s€[0,t] 0
Démonstration.

e L'inégalite L7 > sup (VF — BF) vientde cequel’ona, pour s € [0, 1] :
s€[0,t]

VI — Bl =L — B, — Al'| < LT < LT.
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o Par alleurs, I'instant ¢(t) appartient al’intervalle[0, ¢] et:
F RF _ rF F —7F _77F
Vo) = Bawy = Loy = [Bay = Ay = Ly = Lt

ce qui prouve que laborne supérieure est atteinte et qu’ elle vaut L.

Remarque 2. — Dans|’ égalité de processus:
|B— AF| = / sgn(B; — AP )dB, — VF + LT,
0

écrivons que les deux membres ont le méme saut al’instant ¢. Par continuitéde |’ intégrale
stochastique et de L7, nous obtenons:
A|B — A7), = AV,
Or acause delapropriété (d) du processus A", on montre comme au paragraphe 2.2 que:
A|B — AT, = —|AAT,.
Ainsi:
AV =|aAf).

Celamontre que le processus V¥ et la variation totale de A” ont les mémes sauts. Ces
deux processus croissants ne peuvent donc différer que par leurs parties continues.

3.2. Laformulation en termes detempslocaux.

Pour la méme raison qu’ au paragraphe 2.2, a savoir la proprié&té (d) du processus
AF (voir au § 1.2, corollaire 3), et grace ala convention sgn(0) = 0, laformule de Tanaka
donnant le temps local symétrique en 0 dela semi-martingale B — A s écrit:

t
1B, — AF| = / sgn(B, — AT )dB, — Y |AAT|+ 0.
0 s<t

En comparant cette égalité avec celle du théoreéme précédent, on obtient
IE =X vE =Y aAl]
s<t
soit acause de laremarque précédente:
LE =X +V =3 AV,
s<t

ce qui prouvele:

COROLLAIRE 7. — Presque siirement, le processus croissant LT majoreletemps
local symétriqueen 0 delasemi-martingale B — AT, et il y aéquivalence entre les asser-
tions suivantes:
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(1) LT est égal autemps local symétrique en O de lasemi-martingale B — AT,
(2) VT est un processus de sauts.

(3) Pourt € R, V' =Y |AATL.
s<t
Nousallons maintenant &tudier lelien entre ces assertions et la continuitédestemps
locaux de lasemi-martingae B — A"

Rappel ons que pour une semi-martingale cadlag (X;):cr, vé&ifiant presque slire-

ment, pour toutinstant ¢t € R+: Y |AX,| < +oo, ladifférence entre ses temps locaux en
s<t
x+ et en r— est donnée par laformule:

t
LPH(X) — 137 (X) =2 / Iix,-0ydYs,
0

ou (Yi)ier, et la partie a variation bornée de la semi-martingale continue

(Xt = > AX)ier.-
s<t

Danslecas qui nousintéresse, ona X = B — Af et Y = —AF + 57 AAF. Or,
s<-
d’ apres les propriétés (a) et () du processus A™ (voir le corollaire 3 au § 1.2), le support

delamesure de Stieltjesassociée au processus A" est inclusdans|’ ensembl e des zéros de
la semi-martingale B — A”. On adonc:

1 xr r— ’
CAEPUEE I PRSVISIVLES SETISTIRTV 1
s<t

Osiz %0
- — A+ AAl sinon,
s<t

ce qui permet d’ énoncer la:

PROPOSITION 3. — Lestempslocaux de lasemi-martingale B — AT sont conti-
nus vis-&vis delavariable d’ espace sauf peut-étre au point 0.

I1s sont continus au point 0 S et seulement s le processus A est un processus de
sauts.

Considéronsles nouvelles assertions suivantes:
(4) VT estlavariation totale du processus A”.
(5) AT est un processus de sauts.

(6) Lestempslocaux delasemi-martingae B — AF en 0+ et en 0— sont égaux.
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Nous pouvons résumer les équivalences énoncées dansle corollaire 7 et l1a propo-
sition 3 par le diagramme suivant :

D= Q= Q) = @e(d
(5) < (6)

Nous terminons cette partie par la:

CONJECTURE. — Lesassartions (1), (2), (3), (4), (5) et (6) sont vraies.

Nous allons démontrer cette conjecture danslecasou F = IR, en prouvant |’ asser-
tion (1).

4. 'égalité \=1F dans lecasou F =R

Dans cette partie et dans|es suivantes, nousnousintéressonsau casou F' = R.Nous

noterons, suivant I’ usage, L; = sup L? aulieude L¥. Les processus A™ et V', définisaux
z€R
paragraphes 1.2 et 3.1, seront notés plussimplement A et V.

4.1. Explication de la démarche suivie.

L' objet de cette partie est de prouver le:

THEOREME 3.

o Leprocessus(L;) représenteletempsloca symétriqueen O delasemi-martingale
(Bt - At)tE]RJ,-

o (At)ier, €st un processus de sauts.
o (Vi)icr, est lavariation totale du processus (A¢):ck., -
o Lestemps locaux delasemi-martingale (B; — At):er, Sont continusau point 0.

D’ aprésleparagraphe précedent, il suffit deprouver le premier point de ce théoreme
puisguel es troi sautres en découl ent. Comme nous savons dg aque, presque stirement pour
toutinstant ¢ € Ry, L; > A, il suffit de montrer I'inégalite EAS. > L% pour un temps
T exponentiel d’ espérance 2 indépendant du mouvement brownien B.

L'intérét de considérer untd temps 7" est quel’ on connait laloi conjointede Bt et
du processus (L%) ;g gréce au théoreme de D.B. Ray ([3] ou [10]), ainsi quelaloi de L%,
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grace alaformule de A.N. Borodin [4] (qui est d ailleurs une conséquence du theoreme

de Ray):
atet  1y(0/2)
Pl >/f= —mx— L~ feR
[ T — ] (6£ _ 1)2 IO(E/Z) pour € +
ou [y et 11 sont lesfonctions de Bessal modifiées d’indiceO et 1.

Laformulede A.N. Borodin nousfournit une expression du deuxiéme membre de

I'inégalité a démontrer :
O Aet I1(¢/2)
EL% = —_— de.
4 /0 (e —1)% Io(t/2)

Pour e premier membre EAY,, nous remarquerons au § 4.2 qu'il est égal au double
deladensiteen 0 delavariablealéatoire Br — Ar, ou encoredelavariable aéatoire A .

Pour estimer cette densité, nous exprimons, au § 4.3, P[|Ar|<e;|Br|>¢] al'ade
delaloi conditionnelledu quadruplet (L3¢, L% Lg, 1101y sachant L9.. Puis, au § 4.4,
nousminoronslaquantiteEA9. = i irr01 e~ P[|Ap| < €] al’ aidede!’ expression précédente,
enmontrant laconvergenceenloi du quadruplet (L5, L[T_E’Ol, L5, L[ﬁ’s]) convenablement
normalisé. Nous obtenons de cette maniére I"inégalité voulue EAS. > EL%. (qui est en fait
une égalité).

4.2. Lepassagede E\Y. aladensitéen O delavariablealéatoire By — Ar.

D’ aprés laformule de densité d’ occupation:
0 1 T
A =lim=— Iip._ a1 ds.
=10 25/0 {I1B:—A;|<e} 08
En admettant provisoirement I’ uniformeintégrabilité de lafamille de variables aléatoires
T
(£ fo LiB.-a.|<c1ds)->0, ONadonc:
1 T
EAO :llm—E/ I _4.1<e1ds.
T ) 2 0 {|Bs—As|<e}
Or, comme T est indépendant du mouvement brownien B et de loi exponentielled’ espé-
rance 2,on a:

T +00 t e
E/ LB, -a,<c3ds :E/ (/ 1{|BS—AS|Sa}d8)
0 0 0

+00 +00 E_t/z
= P[(|Bs — As| < €] / dt)ds
/0 ( . 2 )

:ZP[(|BT —AT| S E].

—t/2

dt

Ainsi:
EAS = |im1p[|BT — Ar| <e].
el0 € -
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Montrons maintenant I’ uniforme intégrabilité des variables (% fOT 1B, - a,|<c}d5)e >0
Nous allons prouver qu’ elles forment une partie bornée de L%(Q2, F, P). Pour cela, onin-
troduit les applications f. et F. deR dans R définies par:

z/es |z|<e

fe(x) = ‘ F.(x) = /Ox f-(y)dy pour z€R.

sgn(z) s |z| > €
D'apreslaformuled Itd, on a:

1 T T
2 I{|BS—AS|SE}d5:Fa(BT _AT)_/ fe(Bs — A;_)dB;
£ Jo 0

T
+/ fe(Bs — As_)dA;
0
= > [AF(B = A)) = (B, — A,2)AB — A),].
s<T
Or, comme pour tout z € R, | f-(z)] < 1 et |F.(z)| < |z|,ona:
o Fe(Br — Ar) < |Br — Ar|.

o [ L(By= A, )dA+Y f-(By— Ay )A(B—A),= [ f.(By—A,_)dAS<VE,
s<T

OUA®=A—Y AA, e V°=V -5 AV, désignent |es parties continues des processus
s< s<-

AetV.

o — Y A(F.(B - A), < |A(B— A),|, car F. est 1-lipschitzienne,
s<T s<T

= |AA,]

s<T
<AV
s<T
Ainsi, en utilisant laformule du theoreme 2, au § 3.1:

<_
0_25

1 /T T
/ 1B, —a.|<eyds < |Br — Ap[+ Vr —/ fe(Bs — A;_)dB;
0 0
T
=LY +/ ge(Bs — As_)dB;
0

avec g.(z) = sgnz — f.(z) pour z € R. Comme |g.(z)| < 1, lafamille de variables
aéatoi r&s(fOT g:(Bs—A,_)dB,).>0estbornéedans L2(Q2, F, P). Commepar changement
d échdle:

F[L5%] = EIT]E[L1?] < +o0,

on alerésultat souhaité.
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Remarque. — Marc Yor m'afait remarquer qu’ on peut simplifier cette demons-
tration en reprenant des mgjorationsfaites dans [15] et laformule du theoreme 2 au § 3.1.
On aen effet :

€

Or: .
My < |Bp — Ap — x| — |x|—/ sgn(Bs — As_ — x)d(B;s — Ay)
0

T
< |BT — AT| —/ sgn(Bs — A, — CL‘)st +Vp
0

T
=Lp+ / (sgn(B; — As_) — sgn(B, — A,_ — z))d B,
0

car V mgjorelavariationtotalede A, et d’ apreslaformule du théoreme 2 au § 3.1. Donc:

T
20 < 2(FI5 2 (B = Avo) - sn(B = A= - 2)ds])

< AF[L; %] +4),
ca ET =2. Ains :
1

T
B (5 [ Tum-aicds)’] < AGLL T+ < .
2¢ 0

Remarque 3. — Comme letemps T est indépendant du mouvement brownien B,
leprocessus (Br — Br—_t):¢[o,7] €t un mouvement brownienissu de O et tronquéal’ instant
T, et presque slirement, Br — Ar est son seul pointleplusvisiteal’instant 7. [l y adonc
identitéen loi entre By — Ay et Ap, ce qui permet d' écrire:

.1 1
BA7 =lim =P[|Br — Ar] <e] =lim=P[|Ar| <e].

Cette derniére égalité sera plus commode a utiliser pour minorer EAS..

4.3.Calcul de P[|Ar| < &;|Br| > ¢].

Lecalcul reposesur lethéoremede D.B. Ray [10]. Nousrappelonsici laformul ation
donnée par P. Biane et M. Yor [3], qui sera plus commode pour nous:

THEOREME (D.B. Ray). — SoitT un temps exponentiel d’ espérance 2, indépen-
dant du mouvement brownien B. Alors:

e Lesvariablesaléatoires L9, et By sont indépendantes et leur loi est donnée par :
1

P[LY € df] = I{z>o}6_£d€ e P[Br e€db] = ée_lbldb.
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e Sachant (L9, Br) = (£,b) avec (¢,b) € R} 2, le processus (L%.),cr Suit 1aloi
Q. », définie comme suit :

(L%.)zer €t markovien inhomogéne.
(L77)eer. € (LT )->p SOnt desdiffusionsdegénérateur infinitésimal 2. dd—; —2z 4
(L%)seq0,) €st unediffusion de générateur infinitésimal 2z, — 2z + 2L

Dans ce qui suit, nousnoterons ), et @, laloi desdiffusionsissuesde ¢, de généra-
teur Zx(f—; —2r L et 21‘;—;—2.1‘%4'2%. X désignerale processus canoniquesur I’ espace
C(R,R)ouC(R+, R)suivant lescas. Ces notationsétant fixées, nous pouvons commencer
le calcul. Par symétrie, on a:

P[|Ar| < & |Br| > €] =2P[|Ar| < &; Br > €]

+0o +oo
:/ e—w/ e=bdb QM{ sup X, < sup XI},
0 5

lz|>e lo|<e
d apresle théoreme de Ray. Or en utilisant le caractere markovien du processus (X ;) zer
souslaloi Q¢ Onapourmy > €1 > 0,mp > £, > 0etm =myVmy:

Ql,b[ up X, < sup X | (X-e, sup Xo, Xo, sup X;) = (€1, mq, {y, mz)}
|z|>e |z|<e —e<2<0 0<z<e

=Qulsp X, <ml Q| s X, <miQx, [sup X, < ml|
t>0 0<t<b—¢ t>0

e —

el , e
= Su X <m;
em — 1 QZZ |:0Stsg_£ t=m em — 1
Pour laderniereégalité, onautilisélefait quesouslaloi @, le processus (eX); ¢k, est une
martingalelocaeissuedec’ et piegéelorsqu’ elleatteint 1. Ainsi, pour m > ¢ 1’ événement

{sup X; < m} est presque siirement égal al’ événement :
t>0

m Xp_e

— €

“ |le processus(eX*), ¢k, ateint 1 avant d’ atteindree™
ters oM A
et adonc pour probabilité =5

On vérifie assez facilement que souslaloi @7, le processus (X¢, sup, <, Xs)ier,
est un processus de Feller issu de (¢2, £2), avaeursdans |’ ensemble:
E={(z,y) eR?|0< z < y}.
Soit (P;):er, SON semi-groupe. En notant f,,, " application de F dansR définie par :

e —e”

m\<L, = ]I m}
Jm(z,y) o1 Hy<m)
nousavonsains :
Qﬁ,b[ sup XIS sup Xx | (X—sa sSup X:L‘;XSJ Sup Xﬁ?):(glamlagzamZ)]
|z > || <e —e<2<0 0<z<e
Em_ell
= P fm(l2, £2).
em—1
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Notons i . €t p; . laloi ducouple (X, SUPyc, <. Xs) SOUSQ, €t Q. Pour £ > Oet
b > ¢, laloi duquadruplet (X_., SUP_, <, <o Xz, X, SUPpc <. Xo) €St AONC 1/ - ® ;1275.
En notant toujoursm = m1 V my pour alléger les expressions, on aansi :

PllAr| <& |Br| > €]

+oo +oo
/ —W/ _bdb//,uzg(dﬁlxdml)uh(dﬂzxdmz)

m ﬁl

+00 e
:e_g/ _ldK/ / He, E(df]_ X dml) ,uz a(dfz X dmz) 71_%1(52%2)
0

oU g.,, est|’application de F dansR définie par:

Pb e fm (€2, £2)

+o00
gm(z, y) =/ Py fm(z,y)e~tdt pour y>ax>0.
0

Lecacul dey,, fait intervenir larésolvante du semi-groupe (P;):ck,. Nousle détaillerons
au § 4.5. Pour ne pas perdre lefil conducteur de la démonstration, nous admettons pour
I'instant laformule:

gm (€, ) =
€

1 2 m S()
>l >
_1<e +e™ — 2e™ S(m )) pour m > /¢ >0,

ou .S(z) =exp(z/2)Io(z/2) pour z € C. Onaans :
P[|Ar| < e} |Br| > €]

+00
=e ¢ / e—ﬁdﬂ/ / e e (dly x dmyq) /12,5((%2 x dmg) F(1, m1, l2, mp)
0 EJE

avec pourmy > £1 > 0etmy > ¢ > 0:

S(EZ) m 21 £2+6 2e™
et = s~ 5em)

F(ly, mq, €5, mp) =

olm =mqV mo.

4.4. Application ala minoration deEAS..

Comme les cal culs sont assez techniques, nous reportons dans | es paragraphes sui-
vants ceux qui ne sont pas indispensables pour comprendre I’ idée de la demonstration.

D’ aor‘& les paragraphes précedents, on a:

EX\p = I|m P[|AT|<5]
o1
> liminf = P[|Ar| < &;|Br| > €]
el €

TIPS Y A
:Ilmlnf—/ e_ZdK//pg’g(dﬂl x dmy) pj . (dla x dmy) F(l1, mq, £z, m2).
0 € Jo rJE ’
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Ecrivonspour my > €1 >0etmy > {r > 0:
S(t2) 1 ’"(S’(r)—S(r)) Lemsi(r)

e drx—

(e —12 "V ez S(ry? S5(r)?

avec m = my V my, e effectuons le changement devanabl&:

1
EF(EJ_, my, fz, mz): )d?"

lh— 0 =2/le
my — £ =2Vley
lby— 0 =2/lexs
my — € = 21z y,.

Ennotant D =R x Ry et v, ., v, laloi de ﬁ(& — £, 8UPyc . Xo — ) SOUSQy, Q)

onadonc:

1 +o00
—/ e_ldK/ / pa,e(dly x dma) pp (dlo x dmyp) F (€1, my, bo, m2)
€ Jo EJE '

= /*00 G_ZEM/ / ve(dey x dyr) vy (dez x dy2) Ge (€1, 91, T2, y2)
avecpour{ > 0, ¢ 0> 0, (z1, yl)DE ll))et (z2,42) € D
Goo(x1,y1, 2, 92) = %F(ﬂ + 2V lexzy, 0+ 2/ leyr, £+ 2/ lexo, £+ 2V Leyy).
En utilisant I’ expression de 1 F/(¢1, my, £2, my) ci-dessus, on voit que:
G (1, y1, 22, Yo) s—w> Gro(z1, y1, 22, ¥2),

ou,ennotanty =y, V yz'
w

GZ O(Ila Y1, T2, yZ) ( X \/_(y o ,1‘1)6 x \/_(y B 5(6)2
A 25'(0)
= W<W - 1)(y - Il)(y - IZ)

_ Ae?t I(¢/2)
- mfo(ﬁ/z) (v — z1)(y — 22),

car, pour tout z € C, S(2)? = e* In(2/2)? et 14(2) = I1(2).

Or, nousavons (cela seraprouvéau § 4.6) vy . ? vety, ? v, Olv désignela
5 e

loi de(By, sup Bi).Par positivitedesapplicationsG, ., celaentraine (nouslejustifierons
s€[0,1]
précisément au § 4.6) que:

+00
|imii)nf e_ZdE/ / v e(dzy x dy1) szs(d:bz x dy2) Gy (21, Y1, 22, Y2)
€ 0

4£e 1(t/2)
- C/ @12 02"

+00
> / _ng/ / v(dey x dyy) v(dxa x dyo) Geo(1, Y1, 22, y2)
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ouC = fD fD v(dzy x dy1) v(dza x dy2) (y1 V y2 — x1)(y1 V y2 — x2).

Nous prouveronsau § 4.7 que C' = 1. Ainsi, on alachaine d' inégdités:
1
0 —im=— <
EA7 I;waP[IATI_al

o1
> liminf = P[|Ar| < &; |Br| > €]
€l0 &

+00
= liminf 6_ld£/ / I/g’g(dl‘]_ X dy]_) I/é a(dl‘z X dyz) GZ’E(:L‘]_, Y1, T2, yz)
€0 Jo DJD ’

. /*OO atet  I,(0/2)
“Jo  (F=1)21o(t/2)
=L},
d apresle §4.1. On aobtenu I’ inggalité voulue, ce qui prouve le théoréme moyennant les
justifications et les calculs qui ont été reportés aux paragraphes suivants.

Remarque 4. — Comme \9. < L presque siirement, toutes les inégalités que
nous venons d’ écrire sont en fait des égalités. En particulier, on voit que
1
—P[|Ar| < &;|Br| <e] — 0,
€ )
ce qui montre a posteriori quelaminorationde P[|Ar| < €] par P[|Ar| < ¢;|Br| > €]

était fine.

4.5. Calcul de g, (2, y) = f0*°° P, fon(x, y)etdt.
Comme nous I’avons signalé au § 4.2, le calcul de g,,, fait intervenir larésolvante

du semi-groupe (P;):cr, 8ssocié au processus (X, sup X) souslaloi Q.
s<t

Pour établir que ce processus est markovien homogene on écrit que sachant
(Xto, sUp X;) = (z,y)0lU(z,y) € F,leprocessus (Xiy+t, SUP Xio+s )ter, €St indEpendant
t

s<to s<
du processus (X, SUp X;)teo,tq € Suitlaloi P™¥) du processus (X, y V SUP X;)ier,
s<t s<t
sous (.

On vérifie enfin que le semi-groupe (P:): <k, est de Feller, ce qui permet d' utiliser
son générateur infinitésimal pour lecalcul deg,,. Son générateur infinitesimal A est donné
par le:

LEMME 4. — LedomaineD 4 du générateur infinitésimal contient les applica
tionsg : £ — TR de classe C?, asupport compact, telles que g—Z(m, xz) = 0 pour tout
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z € R.. Pour ces applicationsg, Ag est donné par laformule:

_., 9% dg dg
Ag(l‘,y) - Zmﬁ(m,y) - Zxa_x(x’y)-‘-zﬁ_m(x’y) pOUr(l‘,y) e E.

Démonstration. — Soit g vérifiant les conditionsdu lemme et soit f I' application
définie par :
_,. 9% dg dg

En notant (X;, Y3):cr, | processus canoniquedeC(R+, E), il S agit demontrer quelepro-
Cessus

(g(Xta Y:) — 9(Xo, Yo) — /0 f(XSJYS)dS)teR+

est une martingale sous les lois P(®:¥),
Comme presque siirement Y. = Yy VvV sup X5, le processus Y est croissant et n’ aug-
s<-
mente pas hors du fermé: {t € R,/X,; = Y;}. A cause delacondition %Z—(m,x) =0la
formuled' Itd s écritici :
1 [t 9%

t
0
9% V) = 900, o)+ [ F100, VX 5 [ TR0n V)i X,

Et comme le processus X admet pour générateur infinitesimal 2z j—; —2rL+24 ona:

"o
0 333
ce qui montre que g(X ., Y') — g(Xo, Yo) — [, f(X;,Y;)ds est une martingale. On adonc
biengec Dy et Ag=7f.

t
9(Xe, Y2) — g(Xo, Vo) - / £ vds = [ 200X, VIdX, +2X,ds — 2ds],
0

Nous alons maintenant utiliser le lemme pour calculer g, (z, y)= f0+°°Ptfm (z,v)
e~tdt. Commel’ application f,,, n’est pas continue, nous!’ approchonspar des applications
fm,s définiespour m > Oetd > O par:

€

m_ e
em

1 Ys(y —m) pour (z,y) € E,

fm,5($:y) =

ou ;s est une application de classe C*°, décroissante, valant 1 sur | — oo, 0] et 0 sur
[4, +oo[. De cette fagon, on a f,,, s € Co(E), donc I’ applicetion g,,, 5 dé&finie par g, 5 =
f0+°° Py fm se~"dt appartient au domaine D 4 du générateur infinitésimal et est I’ unique
solutionde I’ équation g — Ag = f s d'inconnueyg € Co(E).

Cherchons si cette équation a une solution vérifiant les conditionsdu lemme. Si ¢
est unetelle solution, on apour tout (z,y) € F :
82

G090 N 0,99, 99 (0 ) — oz ) = €
2ro5 (@, y) = 27 (2, y) + 2 (2 y) — g(@,y) = —

e: Ys(y —m).
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Pour y € R, fixg, on voit quel’ application z — g(z, y) est solution sur I'intervalle|[0, y]
d'une équation différentiellelinéaire du deuxieme ordre. On vérifiefacilement quel’ appli-
cation & + 77 4)5(y — m) est une solution particuliére. Etudions|’ équation homogéne
associée:

2zu” — 2zu' + 20’ —u =0.
La recherche des solutions dével oppables en série entiere en voisinage de O fournit une
droite vectorielle de solutions: ce sont les multiplesde S, ou:

Cette série entiére a un rayon de convergence égal a +oo. On vérifie par une méthode de
variation des constantes que ces sol utionssont les seul es sol utionsde I’ équation homogene
se prolongeant par continuitéen 0.

D’ aprés ce qui précéde, si ¢ est unesolutiondel’ équation g — .Ag = for, s VErifiant
les conditionsdu lemme, alors g est delaforme:
9(@,y) = om(x)s(y — m) + S(x)c(y),
Oll ¢ (z) = S22 et c est une application de R+ dans R. On doit avoir en outre, pour
0= 50, 2) = oo @5 — m) + S(@)e' (),
C' est-a-dire:
om ()

(@)= i —m) T

Par ailleurs, il faut que g soit a support compact, ce qui équivaut, compte tenu de
cequets(y —m) =0poury > m +4, alacondition:

e(y) = 0 pour y assez grand.

Ondoit ains avoir:

ely) = / Ys(z — m) SD;(S)dz poury € R
Yy

dou:
+o0

#o.0) = n(aVsly — m) +S() [ 04— m)Z S pour o) € B
y

On vérifie facilement que cette formule définit bien une application g vérifiant les condi-
tions du lemme et telleque g — Ag = fn, 5. Par unicité de la solution de I’ équation
g —Ag = fm,s, g Nest autrequel’ application g, 5, ce qui prouve laformule:

+0o

9m 5(2,Y) = om(2)s(y — m) + S(z) ¥5(z —m)
Yy

om(2)
S5(2)

dz pour(z,y) € E.
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D’ aprés |e theoreme de convergence dominée de L ebesgue, on a:
gm(z,y) = léiﬂ)]gm,é (z,y)

_Som(m))
S(m) 7

car —y%(- — m) tend vers lamasse de Dirac au point m quand ¢ | 0. Ainsi, pour m > 0

et(z,y) € E:

= om () Iiy<m) +S@) Liy<m) (

S(x e’ +e™ 2™
gm(x,y) = %I{yﬁm} (ﬁ - S(m))'

Remarque 5. — Le lecteur familier des fonctions de Kummer s apercevra que
S(z) =M(1/2,1,z) = exp(z/2)Io(z/2),0u M (1/2, 1, -) est lafonctionde Kummer depa
ramétres1/2 et 1, et /o lafonction de Bessal modifiée d’indice 0. Le lecteur novice pourra
consulter [1] au chapitre 13 et plus particulierement laformule 13.63. | pourra auss se
contenter du changement de fonction inconnue u(x) = exp(5)v(5) dans I’ équation diffé-
rentidle 2zu’’ — 2z’ +2u’ — u = 0 pour trouver que v est solution de |’ équation de Bes-
sel modifiée d’indice 0. Rappel ons la définition de lafonction de Bessel modifiée d’indice
veN:

+oo
2/2 2n+v
I(z) = Z(:) % pour z € C.

4.6. Justification des passages a la limitedu § 4.4.

CONVERGENCE DESLOIS 1z ET v, . QUAND ¢ |, 0.
Montronsquelaloi v, . de ﬁ(& — ¢, sup X, — £) sous Q, tend verslaloi v de
s<e

(B1,sup B;) quand ¢ | 0. On prouverait delam”erﬁefat;on quev; . ? v.
s<1 e

(X¢):er, étant le processus canonique sur C(R +, R), on posepour ¢ > Oet¢ > 0:
Xet — ¢ g
Y= ——— cest-adire X.; =L+ 2VIYS.
PV~ t t

Souslaloi Q. pour £ > 0, leprocessus (X;):cr, est presque sirement aval eurs positives,
donc il admet pour générateur infinitésimal 2|:c|dd—;2 — 2z-L (Onaremplacé le codfficient

2z devant dd—; par 2|z| pour avoir un caeficient partout positif).

Pour toute application f € C?(R, R) & support compact, les processus:
t
(F(X0) = 1(6) - /0 QIX,1F(X,) = 2%, F/(X,))ds), .5
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t
(f(Xat) - f(ﬁ) - /0 (2|X€5|f”(ng) - 2X€5f/(X€5))6d8)te]R+
sont donc des martingal es.

Enprenant f : =z — g(;\;é), oll g € C?(R,R) est & support compact, on obtient
que:

(9020) = 90 — /0 [l + 2VEEY 1 (V) - ﬁ(mm_eY;)g'(Y;)]ds)

est une martingale.

teR

Souslaloi @, laloi du processus Y est donc solution du probléme de martingale
associé aux codficients a. et b, définis par :

1
ocl) = Hes 2By ehat) = - S+ 2V
et alaconditioninitiadleYg = 0.

Comme a. ? letbh, ? 0 uniformément sur les compacts de R et comme le
probléme de martingal es associ € aux codficients constantsag = 1 et by = Oet alacondition
initidle Xo = 0 admet pour unique solution la mesure de Wiener issue de O, le théoreme
de convergence de diffusions (voir [12], au chapitre 11, theoreme 11.1.4) nous assure que
laloi deY© sous (), tend faiblement verslamesure de Wiener issue de 0. A fortiori, laloi

v, de (Y, supY;) sous Q. tend verslaloi v de (B4, sup B).
s<1 s<1

Remarque. — Marc Yor m'afait remarquer qu’ unthéorémede convergence en loi
pour des martingales suffit ici : on commence par remarquer que souslaprobabiliteQ,, le
processus Y< améeme limiteen loi quand e | O que le processus 7 ¢, ou:

1
2/le

Or, pour e > 0, Z¢ est une martinga elocale continueissue de O, dont lavariation quadra
tique s écrit :

€t
7 (Xt — ¢ +/ 2Xds).
0

1 et
7579, = — | 4X.ds.
(25 2% 465/0 s

Comme on a presgue sirement :
(Z¢,Z%) ?t pour tout t € R,
€

on en déeduit queleprocessus 7 ¢ converge enloi versle mouvement brownien B grace aun
théoreme de convergence en loi pour les martingales (voir [11] au chapitre X111, exercice
1.16).
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LIMITE DES INTEGRALES.
L autre point ajustifier est I'inégalité:
+oo
liminf e_zdﬂ/ / v (dzy x dy1) vy (dzo x dy2) G (21, 11, T2, Y2)
€0 Jo D JD '
+oo
> / 64(“/ / v(dzy x dy1) v(dza x dy2) Gro(z1, y1, 22, Y2)-
0 D JD
Nous savons dgaque pour £ > O:
I/Zyg — v, I/ﬁ e —) 14
el0
et:
Gre ? Gy oSimplement sur D x D.

L'idée est d' utiliser lelemme de Fatou, car les applications GG, . sont positives. Pour cela,
onposepour > 0etn > 0:

Hgyn: inf Gls,
0<e<n

et on écrit que comme G, > H,,,, pour e < 5, onapour 7 > 0 fixé:

Iiminf/ / vpe(dzy x dy1) vy (dza x dy2) Go (21, y1, 22, y2)
0 JpJp

||n1!)nf/ / ngs(d.rl X dy]_) I/é g(d;‘L’z X dyz) Hz’n(;‘c]_, Y1, T2, yz)
€ D !

> / / v(dzy x dy1) v(dea x dyz) Hyp(x1, y1, 22, y2)
D JD
car |'application H,, est continue positive. En effet, pour ¢ > 0O, I'applica-
tion: (g, 21, y1,%2,42) — Gr(21,y1,22,y2) €st continue par rapport a I’ensemble
des cing variables, ce qui se voit en écrivant poure > 0, (z1,y1) € D et (z2,y2) € D
S+ 2\/texy) /y
G (1,91, T2, 92) = X exp(l + 2V lz2)2\/tdz
0,e(T1, Y1, 22, Y2) (exp(l + 2v/Tey) — 1)2 p( )
Y exp(l + 2/l 2) (S — S) (L +2\/1ez) +exp(€+2\/_y)5’(£+2\/_z)2\/—d

. S(¢ +2\/tez)?
avec y = y1 V yo. Par conséquent, lafamille d’ applications (G - )-¢[o,n] €St équicontinue,

ce qui entraine la continuitede H, ,,.

En faisant tendren vers 0 dans |’ inégalité précédente, on obtient par lethéoréme de
Beppo Levi :

||m|nf/ / ngs(d.rl X dy]_) I/é a(d;‘L’z X dyz) Gé,s(-'fl; Y1, T2, yz)
0 JpJp ’

>/ / v(dzy x dy1) v(dza x dy2) Geo(z1, Y1, 22, Y2),
puisque H, ,, T Gy 0, etl’'inégaitévoulues obtient apartir de cettederniére en appliquant

lelemme de Fatou
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4.7. Calcul delaconstante C.

Ona:
C= / / v(dzy x dy1) v(dzz x dyz) (1 V y2 — z1)(y1 V y2 — 22)
pJp

=E[(S1V S1 — B1)(S1V St — BY)],
ou B’ est un mouvement brownien indépendant de B et pour¢ > 0:

S;= sup By, S,= sup B..
0<s<t 0<s<t

En développant le produit (S1 v S| — B1)(S1V S; — Bj), on obtient:
C=E[(S1V 5)*] - 2E[By(S1V 51)].
Or par indépendance de S et de (B1, S1), onapour ¢ > O:
E[B1(S1V Sy) | S1 = a] =E[B1(S1V a)]

1
:E[ A Btd(St \/a)]

1
=TE[ / (S: V a)d(S; v a)],
0
car sur le support delamesure d(S; V a), ona B; =.S; V a. Donc:
2E[By(S1V Sy | Sy =a] =E[(S1V a)® - a7

=E[(S1V SY)?— S£| Sy =a].
Par conséquent :
2E[By(S1V Sy)] =E[(S1V S)? - S7].

Ains :
C =THSP]=HB{] =1,

car S} amémeloi que|By|.
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5. Deux propriétés des sauts du processus A

5.1. Introduction.
Dans cette partie, nous alons répondre aux deux questions suivantes:
1) Leprocessus A peut-il avoir des sautsisolés?
2) Le mouvement brownien peut-il revenir ason point le plusvisité sans le modifier ?

Nous savons d’ apresle corollaire 3, au § 1.2, que les sauts de A ne peuvent se pro-
duire qu’ aux extrémités droites des intervalles ouverts de constance de L*, et que le pro-
cessus A est constant sur cesintervalles, si bien que les sautsde A sont “isolés agauche’.

En revanche, nous alonsvoir que les sauts de A sont immédiatement suivisd’ une
infinité d’ autres sauts, et ne sont donc pas “isolés a droite”, s bien que la réponse a la
premiére question est NON.

Ladeuxieme question pourrait se reformuler comme suit : 1es sauts du processus A
sont-ils*obligés’ ? En effet, toujoursd’ apréslecorollaire3, nous savonsquelesintervalles
ouvertsde constance de L* sont lesintervallesou le mouvement brownien B n’ occupe pas
son sitele plusvisité. A priori deux situationspeuvent se présenter aux extrémités droites
de cesintervalles:

« Le mouvement brownien B visite suffisamment un autre point pour quele temps
local en ce point rattrape (et depasse) celui du point qui était le plusvisite. A cet instant,
le point le plusvisité “saute”.

¢ Lemouvement brownien B revient ason sitele plusvisité suffisamment vite pour
quelepoint le plusvisiténe change pas, auqud cas, il N'y apasde saut al’ extremité droite
del’intervallede constance de L*.

Il est assez facile de prouver que la premiere situation se produit et cela a dgja étée
constatépar N. Eisenbaum (voir laremarque 12 du chapitre| de[5]). |1 est moinsévident en
revanche que |e mouvement brownien puisse revenir vers son point le plusvisité sans que
des temps locaux au voisinage immédiat de celui-ci ne le doublent. Néanmoins, puisque
le mouvement brownien apu partir du point leplusvisité sans lefaire sauter, on est amené
apenser qu'il peut également y revenir sansle faire sauter.

Nous prouverons dansle § 5.2 que ¢’ est effectivement possible, répondant ainsi a
la deuxieme question par OUI.
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Pour chacune de ces deux questions, nous aurons besoin d’ une description assez
précise de I alure des temps locaux au voisinage de leur maximum.

5.2. Lessautsde A ne sont pasisolés.

Nous alons prouver ici le:

THEOREME 4. — Presque slirement, danstout voisinage adroitedes instantsr,...,
pour r € R, le processus A saute uneinfinité de fois.

Comme d' apresle § 1.2, le processus A est constant sur lesintervales[r,, 7.+[ &
ne peut sauter qu’ aux instantsde laforme 7.+ ol 7. < 7.+, on en déduit le:

COROLLAIRE 8.

o Presque slirement, les processus L* et A ont les mémes intervalles ouverts de
constance.

o Presque siirement, tout saut de A est immédiatement suivi d’uneinfinitéd autres
sauts.

L e théoréme se demontre facilement a partir de la:

PROPOSITION 4. — Pourr,h € Q%, considérons!’instant :
Top Sinf{t € Ry | L2 > v +h}.
OnadorsA,, , 7 A;, presque sirement.

En effet, en admettant |a proposition, plagcons-noussur I’ événement formé deséven-
tualités de Q3 (ou 23 est I’ événement qui aétéintroduitau § 1.1) telles que:

e t — A, est unefonction de sauts.
e Pourtout (r,h) € Q32 A, , 7 A, .
e Pourtoutr € QF 7 = 7

h—0

Alors sur cet événement, le processus A possede au moins un saut dans tout inter-

vale]r., 7. ] ou(r, k) € Q3% Commer, , — 7. pourr € Q% et 7, — Ty POUr 7o € Ry,
) L ) h—0 ) r—rot
on voit quetout voisinage adroite de ...+ pour 7o € R contient un intervalledelaforme

17, 7r+n] OUT, h € Q7 et contient donc un instant de saut du processus A, ce qui demontre
le théoreme a partir de la proposition.
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Démonstration de la proposition4. — On commence d’ abord par remarquer que
B, 7 0 presque sirement. Une des nombreuses facons de le prouver consiste d écrire:
{B,, =0} C{L=r} ou 0=inf{t eR,|L)>r}.
Cedernier événement est de probabiliteO car le processus (L %)), ¢k, €st un carré de Bessel
de dimension 0, issu de r, d’ apres le deuxieme théoreme de Ray-Knight (voir [8] ou [11]
au chapitre X1, section 2).
Par symétrie, il suffit donc de prouver que la probabilitéde I’ événement {A,, ¥
A;, , } sachant { B;, > 0} estégaeal. Nousallonsprouver en fait que presque slrement,

pour tout ¢ > 0, il existe z €]0, ¢] tel queLT,h > r + h, ce qui entraine que le point le
plusvistéal’instant 7, , N'est plus B, = A;,.

Pour cela, on introduit le mouvement brownien B. = B, .. — B, . B estissude0
et est indépendant delatribu F;_, ou (F:):cr, est lefiltration engendrée par le mouvement

: Fo _ 7B- .
brownien B. Laformule ¥ = L27," — L7 fournit une version continue des temps

locaux de B etI'ona:
Top =T 470 o FO=inf{t e Ry | L0 > 7).
Aing, pour z € R}:
(L2 > p 4 h} = {Lf —h>r— Ly,
Il s agit donc de prouver que:
P[Ve>03xe]o,e]i —h>r—L2"™ | B, >0]=
Pour cela, nous alons d’ une part montrer que pour la probabilité P[- | B, > 0],

les processus (L“E0 )ock, € (er” "eer, sont des processus de Feller indépendants, ce qui
entraine d’ apres [aloi du 0 — 1 de Blumenthal-Getoor que:

P[Ve>03xe]OE]L%—h>r— | B;, > 0] € {0,1}

B,.r+x
et d’ autre part montrer la convergence en loi :
e Y L5 — h,r— L") sachant {B,, > 0} = (2Vh By, 24/7Ry)
h £

oU R est un processus de Bessdl de dimension 3issu de 0, indé&pendant de B. Cette conver-
gence en loi entraine en effet que:

P[3z €]0,¢] Egg —h>r—LE"" B, >0
> p[E;;2 —e>r— L2 B, >0
= P[VhBy > \/TRi1] > 0
d'ou:

P[Ve > 032 €]0,¢] L% —h>r— Lo~ | B, > 0] >0,
h
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cequi avec laloi du 0 — 1 prouveraque cette probabilitévaut 1 et demontreraains lapro-

position. Les processus (L% ).k, €t (,':in”“f)weﬂg+ sachant { B;, > 0} sontindé&pendants

u
car le mouvement brownien B est indépendant delatribu F ., ou (F;):cr, et lafiltration
engendrée par |e mouvement brownien (B ):cr.. |l suffit donc de prouver que ce sont des

processus de Feller et que |’ on ales convergences enloi :

6—1/2(2:20 — h) ? 2\/531
h 3

e~ Y2y — 127" sachant {B,, > 0} = 2\/7R1.

D’ apres le deuxieme théoreme de Ray-Knight (voir [8] ou [11] chapitre XI, section 2), le
processus (L%, )zer, €t un caré de Bessel de dimension O issu de h. 1l s'agit donc d'un
h
processus de Feller. En appliquant une transformée de Fourier connue sur les carrés de
Bessdl (voir [11] au chapitre XI corollaire 1.4), on voit que pour A € R:
ixe=2h
1—i2)\el/2
exp ( —2)\%h )
Pl e

E[ exp(ire™ "4 (L5 — h)] = exp ( ) exp(—iAeY/2h)

_9)2
—>x¢0 exp(—2X“h),
ce qui prouve la premiére convergence en loi.

Pour |e processus (Lf’r’”'“:)xeﬂg+ sachant {B,, > 0}, on obtient saloi grace aun
théoreme de N. Eisenbaum (voir [5] ou [6]) donnant la loi du processus (L7, )zer OU
a, = 78 = inf{t > 0| LF* > r} et en utilisant un theoréme de retournement de

D. Williams ([14], théoréme 2.5) : en notant S; = sup B pour ¢ > 0, on voit sans peine
s<t

gue le processus (Lf:’_”)osxsgrr_B” sachant {B,, > 0} amémeloi quele processus
Sey— R_
(L2 )o<o<Sa, —Ba, SChaNt {Lo] < 7}

D’ apres lethéoreme de N. Eisenbaum, il s agit donc de carrés de Bessel de dimen-
sion 4, issusdeO, prisjusgu’ aleur premier instant de passage en r. Autrement dit, sachant
{B,, > 0}, Ieproc&ssus(Lf:r_x)osxsgrr_B,r est unediffusionrégulieresur I'intervalle
[0, r], issuede 0, tuée en tempsfini, lorsqu’ elle atteint lafrontiére r. Cette diffusion admet
pour générateur infinitésimal A = ij—; + 4%, pour fonction d’ échelle s : 2 +— —z~!
(qui vérifie s(0+) = —co et s(r) < +oo) et pour mesure de vitesse lamesure m de densité

dm — x

dr T 2°
D’ aprés |e theoréme de retournement de D. Williams (voir [14], théoréme 2.5), le
processus

B, +
(L7 o<s<S, —B,.
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sachant { B, > 0} est une diffusionissue de r, tuéelorsqu’ eleatteint O et de générateur
infinitésimal :
A= (s(r) — s(x))TLA(s(r) — s(2)).

Un calcul facile aboutit alaformule:

~ d? dr d

=2r—— ———.

A=20 de? r—zdz
Comme LY = Opoury > S, le processus (LB””)xE]R+ est encore une diffusion de
générateur A, lafrontiere0 étant cettefoisun piége. |1 s agit donc d’ un processus de Feller.
Il reste aprouver laconvergence enloi :

1
—(T‘ _ B,.r+x

NG

Pour cela notons X le processus (LT[r )te& et Y© leprocessus (4r€ (r— 2)teR.
pour £ > 0. Nous alons montrer quelaloi ¢ du processus Y¢ sachant { B, > 0} tend
faiblement verslaloi du processus (R, 2);¢r,, en montrant que Q¢ est solution d’ un pro-
bléme de martingales a cadfficients localement bornés, pour pouvoir appliquer un théo-
reme de convergence de diffusions. (Comme nous voulons ici des cofficients locale-
ment bornés nous avons choisi de prendre (Y5 )ier, = (7= (r — X-t)?:ier. plutdt que

) sachant {B,, > 0} T 2\/rR;.

B,.r+at)

(3= — Xet)eem.)-
Soit f € C?(R,R), asupport compact inclus dans IR ;. Posons pour z € [0, 7] :

w0=1(5)

Alors g est de classe C?, asupport compact inclusdans [0, [, etI'on a:
_ (r —z)?
g'()=- TE f < dre )

r— x)? r—z 1 r—z)?
g“(m) 2r5‘f (( 47’6) )+( 2re )Zf <( 47“6) )

Sachant { B, > 0}, le processus (g(X::) — fot ng(ng)eds)te]R+ est une martingale. Or
ona:

eAg(X.,) = 2X. 60" (X.,) — —er' (Xe)
wa

_stla H¥aves €S
= et priyey s U Tl Ber puyey o 22 iy

:ZYf(l zr)f“(wpa(l 2\/7)f(Y€)

Donc sachant { B, > 0}, le processus:

€ ! 1 € 1 € £ ! £
(107 = [ Guelr o) +n. 01 ),

+
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est unemartingale ol pour y € R ;

) =4l (1-2/ ) @ b =3a-2/U
7 r
Par approximation, on montre que celareste vrai pour toutefonction f € C2(R), asupport
compact. Autrement dit, laloi . est solution du probléme de martingales associé ala
conditioninitiale O et aux codficients a. €t b..

Comme a. (y) ? 4|y| et b.(y) ? 3 uniformément sur les compacts vis-avisde
€ €

y, laloi Q. converge verslaloi d'un carré de Bessel de dimension 3issu de0, d'aprésle
théoreme de convergence de diffusions (voir le théoreme 11.1.4, au chapitre 11 de [12]).
On en déduit la convergence en loi voulue, ce qui achéve de prouver laproposition 4.

5.3. Lessautsde A ne sont pas “obligés’.
Commengons par formaliser laquestion 2 soulevée au § 5.1

Soit¢ € R3. D'apreslaproposition 1, au § 1.3, on a presque sirement B; # A,
cest-adireg(t) < t < d(t) d apreslapropriété (e) du corollaire3, au § 1.2. Sur I'intervalle
[9(), d(t)[lepointleplusvisitéest By). Al'instant d(t),"le’ pointleplusvisitéest B).
Le but de ce paragraphe est de prouver le:

THEOREME 5. — Pourt > 0 la probabilité pour que le point le plus visité ne
saute pas al’instant d(t) est non nulle. Autrement dit :

P[Bd(t) = Bg(t)] > 0.

N. Eisenbaum s est d&jaintéressée a cette probabilité. En remarquant qu’ elle nedée-
pendait pasdet (par changement d' échelle) eleadémontrédanslaremarque 12 du chapitre
1 de[5] que cette probabilité&tait strictement inférieure a 1. Rappel ons brievement pour-
quoi : si cette probabilitévalait 1, on aurait presque siirement, pour tout s € Q, By(s) =
By(s), cequi entrainerait queleprocessus A serait continu. Or il y adenombreux moyensde
prouver que A possede des sauts. On peut par exemplele déduiredesrésultatsde F.R. Bass
et PS. Griffin [2], qui entrainent que presque sirement :

liminf A; = —oco, limsupA; =+co e |A;| = +oo.

s—+o0 s—+00 s—3+00
On peut aussi le déduiredu fait que A est un processus de sauts non constant, ou du théo-
reme gue nous venons de demontrer au § 5.2.

Pour démontrer que P[Baay) = Byl > 0, nousintroduisonsle premier instant
aprés 1 ot le mouvement brownien revient a son point le plusvisiteal’instant 1:

D(1) =inf{t > 1| B, = A1}.
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La premiére étape consiste a prouver les égalités presque slires:
{Ap@ = A1} ={DQ) =d()} = {L*D(l) = L1} ={Baw = By}

Parmi ces événements, le premier signifie que A; est encore le point le plusvisité au pre-
mier instant ou le mouvement brownien revient en A;. Le dernier signifie que le point le
plusvisité ne saute pas al’instant d(1).

Ladeuxieme étape consiste a prouver que P[L},q) = L7] > 0, ce que nous ferons
en conditionnant par rapport & 71 = o((Bs)sefo,17) €t en utilisant le lemme suivant qui
constitue le point-clé de la demonstration.

LEMME 5. — Soit) unefonction croissante et strictement positive sur un voisi-
nage adroitede0, a variation lente en O+, ¢’ est-a-dire vérifiant :
P(ix) .
— 1 pourtout teR3,
9@ w0 P -
telle que () ﬁ 0. On apresque sirement :
Atz i A dx
.o Ly — L7t +o0 S (z)— converge
liminf ————— = o+ x
210 /zy(z)

0 sinon

Nous appliqueronsce lemme &+ : x — (Inz)~?, ce qui donne:
e~ Y2(In2)X (L} — LiE") 3 oo presque sirement.
T
On dispose ains d'une minoration de I’ avance du temps loca au point le plus visité sur
les temps locaux en ses voisinsimmeédiats.

Celemme seradémontréau § 5.4.

Démonstration du théoreme.

Premiére étgpe:

Sur I’ &vénement presque siir { By 7 A1}, ona Ay = By, et dedeux choses|’une:
—oubienal’instant D(1), A; est encorele point le plusvisité

Dans ce cas A; est resté le point le plus visité pendant tout I’ intervalle de temps
[1, D(1)], puisquepour t € [1, D], L{* = Lty = Ly, Linstant D(1) est donc le
premier zéro du processus B — A apres|’instant 1. En utilisant les propriétés du processus
A énoncées au § 1.2, on voit donc que (1) = d(1), d'ou L7y = Ly = L] € Baq) =
Bpw = A1 = By

—oubienal’instant D(1), A; n'est plusle point le plusvisité
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Dans ce cas, on ne peut avoir D(1) = d(1) car celaentrainerait:
Ap) = Aaq) = Ba@) = Bp) = Az,

ni D(1) < d(1) car pendant I'intervalle de temps [1, d(1)[, A1 est le point le plus visité
Onaainsi D(1) > d(1),d’ol Ly, 4y > Ly, = L7 par définitiondel’instant d(1) et By 7
Ay = By par définition del’instant D(1).

Onaains les équivalences:
Apq@ = A1 <= D(1) =d(1) <= Lp) = L1 <= Baw = Byq),
pui sgque toutes ces égalités sont vraies dans e premier cas et fausses dans e second.
Deuxiéme étape:
Il s’:'f\git demontrer que P[L},) = L7] > 0. Pour cela, on introduit |e mouvement
brownien B = Bi;. — By, issude0 et indépendant de 71 = o((B;)seqo,17). Laformule

L7 = LBy _ B fournit une version continue des temps locaux de B. On remarque
t 1+t 1 ~
que D(1) =1+64,_p,, ennotant 5, =inf{t € R, | By =z} pour z € R.Ainsi:
{Ibw=ILi}={Vz eR Lpy < Ij}
={vzeR L3 05 <] 1)

D’ aprés la propriété de Markov, on adonc:

P[Lpu = Li | Fil = F(By— Ay, L — L1*7),
ou:

F(y,¢)=PlVe € R L;"7 < p(x)] pour yeRetypeC(R,R).

Nous alonsdémontrer que F(By — A1, L — L") > 0 presque siirement, ce qui entrai-
nera:

P[Lypq = Li] = EF(By — Ay, L — L{*") > 0.

Or d' apres le lemme, on a presque slirement :
m_l/z(lnm)z(Lz — Lflix) x—w) +00.
Par symétrie, il suffit donc de prouver que F(y,) > Opoury € Riet o € C(R,R)
vérifiant :
e p(0)=0.

. | ||n>f w(z) > 0, pour tout £ > O.

o 2~ Y2(Inz)2p(x) ? +00.
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D’ apres|e premier théoreme de Ray-Knight (voir I’ énoncé dans[10], [11] chapitre
X1 section 2 ou dans |’ introduction du chapitre || de cette these), on aen conditionnant par
rapport afg_y ;
F(y, @) =E[£(L2_)a(L3_)],
oupourf € R,:
F(0) = Q3YIvt € [0,4] X: < p(1)]
9(0) = QPIVt € Ry Xy < oy +1)],
en notant comme d’ habitude:
(X+t)ter le processus canonique sur C(7, R),
Q! laloi d'un carré de Bessdl de dimension § issu de z,

Q%y‘;j laloi du carré d’ un pont deBessel de \/z a.,/y, dedimension ¢ et delongueur

On remarque que les variables aléatoires f(L2_ ) et g(LY_ ) sont corrélées posi-
tivement, comme fonctions décroi ssantes d’ une méme variabl e a éatoire. La décroissance
de f et g provient du théoréme de comparai son de solutionsd’ équation différentielles sto-
chastiques (voir lethéoreme 3.7 au chapitre IX de[11]). En effet 0 et Qi’g (qui est 1aloi
retournée de Qéif) sont les lois des solutions des équations différentiell es stochastiques:

! t t 2Y.
YF“/ 2\/V.dB, e m:m/ 2\/12st+/ (2— s )ds.
0 0 0

Yy— s
Cette derniére équation s obtient a partir de |’ équation différentielle stochastique vérifiee
par le pont brownien dansR?, de (¢, 0) a (0, 0) et de longueur y.

Onaains :
F(y,¢) > E[f(Z3_)E[9(Z3_))]
+eo —f.dl

= Q3Ivt € [0,y] X; < (t)] QI € Ry Xy < oy +1)] exp (=) 5
0 2y’ 2y

En conditionnant le premier facteur par X. pour ¢ €]0, y[, on obtient de la méme fagcon
I'inggdlité:
Qolvt € [0, 9] X; < @(1)] > QB[VE € [0,e] X < ¢(1)] x Qf[Vt € [£, 4] Xi < @(1)]-

Or, souslaloi Q3 on apresque siirement :

. t _

MR i ]~
d' apres la loi du logarithme itéré pour le mouvement brownien plan. Comme
t=Y2(In )%p(t) —3 feoron aafortiori :

X, tTO o(e(t)) presgue sirement,
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ce qui entraine que I'inégalité X; < ¢(t) est vraie pour tout ¢ € R suffisamment petit.
C'estlalepoint clédeladémonstration: commeon utiliselesvaeursy = By — Ay, p(z) =
Ly — L{" et X, = Lplyy — LiY™ pour z € R, cette inégalite signifie qu'a I’ instant
D(1), letempslocal au point A; nes est pasfait doubler par lestempslocaux en sesvoisins
immédiats.

Onadonc Q3[Vt € [0,¢] X; < ¢(t)] > 0en choisissant ¢ assez petit. Et comme
igf ©(z) > 0,onaauss,

o Q4vt € [e, 9] Xi < o(1)] > 0

QOVt € By X, < p(y+1)] >0 pour ¢ assez petit.
Ainsi :
F(y, ¢) > Qolvt €[0,] X¢ < p(t)] x QF[Vt € [£,y] X¢ < (t)]
oo —£. dt
0 —_ _
< | Qe R X <oy +nlep ()5
> 0,

ce qui achéve ladéemonstration.

Remarque 6. — La premiere étape de la démonstration nous fournit une mino-
ration de la probabilité de saut a I’instant d(1). En effet, en reprenant les notations de la
deuxiéme étape relative au mouvement brownien B, on a:

P[Byy 7 Byw] = P[Lpay > Li] > P[LpYyy > Li]

=P[L3, ,. >Ii-L{]
Or:
PIL3, . >Ii—L{ | Fil=G(BL— Ay, L] — L}Y)
avec:
Gy, M) = PIL3_, > \] = e (2_|—;|) poury € Ret A € R
Ains

L — LBl L*— 19
P[Baw) 7 Byw] 2 E{GXP(— m)] :E[GXP( - §|A1| l)};

laderniere égalité s' obtenant par retournement, en remarquant qu’al’instant 1, Lf tegtle
tempsloca enOet B;— A; lepointleplusvisitédu mouvement brownien (B;— Bi—t)tcR.-
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5.4. Démonstration du lemme5.

Soit v» unefonction croissante sur unvoisinageadroitede0, avariationlente en 0+,
telleque(z) ﬁ 0. Comme ¢ est avariation lente en O+, on a par changement d’ échelle
T
I"identité:
* AT:l:l‘ * Alzl:x
liminf =L—7 __ =|iminf =L —1— enloi,

0 \/_1/)(1*) zl0 \/_1/)(415)

pour tout temps 7" ind&pendant du mouvement brownien B.

Choisissonspour 7" untemps exponentiel indépendant de B. D’ apréslethéorémede
D.B.Ray ([3] ou[10]), sachant { By = b} oub € R, lesprocessus (L7 )eer.s (LT )ze[0,8]
et (LF)z>» sont des diffusionsavaeursdansIR ., ol O est le seul point irrégulier. Comme
Ap #0et Ay # By presque sirement, le processus (L%),cr €st une diffusion réguliere
(eventuellement retournée) au voisinagede Ar.

Par changement d’ échelle et detemps, on est ramené aprouver un résultat identique
pour le mouvement brownien au voisinage de son maximum sur un segment, car les de
rivées de lafonction échelle et du changement de temps qui apparai ssent sont strictement
positiveset finies.

On finit donc la démonstration en prouvant la:

PrRoOPOSITION 5. —  Soit W un mouvement browniendansR . Soit+ unefonction
croissantesur unvoisinageadroitedeOQ, avariationlenteen0+, telleque(x) 7)) 0.Alors
T
presque srement, pour tout instant p réalisant un maximum local du mouvement brownien
W,ona:

liming o = Wow _ | +o08 1/)(415)— converge

o f 0

0 sinon

Remarque 7. — Enretournant |e mouvement brownien 177 aux instantsentiers, on
Wo = Won
voit qu' on ale méme résultat pourlmlmf .

Vhi(h)

Démonstration de laproposition5. — Laproposition est une consequence immé-
diate des trois observations suivantes:
1) Tout instant ou TV atteint un maximum local est delaforme p(to, a) avecto, a €
Qs+, en notant :
o(to,a) =inf{t > to | Wy — Wi, = —a}
p(to, (l) = inf{t > 1o | W, = sup Ws}

to<s<a(to,a)
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p(to, a) est presgue slirement le seul instant de [¢o, o(to, a)] réalisant le maximum de W
sur cet intervale a cause de laremarque suivante.

2) En utilisant un théoreme de décompositionde Williams (voir [ 11] au chapitre VI,
proposition 3.11), on voit que conditionnellement & W, a) — Wi, = m, le processus
(m — Woto,a)yrt + Wio)o<t<o(to,a)—p(to,a) €St UN processus de Bessel de dimension 3 issu
de O prisjusqu’ ason premier instant de passage en a + m.

3) D'apresle §4.12 (Kolmogorov'stest) de[7], s R est un processus de Bessdl de
dimension 3 issu de 0, aors presgue sirement :

d

+ 008 P(x) i converge
xr

liminf Rh__
=" o+
wo Vhy(h) 0sinon

6. Questions ouvertes

6.1. Lien entre L™ et letempslocal dela semi-martingale B — A",

Nous avons demontré que L est le temps local symétrique en 0 de la semi-
martingale B — AT dansles deux cas suivants:

—lorsque F' est discret, ce qui &ait relativement simple, car le processus A™ est en
escalier dans ce cas.

—lorsgue F = IR, ou ladémonstration repose sur un calcul fastidieux.

On aimerait trouver une démonstration de cette propriété qui soit a la fois plus
conceptuelle et générale (qui donne le résultat pour tout fermé F').

Il est tentant d’ essayer de demontrer cette propri&é dans le cas général, en appro-
chant F' par une suite de fermés discretsinclus dans F' (comme nous|’ avonsfait au § 3.1)
et en effectuant un passage alalimite. Mais quelle que soit la méthode employée, on bute
sur un probleme d'interversion de limites assez délicat.

On peut auss essayer d’ adapter au cas général lademonstration de I’ égalite \? =
LI danslecasol F = R, qui afait |’ objet delaquatriéme partie. On peut en reproduirele
déebut sans changement : en prenant un temps 7" exponentiel d’ espérance 2 et indépendant
du mouvement brownien B, on voit qu'il suffit de prouver I'égalité: EAS = ELL, et on
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démontre comme au § 4.2 quel’on a:

o _; 1 T
EAT =Llﬂ)12—61€[/0 I{|BS_ASF|9}48}

1
=1lim=P[|Br — A%| < ¢].
lim=P[|Br — Ar| < ¢]
En revanche, on ne peut plusappliquer I’ argument de retournement qui permettait de rem-
placer la densité en 0 de la variable déatoire By — AL par celle de lavariable aéatoire
AL,
On est donc réduit a prouver I’ égalité:

1

||P3—P[|BT — AR <e] =14,

€ 9
Cette égaliténefait intervenir quelaloi conjointedelavariableaéatoire B et du proces-
sus (L#.)zer qui est donnée par le théoreme de D.B. Ray. Connaissant cette loi, il “suffit”

donc de vérifier cette égdité. Mais on ne voit pas comment aborder dans e cas général les
calculs des paragraphes 4.3 2 4.6.

Par ailleursil serait remarquabl e que cette égalitésoit vraie pour tout fermé F' (nous
savonsdgaqu’elleest vraie pour tout fermé discret). Peut-on I’ interpréter apartir delaloi
conjointede By et (LF)ger ?

6.2. Une égalité mystérieuse.
Si nous observons la déemonstration de I’ égalité:
1
IIPSEP“ATl <e| =EL},
qui se trouve aux paragraphes 4.3 et 4.4, nous constatons qu’ un miracle s est produit. La
formulede A.N. Borodin: ,
4t I(£/2)
P[L: > ] = ———=
RN GO
nous a fourni I’ expression suivante pour le second membre:

R Al TZE Y (4 ))
wi= [ e

pour £ € R},

Pour calculer e premier membre, qui est égal aliirge‘lP[|AT| <e¢;|Br|>e¢]l,on
a utilisé le theoreme de Ray. On a obtenu exactement le méme expression, dans lagquelle
I"intégration vis-avisde ¢ provenait d’ un conditionnement par rapport a LY. = ¢.
La démonstration prouve non seulement |’ égalité escomptée, qui est I égalité des
intégrales, mais aussi |’ égalité des intégrandes:
1 1
—21; 0 — — =L . 0 —
lim=P||Arp| <e| Ly =] = lim=P||Ar| <e;|B Ly =Y
€ <10 £ Azl <e| L7 =] = 210 [lA7| < & |Br| > e | LT =]

et n(e/2) .
GRS UE R
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qui était “inattendue’. Peut-on I'interpréter ?

Par changement d’ échelle, on peut écrire une égalité similaireen remplagcant T par
n’'importe quel temps exponentiel indépendant du mouvement brownien. En interprétant
chague membre en termes de transformée de Laplace, on est conduit a supputer que pour
t,l e RY:

1 o i4
_ < . _ *
26P[|At| <e L)€ dl] T ZtP[Lt € df],

Oou encore:

1 b4
= <e|Li=t] — —.
ZEP[lAtl <elli={ <10 2t

Peut-on demontrer et interpréter ces inégalitées?

6.3. Laloi delavariablealéatoire A;.

Que peut-ondiredelaloi delavariable aléatoire A; ? Est-ce uneloi gaussienne ou
une autreloi “classique’ ?

Pour déterminer laloi de A1, on pourrait par exemple ladéduire de celle de Ar,
ou T est un temps exponentid d' espérance 2 indépendant du mouvement brownien B. En
effet, commelaloi de A; est symétrique et comme A; # O presque siirement (cela peut se
déduiredufait que By # A, presque siirement, en retournant le mouvement brownien B a
I"instant 1), il suffit de connaltre la transformée de Fourier deln|A;|. Or par changement
d'échelle, onapour§ € R:

E[|Ar|*] = E[(VT|Aq])"?] = E[T**/2]E[|A4]"].
Or: 9
HT/?) = 29170 (14 5) 70,
Donc latransformée de Fourier deln|A1| se déduit decelledeln|Ar|.

On peut théoriquement obtenir laloi de A7 en utilisantlethéoremedeD.B. Ray qui
donnelaloi du processus (L% ), cr, Maistrés vite, le calcul devient extrémement pénible.

Nous nous contenterons de trois remarques qui donnent une assez bonne idée de
I'dluredelaloi de A;.

Remarque 8. — Laloi de A; est absolument continue par rapport alamesure de
Lebesgue sur R.

En effet, soit N une partie négligeable deR et soit € R%. Montronsque P[A; €

N] < 5. Comme A; # 0 presque sirement, on a P[|A1] < B}] < npoure € R} assez

petit, ol B = sup|B;|. Or sur I'événement {|A1] > BX},ona: A1 = B. + A1_., 0l
s<e
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A1_. est lepoint le plus visité par le mouvement brownien B = B... — B. al'instant
1—e¢.Ains:

P[A1€ N] < P[B. + A1_. € N1+ P[A1 % B. + A1_.]
<0+,

car laloi de B, + A;_. est absolument continue, par indépendance de B. et de Ap_..

Remarque 9. — Pourtouta € R.:
1
EP[Bl > 2a] < P[A1> a] < 2P[B; > a].

En effet, onad’'unepart A; < S; 0uS; =sup B, d ou:
s<1

P[A1 > a] < P[512> a] =2P[B1 > a].

D’ autre part, pour tout b € R P[A1 > 5 | By = b] = 1 car laloi de A; sachant
B = b est symétrique par rapport a % (celase voit en retournant e mouvement brownien
Balingtant 1). Onadonc P[A; > a] > 3 P[By > 2a] pour a € R..

Remarque 10. — Si laloi de A; admet unedensitécontinueet bornée f, alorscette
derniere vérifiel’inégalité f(a) < f(0) exp(—a?/2) pour tout a € RR.

En effet, il suffit, par symétrie, de prouver I'inégalitésur R .. Soit donca € R .. No-
tonso, lepremier instant ou le mouvement brownien est en a, B le mouvement brownien
B,,+ —a,issude0, et A leprocessus du point le plusvisité par le mouvement brownien

B.Onaadorspoure > 0:
{A]_ € [(I,CL+5]} C {U'a <1 ;{l—oa € [0, 6]}7

d’ ol par indépendance:
1
P[Al € [a,a +5]] < / P[Al_s € [0, 6]]P[aa € ds]
0
l ~
:/ P[A1€[0,(1- 8)_1/26]]P[0'a € ds]
0

= /01 </0(l—s)_1/2 f(Ey)Edy) Plos € ds].

En divisant par ¢ et en prenant les limites quand £ | 0, on obtient par le théoreme de
convergence dominée de Lebesgue:

1
f(a) < /0 FO)L— 5)~Y2P[o, € ds] = FOE[(1— 00) Y ?Lj0, <13]-
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En utilisantI’identité s, = (a/B1)? enloi, on voit que:

E[(1 - 0a)™ Y15, <13] = 2E[ Ba(Bf — a®) "2 Aip,5 03]
2 +00 / 2/
= — 2?2 — a?) Y224y
\2m /a ( )

2 [*ee 1/2 2/2

= —/ (2y)~Y2em " 2V dy
™ Jo

—a?/2

= o~/

)

ce qui achéve lapreuve.

6.4. La probabilitédesaut al’instant d(¢).

Nousavonsvu au § 5.2 que laprobabilité pour que le processus A saute al’instant
d(t) est indépendantedet € R et strictement compriseentre O et 1. |l serait intéressant de
connaitre sa valeur, ¢’ est-a-dire de répondre alaquestion: “Que vaut P[Bgqy = Byw] 7’

La encore, on peut prendre un temps 7' exponentiel indépendant du mouvement
brownien B et écrireque P[ By = Byl = P[Baer) = Byr)], par changement d’ échelle.
En notant 7, letempsloca du mouvement brownien B= Bp+. — Br et o, =inf{t € Ry |
B; = 2} pour z € R, on montre comme au § 5.2 que:

B

P[Bu) = Byr)] = P[Vz € RLLTD0 < 1 — 147,

Lesprocessus(L47~57*7), ey et (L5 — L1 "), ¢ Sontindépendants conditionnellement
a By — Ar. Le premier théoréme de Ray-Knight nous donne la loi du premier sachant
Br — Ar. Lethéoreme de D.B. Ray nous donnethéoriquement laloi conjointedu second
et de Br — Ar. On dispose donc del’ information nécessaire pour pouvoir théoriquement

calculer cette probabilité.

6.5. La mesure de Hausdor ff deI’ensemble des zérosde B — A¥.

Dans[9], E. Perkinsadémontréquesi # ., désignelamesure de Hausdorff associée
alafonction ¢ : ¢t — \/2tIn|Int|, aors presque sirement, pour tout ¢ € IR et pour tout
r€eR:

Ho({s €[0,t[| B =z})=L7.

Ce réesultat, améiorant dans le cas du mouvement brownien un théoreme énoncé par
S.J. Taylor et J.G. Wendel [13] concernant les processus stables, fournit a lafoisla di-
mension exacte de Hausdorff des ensembles {s € [0, ¢[| B; = z} et uneinterprétation des
temps locaux comme mesure de Hausdorff de ces ensembles.
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A-t-on un résultat semblable pour I’ ensemble des zérosde B — AT, asavoir:

Ho({s €[04l B, = AT} = LT 2

Danslecasoulefermé F est discret, ce résultat est une conséquence directe du théoreme
de E. Perkins, car le processus AT est en escalier.

(1
(2

(3l

(4

(5]

(6]

(8

(9

[10]
(11]

[12]

[13]
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