L>-COHOMOLOGIE ET INEGALITES DE SOBOLEV

par Gilles CARRON

0. Introduction

Le but de cet article est d’ obtenir des résultats de finitude pour la dimension des
espaces de L?-cohomol ogie de vari&tés non-compactes.

Rappelonsquesi (M7, ¢) est une vari&é riemannienne compl &te son k- iéme espace de L.2-
cohomologie peut &re défini comme |’ espace, H* (M), des k-formes differentidlesa €
L?(A*T= M) qui sont fermées et cofermées (da = 0, da = 0) ou de fagon équivalente,
qui sont harmoniques pour e Laplacien de Hodge-de Rham A* = §d + dd, (cf. S3 de cet
articleou [Da]).

Lorsquelavariété M est compacte, |ethéoréme de Hodge-de Rham dit que ces espaces sont
dedimensionfinie et qu' ilssont isomorphes aux espaces de conomologieréellede M . Ce-
pendant lorsque (M, g) 0’ est pas compacte, ces espaces ne sont pas, en générd, de dimen-
sionfinie. Beaucoup de résultats d’ annul ation avai ent été obtenus; citons par exemple [G-
W], [Mal], [E-F], [E-R] lorsgue lacourbure de M est positiveou nulleet [D-X], lorsquela
courburede M est négative. Et anotre connaissance, |esrésultats de finitude concernaient
des variétés dont un voisinagedel’ infini avait une géométrie particuliéere (voir entre autres
([G-L], [Br]). Notrerésultat est le suivant

3.2. THEOREME. S (M, g) est une variété riemannienne compl ée qui pour
unp > 4 véifiel’inégalité de Sobolev

1— 2
01 w00 ([ W) < [ ldPes, vae cpan,
M M
et dont le maximum K (z) des courbures sectionnelles des 2— plans tangents en z vérifie
/ K(z)?dz < oo,
M

alors les espaces de L?-cohomologie de (M ™, g) sont de dimension finie.

Les résultats concernant la 2 cohomologie sont regroupés dans |a troisiéme par-
tie: dans une premiére partie on éablirala preuve de ce résultat dans son contexte plus
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général d opérateur de Schrodinger. En effet, le Laplacien de Hodge-de Rham A* admet
la decomposition de Bochner-Weitzenbock suivante

AF = A+RF,
ol A est lelaplacien brut du fibré vectoriel riemannien A*T* M — M et ol R* est un
champ d’ endomorphismes symétriquesde A* 7% M qui peut S exprimer al’ aide de |’ opé-
rateur de courbure ([G-M 2]) ; par exemple sur les 1-formes, il s agit du tenseur de Ricci.

Grace aux travaux de N. Varopoulos ([V]), | es hypothéses du théoréme nous permettront de
montrer que |’ opérateur A~ 'Rk agit de L?(A*T* M) dans lui-méme de fagon compacte.

Dans une deuxieme partie, nous obtiendrons des résultats d’ annul ation et des estimations
pour |la dimension de ces espaces; nous utiliserons diverses méthodes. Concernant la . 2-
cohomol ogie, la premiéere méthode nous fournirale résultat suivant

PrROPOSITION. — I/ existe une constante C'(p, k) telle quesi (M, g) vérifiel’in-
égdlitéde Sobolev (0.1) pourp > 2, et 5

/ K% (x)dz < C(p, k)pp(M)?
M

alorsH* (M) = {0}.

Puisnousobtiendronsdes résultatsde presque annul ation, ceci graceaun résultat de
Galot-Meyer ([G-M 1]) qui, apartir d unemajoration delanorme .9, > 2, desééments
de#* (M) enfonctiondelanorme L2, permet de conclure aune majoration deladimension
de #*(M). Cerésultat appliquéala L? cohomologie est le suivant

3.4. PROPOSITION. — Si (M™, g) est une variété riemannienne qui satisfait a
I’inégalité de Sobolev (0.1) pour unp > 4 aors

Si la courbure de Ricci satisfait a

. P 1
/M | rnc_ | (l‘)dl‘ < /,Lp(M) <1+ m)
aorsdim#i(M) < n =dimAT*R” | edimH Y M) < n =dimA?~T*R" ;

B_1

et si lacourburede M satisfait a

Py ’ 1\ &t
/M K2 (z)dr < (up,(M)/C(n, k)) <1+ W) ;

dorsdim#* (M) < C* =dimAFT*R™ ;.

Remarque. — Nous avons aussi obtenu de telsrésultatslorsquep < 4 (cf 2.b).
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Pour obtenir des estimations plus générales, nous sommes amenés a supposer
qu’une autre intégrale de courbure est finie ; ceci pour assurer que les k-formes har-
moniques L2 sont en fait bornées. On obtiendra un résultat généralisant le précédent en
utilisant les inégalitées de Gagliardo-Nirenberg obtenu par T. Coulhon.

Enfin en reprenant | es estimées de Cwi cke -Lieb-Rosenbljum obtenues par Bérard-Besson
([B-B]) nous obtiendrons|e résultat suivant

THEOREME. — Si (M", g) est une variéériemannienne qui vérifiel’inégalité de
Sobolev (0.1) pourp > 2 et si lacourburede (M, g) vé&rifie K € Lz N Lz pourunr > p
alors les espaces de L?-cohomologie sont de dimension finie et on alamajoration

dim#* (M) < C* C(p, n) / K% (z)dz.
M

Remarque. — Pour le premier espace de Z.?-cohomologie, il suffit de considérer
lacourbure de Ricci.

Lorsque (M™, ¢) est isométriquement immergée dansun espace euclidien, lapreuve
déevel oppée nous permettra d’ obtenir des résultats similaires mais uniquement sous des
hypotheses sur 1a seconde forme fondamentale de I’immersion, ceci grace au travaux de
Hoffman-Spruck ([H-S]). Notre résultat est |e suivant

3.5. THEOREME. — Si(M™, g) est unevariété dedimensionn > 2 isométrique-
ment immergées dans un espace euclidienR™ telle que laseconde forme fondamentale I
del'immersion satisfait &
/ |[T1"(z)dz < oo, lorsquen > 5
M
oulorsquen < 4,

/ |[1I]"(z)dz < oo, / |TT"* (x)dx < oo pourune > 0,
M M

alors les espaces de L?-cohomologie de (M ™, g) sont de dimension finie.

Nous avons rappelé que lorsque (M ™, ¢) était compacte, |les espaces de .2 coho-
mologie avait une interprétation topologique puisqu’ils sont isomorphes aux espaces de
cohomologieréedlede M . Dansle cadre des résultats de finitude énoncés ci-dessus, on ai-
merait interpréter la L2-cohomologie. C est M. Atiyah qui aintroduit la 2,2 cohomologie
([At]) danslecasou lavariétériemannienne (M, g) éait le revétement infini d’' unevariété
compacte M

r—M-—M.
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Dans ce cas | es espaces de 7.2-cohomol ogie ne sont pas de dimension finie (amoinsd &re
nul), maisilspeuvent étre considérés comme des I'-modul es pour lesquel s ont peut définir
une dimension de Von-Neuman, b (M, T') = dimp #* (M), Atiyah montrait I’ égalité

JEERNEED Y EWASTE

M i=0

ol y(M) est la caractéristique d’ Euler de M et ou 2 est la n-forme de Chern-Gauss-
Bonnet. Ensuite J. Dodziuk ([Do]) amontré que ces nombres de Betti &taient de nouveaux
invariantsd’ homotopiede (T'ar1 (M), M). Par lasuite J. Cheeger et M. Gromov ont &endu
ces résultats a des revétements de variétés riemanniennes de volumefini et a courbure bor-
née ([C-G 1], [C-G 2)).

Une question qui apparait naturellement aprées ces résultats de finitude est la sui-
vante, lorsque (M ", g) est une variété riemannienne compléte qui setisfait al’inégdité de

Sobolev
n (V1) ( / |u|%(m)dm)

et s lacourburede (M™, g) vérifie

1—2
< / |du|?(x)dz, Yu € C§° (M),
M

/ K(x)?dx < oo, lorsquen > 4,
M

(ouK € Lz N L% lorsquen < 4), aors comment peut-on comparer |a caractéristique
d'Euler L? de M définie par

n—1

XLA(M) =Y (=1)' dim#' (M)

=1
et I'intégrale de lan—forme de Chern-Gauss-Bonnet sur M (intégrale finie grace al’ hy-
pothése sur K). Afin de comprendre ceci, nous avons calculé dans I’ appendice B la L?-
cohomol ogi edes sous-variéés minimal esd’ un espace euclidien dont laseconde formefon-
damentale /7 vérifie [, | 11" (x)dx < co; M. Anderson (R. Osserman pour les surfaces)
montre qu’ unetellevariété (M, go) est diffeomorphe & une variété compacte M privée de
b points correspondants aux boutsde (M, go): M ~ M — {p1, ..., py}. Notrerésultat est
le suivant:

Notation. — On note b; L2(M) = dim#’ (M), le i-iéme nombre de Betti 7.2 de
(M, g).

B.1. THEOREME. — boL2(M) = b, L?(M) = 0.

Sin=dimM =2aorsHY (M) ~ HY(M).

Sin > 3,dorsb  L2(M) = by(M) +b — 1,
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pour k € [2,n — 2], HE (M) ~ H*(3T) e donc b L2(M) = by(37),
et bn_le(M) = bn_]_(M) +b—1.

Aing, sdlon [A] , nous avons |’ égalité suivante, lorsquedim M = n > 4 est paireaors

/ Q = x(M) — 2b = xL*(M).
M

Remarque. — Notons que I'interprétation de I’ intégrale de la n-forme de Chern-
Gauss-Bonnet, pour des variétés non-compactes, a donné lieu a de nombreux travaux, ci-
tons par exemple ceux de J. Brining ([Br]), ceux de W. Muller ([M]) et ceux de J. Roe
([R1], [R2)).

1. Résultats généraux de finitude

Nous montrons dans ce paragraphe comment obtenir des résultats de finitude pour
des noyaux d’ opérateurs de Schrodinger.

Nous commengons par &udier le cas des opérateur de Schrodinger agissant sur les
fonctions.

Notation. — Si r estunréd onnotex_ = max (0, —z), &t z+ = (—z)_ ans

T =T+ —2T_.

1l.a. Pour lesfonctions. — Nous avons e théoreme suivant :
1.1. PROPOSITION . — Sipourunp > 4,(M™, g) vérifiel’inégalité de Sobolev

1—-2
w0 ([ 1)) < [ lue)ts, vue cgon,
M M
esV : M — R estunefonction continuetelle que
/ Vf/z(m)dx < 00,
M

adorsH(V)={u € L3(M), Au+V u =0} est dedimension finie.

Remarque. — Nous verrons dans un deuxiéme paragraphe comment obtenir des
résultats de finitudelorsquep < 4.

Lapreuve delaproposition 1.1 repose sur la proposition suivante:
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1.2. PROPOSITION . — Sousles mémes hypothéses que celles du théoreme pré-
cédent, onpose H = A+V,, dorsl’opéateur H~'V_ est un opérateur continu et compact
de L?(M) dans lui-méme.

L e théoréme précédent est un conséquence de cette proposition puisque

H(V) = Ker{H'V_ — Idran}-

Preuve. — Montrons d abord que H~1V_ est un opérateur continu: en effet,
d'une part, grace al’inégalité de Holder, I’ opérateur multiplication par V_ est continu de
2p
L?(M) dans L»4(M):

/M(v_u)%(g;)dx < (/M(v_)%> - (/M |u|2> ” , Yu € LA(M).

Notonsques p > 4 dors 1)271’4 > 1. D’autre part, suivant les travaux de N. Varopoulos

([V], [C-S-V] et I appendice A.1), nous savons que H ~* opérede L g (M) dans L?(M),
avec une norme d’ opérateur qui vérifie

1HY 2 < C@up ()

L[

On en déduit donc que H# ~1V_ est un opérateur continu de .2 dans ui-méme avec une
norme d’ opérateur qui vérifie:

[1H ™V |2z < C@)IV-|, 5 up(M) ™

Remarque. — On pourraitici en déduire un résultat d’ annulation si
COIV-I p (M)~ < 1,

puisqu’ aors |’ opérateur H ~1V_ serait inversible, en fait on verra un résultat plus précis
en 2.a).

Montrons alors la compacité del’ opérateur H ~1V_. Si nousnotons 1 lafonction
caractéristique de laboulegéodésique de centre z fixé et derayon R, nousavonslalimite
en norme d’ opérateur de L?(M)

lim H-*(1zV_)=H V_,
R— oo
ceci est une conséquence du résultat précédent. Ainsi pour montrer la compacité de

H~YV_, il suffit de montrer celle des H % (1 V), pour cela on préfere montrer celle
des opérateurs adjoints (1 V_) H~! ; maispour ¢ € L?(M) ona

1(LrV-) H ¢llr2 < CllpH ™ Y¢l| 2,
ou C est un mgjorant de V_ sur laboule de centre z et de rayon R et p est une fonction
lisse asupport compact positive, égalea 1 sur cette boule et partout inférieurea 1. 11 suffit
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donc de montrer que’ opérateur p H ~* est compact, ceci est un simple conséquence du fait
que pH ~1 est un opérateur continu de L2(M) dans H3(M), ou H}(M) est e complété de
C§°(M) pour lanorme (pré~)HiIbertienne||u||12qé(M) = [y ldul® = f;, Au u. En effet,
HE(M) s injecte de fagon compacte dans L2(support p).

Montronsdonc que pH ~1 : L2(M) — H3(M) ; soitu € C§°(M), dors

ol = [ A (o,
M

En se servant des identités suivantes
A(pH ) =Ap H u -2 (dp7 d (H_lu) ) +pA (H_lu) ,

1
SAQY) = pAp = ldpl*;
et en intégrant deux fois par parties, nous obtenons:

_ 1 32 _ _
lpH l“HJZqé(M) :/M |dp|2 (H lu) + P2 (H lu) A(H lU)7
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
o H = ulZsary < 1| (dpl H=2) wllZz + (1A (H 2 u) || 2 || oH~ u .

Maisona|AH tu| < AH Yu| < |ul,car AH™Y = Id — V,H -1 et I'opérateur H~1
préserve la positivité. On en conclut donc que

o ulsiany < (Hdpl HHZ o o+ 0o 12) lule. 0

1.3. Remarque. — Nouspouvonsauss remarquer ques (M, g) vérifiel’inggaite
de Sobolev

o) ([ 1l e)

e s p > 2 e sousles mémes hypotheses que le theoreme 1.1, dors |’ opérateur
(A +V3)~Y? v opere de fagon compacte de L?(M) dans lui-méme. Nous aurons
besoin de ce résultat au 2.d. En effet, I"inégalité de Sobolev implique que (A + V)~ /2
est continu de .2 dans 722 &t I'inggalité de Holder permet de conclure que I’ opérateur
multiplication par V2 est continu de L7 dans L2, ce qui donne

1A+ VT2V s < V2V 2,
puisqu’ un opérateur et son adjoint ont méme norme. Pour montrer que cet opérateur est
compact, on procéde de méme que précédemment, cela repose sur le fait que s p est une
fonction lisse & support compact alors |’ opérateur A—1/2p opere continiiment de L2 dans

H§ puisque [|ul| 3 = [| A 2ul| 2.

1—-2
< / |du|?(x)dz, Yu € C$°(M),
M

Nous pouvons généraliser ces résultats au cas des sections d’ un fibré riemannien,
ceci grace al’inégalité de Kato.



1blecasdesfibré. — Soit £ un fibré vectoriel riemannien sur (M, g), on note
<, > (resp. | |) leproduit scaaire (resp. lanorme) sur lesfibresde £ ou d’ unfibré naturel
associé. Soit D laconnexion de £ compatible avec ce produit scalaire, on a donc

X.{o,7)=(Dxo,7)+ (0, DxT1),

pour tout champ de vecteur X de M et toutes sections lisses o, = de E. A la connexion
compatible, on associe un opérateur A le Laplacien de Bochner de F (appelé aussi leLa-
placien brut de £) qui est défini a partir de laforme quadratique o — [, |Do|?, plus
exactement, nous avons |’ identité suivante

/ (Do, Do) :/ <Z0', 0'>, Yo € C5°(M).

M M

Ona(Aoc) (z) = =3 D, D.,c, 0ol {e; }1, est unrepere orthonorméde 7, M .
=1

Dans beaucoup de problemes géomeétriques, F est auss muni d’un Laplacien na
turel qui admet une décomposition de Bochner-Weitzenbock A + V/, oll V' est un champ
d’ endomorphismes symétriquesde E ; ¢ est le cas dela L 2-cohomol ogie (cf. le paragraphe
3). On décompose dors V en V. — V_, ol Vi(z)s est égalea V' (z)s S s appartient aun
espace propre de V (x) associé aune vaeur propre positive, et égale a zéro sur I’ orthogo-
nal et on définit de fagcon symétrique V_ = (—V).; ains —|V_| est la plus petite valeur
proprede V et | V4| est la plusgrande, on aaorsle théoréme suivant :

1.4. THEOREME. — Si (M, g) vérifiepour unp > 4, I'inégalité de Sobolev

1— 2
(M) ( /M|u|p——”2(o:)dm) < [ ldufa)da, e i),

as / VI3 < oo
M

adorsH(E,V)={c € L3(E), Ac + Vo =0} est dedimension finie.

Preuve. — Nous ne refaisons pas la preuve, ¢’ est la méme que précédemment ;
elle s adapte grace al’inégalité de Kato et ces conséquences (Appendice de [B], et [H-
S-U]); asavoir ques onnote H = A + V, aorss ¢ est une section continue de £, on
a
|H=V o) < (ATHVC o) (@),

grace aceci on montre que H ~1V_ opére de fagon compacte sur L2(E). O
1.5. Remarque. — Nousavonscommeen 1.3quesi p > 2alors H Y 2V_l/ 2 opere
de fagon compacte sur L?(F), ceci grace al’inégalité

|H=Y2V2 20| (x) < (ATY2V_[Y2)o]) (2).
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1.c Avecuneautreinégalitéde Sobolev. — Notons que nous pouvons ameéliorer
notre résultat en considérant d’ autres inégalités de Sobolev, a savoir

1.6. THEOREME. S ¢ est une fonction positive sur la variété riemannienne
(M, g) tellequel’on ait I’inégalité de Sobolev

iy (M) ( | |u|%(m)dm) e [ 1ua) + atayidteriz, vu € G5 on),

dorss lechamp V' d’ endomorphismes symétriquesde E véifie pourp > 4,

/ (VL () + 4(2))
M

adorsH(E,V)={c € L3(E), Ac + Vo =0} est dedimension finie.

P
2

dr < oo,

Pour montrer ce résultat, il suffit de remplacer |’ opérateur de Laplace A (ou de
Bochner A) par I’ opérateur de Schrodinger A + ¢ (ou par A + q(z)Id).

2. Bornes sur la dimension

Le but de cette partie est d’ obtenir des majorationsdeladimensionde H(F, V) =
{0 € L3(F), Ao + Vo =0} ou E est un fibré riemannien sur (M, g), V un champ lisse
d’ endomorphismes symétriquesde £ et ol A = D* D est le Laplacien de Bochner associé
alaconnexion compatible D de E.

Dans toute cette partie, nous notons ., (A1), lameilleure constante dans |’ inégalité
de Sobolev

1— 2
1, (M) ( / |u|p—fz(o:)do:) < [ lnfys, vu e cg (),
M M
c'est adire
dul2.

llull?
Lr-2

ﬂp(M):inf{ ,uECSO(M)};

ains lanon-trividitéde cette constante impliquequel’inégalité de Sobol ev précédente est
non-triviale. Nous supposeronsdanstout ce paragraphe quec’ est | e cas. Nouscommencons
par donner un résultat d’ annulation:
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2.a. Annulation.

2.1. PROPOSITION . — S
[ vlE < moant,
M

aors
H(E,V)={c € L¥E),Ac +Vo =0} = {0}.

Preuve. — Ceci repose sur |’identité suivante val able pour toute section C?, o de
E et p unefonction lisse a support compact :

[ 1Dpaleriz= [ ooy [ ldpPlol;
M M M

Pour obtenir ceci, on integre par partiesle premier terme et on se sert del’identité
D*D (po) = Apo — 2Dgrad 0 + pAc

[ 1Dpola)z = [ (D Do), po)
M M

2
=/ (Ag,a) p* — <d <p—> : d|0|2> +pAplaf?,
" 2

On terminealors en intégrant par parties|e terme du milieu en utilisant laformule pAp —
A (”;) = |dp|?. On applique alors cette identitea o € H(E, V), qui est bien C2 par
regulariteédliptiqueet on utilisel’inggalitée de Sobolev pour obtenir

@2 Dol 2, < [ DG = [ (Vo0) 2+ ldpliol

On choisit alors unefonction p tel que p = 1 sur laboule géodésique B(z, R) de
centre r fixé et derayon R et p(y) = %distance (y, M — B(xz, R +r)) alleurs, on adonc

1
1y (M) |0l o < / PV o2+ =
Lr-2 M

: [ o2
" JB(z,R+r)—B(z,R)

On applique dors|’inggalité de Holder pour obtenir
1

2
(oD = IV-llze) ool o, <5

< lo|?;
77 (M)

»/;(Z‘,R‘*T)—B(.’L‘,R)
lorsgue I’ on fait tendre r vers I'infini, on obtient, sous les hypothéses de la proposition,

gue o est nulle. a

Remarque. — Commedanstout lerestede cette partie, ce résultat est val able pour
tout p > 2, contrairement alapremiére partie.

Puis, nous alons montrer un résultat de finitude, pour cela on veut se servir des
resultats de Galot-Meyer ([G-M 1]).
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2.b. Finitude. — Nousmontronsici quesi [|V_||,z est assez petitaors? (£, V)
est de dimension finie avec une borne sur sa dimension, ceci sans hypothése sur p.
2.3. PROPOSITION. — [l existe une constante expliciteC(p, 1) > 1, telleque si

V-l 2 < Cp, 1) pp(M),

alorsH(E, V) est de dimension finie et de plus il existe une fonction explicite I, ;) telle
que
dmH(E, V) < Fo (17 (0D IV-3)

ou on anotél est ladimension des fibres de E. Notamment pour p > 4, on al’estimation
suivante: si

1 \*F
V-l 5 < <1+m) pip(M),

aors
dm#(E,V) <L

Preuve. — Soite > 0 fixé, on reprend I'inégaité (2.2) ol on a chois R assez

grand pour que
([ weit) semon,
M—B(z,R)

ains en appliquant I'inégalite de Holder au terme [, 5. ) #|V-| |o|? on obtient

1—2
2 » 1
(L— e)pp(M) ( / |po|—p—2) < / V-l lo?+ / o2,
M B(z,R) " JB(z,R+r)-B(z,R)

lorsque r tend vers|’infini, nous obtenons

1—2

(=D </B(I,R) "’|%> " @ o, (M) ( /M |pa|%>l‘%

< / V| |of2.
B(z,R)

Nous utilisons maintenant une astuce pour utiliser les résultats de Gallot-Meyer: ao €
H(E, V), nous associons

6(y) =o)IV_|7 (y) § |V_|(4y) # Oty € B(x, R),
a(y) =0 alleurs,
aorsnousavons!’'inégalité

1—2
(L= &)y (M) ( [ s - |%(y)dy) < [ 6PV EGy
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Or I’ application s — & est uneinjectionde# (E, V) dans L2(E, |V_ |P/?(y)dy) ainsi grace
au theoreme 4 de[G-M 1], nousen déduisonsque s N estladimensionde #(E, V) alors
s N > [ nousavons

< (@m0 = ([ 1v-17) =

olig =2p/(p — 2) > 2 etlafonction, est dé&finieal’aidedelafonctionT d Euler par

2\ 1 (%)
'Yq(m): - rz)
* (%)
Nous pouvons désormais faire tendre £ vers 0 et obtenir

D

W (D 7HV-]l 5 ) 7 < (V).

Mais comme z — ~,(z) est une fonction décroissante et tend vers 1 &l’infini, nous en
deduisonsque s

IV-1, 3 -,
L < )2,
dorsdm#(E,V) = N est finieet est mgjorée par

ax (1,37 (0 (mOnI-1173) 7))

Si p > 4, dorsq < 4, nous pouvons expliciter un peu ce résultat car aors

1@ o 7@ _1+2 N
%(N) = wu(N) T N+2
douN < 217I/(+2—1I),ouonapose

_ ||V_||L% r=?
1= M) < 1+2/l.
P

Ainsisi 1 < 1+1/(l+1)? nousavons N < [. O

2.c. majoration de ladimension et inégalités de Gagliardo-Nirenberg. — Le
but de ce paragraphe est d’ obtenir une majoration deladimensionde H#(E, V) apartir des
inégalités de Gagliardo-Nirenberg et du theoreme 4 de [G-M 1].

2.4. THEOREME. — SIV_ € LZ NL5 olr > p > ' etr > 4dorsH(E, V)
est dedimension finie et
=)

2

V_
pp(M)

V_
pp (M)

dimH(E,V) <1 Max (1, C(',r,p)

LZ
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Preuve. — C'est un résultat classique d obtenir que si ¢ € L?(E) vérifie Ao +
Ve=0ets V_ € Lz pourr > paorsc est borné (cf. [Y], appendice B) et méme

o]l < C, r)p(M) T [V 1727 [180] 2-
Ceci nous permet d’ affirmer que, sous les hypothéeses du théoréme, si o € H(E, V) dors
cel’NL® eque(A+Vi)o=V_o € L7 ; masnousaons

o(z) = (e—t(K-H,ﬁ)o_) () + (/Ot 6_3(Z+»,+)(Z+ Vi)o ds) (z),

En se servant du fait que le semi-groupe e ~*(A*V+) est dominé par le semi-groupe e ~*4,
on obtient

t
ol(e) < (731e) @)+ ([ eIV 1ol ds) o)
0
nous procédons alors comme dans |’ appendice et nous pouvons en déduire I'inégalité de
Gagliardio-Nirenberg suivante
ollz= < Clp, s, M)up(M)~*|V_0 | |0

1-6
L3’

< _ p/s . .
OU 0 = 1= 77575 - Maintenant, nous mgjorons [|o]

3 enservant du fait que
A+V) L7 — L2

Ss= p”_’” —, Cette inclusion est un corollaire de ce qui est énoncé en gppendice. Et nous

avons donc

llo]

-1 .
13 < Cl, ) pp (M) ||V—U||Lr_2’ ;
finalement, nous obtenons
lollze < Clp, ', r)pp (M)~ HIVoa||9 2 [IV-o|*0.
L2
Mais nous avons les majorations suivantes
r r r—4
V-ollfy < ([ 1oP@ 112 dy) lollE
M
Vel o <IVEl] ot o]z
Nous en déduisons donc la majoration

iy EG S
lelft < OO GO F V-G [ o) V-1 )

Ainsi #(F, V) est un sous-espace vectoriel de L2 (£, |V_|Z(y)dy) selonlethéoréme4 de
[G-M1],s N =dimH(E,V)>l,il exiseun oo € H(F, V) tel que

N 00lag 5 gy <1 ([ IV-1E0)d) ol

Ains, ladimension de #(F, V') est bien finie et nous obtenons lamajoration énoncée. O
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2.d. Estiméede Cwickd-L ieb-Rosenbljum. — Danscette partie, on veut utiliser
la majoration de Cwicke-Lieb-Rosenbljum obtenue par Bérard-Besson ([B-B]) pour les
vari étés riemanniennes.

2.5. THEOREME. — S V_ € LZNL% our > p, dorsH(E, V) est dedimension
finie et
dim#(E,V) <1C(p) up(M)—P/Z/ [V_|% (z)da.
M

Preuve. — Nous ne faisons pas lapreuve en détail, nous donnons simplement les
arguments qui font que nous pouvons utiliser la preuve de Bérard-Besson : nous posons
H = A+V,, Cest un opérateur positif dominépar A ; nousintroduisonsalors|’ opérateur

Ko = VY23 (1y 64, (0 +5V2) 0 V2
=0
Nnous avons
K = VY222 (vyH- Y202,

ol Y = BV V2 = (Vi gyE) e,

ol ()* est I’ opération passage a1’ adjoint de L3(E) et Ly, (y) = [5 et (1—e%¥)™ dt.
Selon laremarque 1.5, I’ opérateur V21 ~1/2 est un opérateur compact de Z.2(E), donc
K,, auss. Enfins ¢ € H(FE,V), dors|’hypothése que V_ & L?, nous garantit que
o e L™ equed =V’ c I2etvérifie K5 = Ln(1)F = 115 .

Puisque K ,,, est un opérateur positif compact auto-adjoint, il adonc un nombre dé-
nombrable de val eurs propres qui sont positives et nous avons

dm#(E, V) <dmKe (K, — Lp,(D)Id) < (m+1)Tr K, ;

la preuve est ensuite la méme que celle de Bérard-Besson. a
2.c. Amdioration. — Comme dansle paragraphe 1.c., nous pouvonsénoncer des

résultats de finitude similaires aux propositions2.4 et 2.5 lorsque (M ™, g) satisfaital’in-
égalité de Sobolev

(M) ( | |u|%(:c)d:c)

ou ¢ est unefonction lisse positive. Il suffit de reprendre la preuve en considérant |’ opéra-
teur de Schrodinger A + ¢ enlieu et place du Laplacien A. On peut ainsi énoncer le

1—2
< / |du[2(z) + (e)u(z)de, Yu € CF (M),
M

16



2.6. THEOREME. — S (M™,g) vérifie I'inégalité de Sobolev précédente et s
|V_| etq sontdans L% N L%, pourr > p alorsH(E, V) est de dimension finie et

dm (2. V) <10 )7 [ (V-1 +0)* @)

2.7. Casd’'annulation. — Nous pouvonsaussi dans ce cadre reprendre la preuve
du résultat d’ annulation et conclure.

PROPOSITION. — Si (M™, g) vérifiel’inégalité de Sobolev

1—2
) ([ 1)) < [ 1)+ gnde)is, v e C o),
M M
ou q est unefonction positive, aorss
/M (Vo1 +4)* (@)de < pp (M2,

dorsH(E,V) ={0}.

3. Application a la r?>-cohomologie

Nous commengons par rappeler rapidement ce que sont les espaces de L.2-
cohomologie.

3.a.La L2-cohomologie. — Soit (M, g) une varié&té riemannienne compl&e de
dimension n : I’ opérateur de différentiation extérieure agit de

d : CAFT* M) — CP (AT M)
et vérified o d = 0; on définit aorsles espaces

i) Z*L2(M) qui est le noyau de I’ opérateur d agissant, de fagon non-borng, sur
L2(A*T™* M), ou de fagon équivalente

ZFLA(M) = {a € LA(A*T* M), da =0},
ou on entend que do est une distribution (ou un courant).
ii) B*L?(M) qui est I’ adhérence dans L2(A*T* M) de d C§° (A*=1T* M).

Commedod = 0, nousavons B* L2(M) C Z* L2(M), lekieme espace de I.?-cohomol ogie
est défini par
Hy(M) = ZF L¥(M)/B* L*(M).
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Ainsi deux k-formes L2, (faiblement) fermées o et 3 sont 7.2-cohomol oguessi et seulement
s il existeune suitede (k — 1)-formes lisses asupport compacts (v;),5, tellesquea — 5 =
LZ - Iirnl—mo d71~

Danslecas ou lavariété est compacte, alors ces espaces sont de dimension finie et
sont isomorphes aux espaces de cohomol ogie de de Rham; dans le cas non-compact, ces
espaces ne sont pas, en général, de dimension finie.

3.b. I.?-cohomologie et formes harmoniques 7.2. — On note § |’ opérateur dif-
férentie adjointad, i.e.

/ da A *f = / a N8B, Ya € C(ART* M), B € C (AT M),
M M
ol * est I’ opérateur de Hodge « A*T* M — A" ~*T* M ; par le théoréme de Stokes, on
adoncd = (—1)"F Lk dx
S H* (M) est I’ espace des k-formes harmoniques .2
HF (M) = {a € LA(A*T* M), da =6 = 0},

aors |’ espace L2(A*T™* M) admet la décomposition orthogonal e de Hodge-deRham sui-
vante

LYART* M) = H* (M) @ B* L2(M) ® 6C5° (AF1T* M),
ol I’ adhérence s entend pour latopologiede L?(A*T™ M). Nous avons aussi
ZFLA(M) = 1M (M) @ BF LA (M),
ce qui signifie que nous avons|’isomorphisme
HE (M) ~ H(M).

En fait, sdon [dR], s A* = dé + §d est le Laplacien de Hodge-deRham agissant sur les
formes différentielles nous avons

HE (M) = {a € LX(A*T* M), A*a =0},
et ce Laplacien admet la décomposition de Bochner-Weitzenbock suivante
AF =A+RF,

oUR* est un endomorphismesymétriquede A* 7= M quel’ on peut définir al’ aidedel’ opé-
rateur de courbure de (M", g) (cf [G-M 2]) ; par exemple R! est I’ endomorphisme asso-
cié au tenseur de Ricci. Ainsi grace aux résultats géenéraux énoncés precedemment, nous
pouvons en déduire les résultats de finitude suivants
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3.c. Finitudede la Z.2-cohomologie.
3.1. THEOREME . — Sipourunp > 4, (M", g) vé&ifiel’inégalité de Sobolev

1—2
w0 ([ 1)) < [ lue)ts, v con,

/ IRE|Z < o0,
M

dorslekiéme espace de L? cohomologiede (M, g) est de dimension finie.
Remarques.
i) Si (M, g) vérifiel'inggalité de Sobolev
1—-2
) ([ 1)) " < [ s, vue cgon,
M M

pour un p < 4 aors! hypothésesur R* pour avoir lafinitude du kié’“eeﬁpace de
L?— cohomologie est

/|R’i|§<ooetpourunr>p,/ IR® |7 < o0,
M M

ii) A unfacteur C'(n, k) prés, nouspouvonsmajorer |R* |(x) par lemaximum K (z) des
courbures sectionnellesdes 2-plansen z, i.e. [R” | < C(n, k) K (x). nous pouvons
ains énoncer lerésultat suivant:

3.2. THEOREME. — Si (M, g) vérifiel’inégalité de Sobolev

1—2
w0 ([ 1)) < [ ldue)ts, vue oo,
M M
etslorsquep > 5 et K € LP/2 0ulorsquep < 4et K € LP/12n L'/2, pour unr > p,
alors les espaces de L?- cohomologie de (M, g) sont de dimension finie.

Auss grace ala proposition 2.1 nous pouvons affirmer les résultats d’ annulation
suivants:

3.3. PROPOSITION . —  Soit(M™, g) une variété riemannienne compléte qui sa
tisfait al’'inégalité de Sobolev suivante
1—-2

11y (M) </M |u|%(:c)dx) " < /M \dul2(z)dz, Yu € C& (M),

aors
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i) Si [, |rice|2(z)dz < p,(M)E, dorsHY(M) = H"~1(M) = {0}, ouric_ estla
partie définie négative du tenseur de Ricci.

i) Si [, K3@)de < (up(M)/C(n, k), dorsH* (M) = {0}.

Depluss p > 4, grace alaproposition 2.3, nous avons les résultats de presque-
annulation suivant:

3.4. PROPOSITION. — Si lacourbure de Ricci satisfait a

o v 1 ¢!
/M|rIC_|2(:L‘)d:L‘<,LLp(M)2 <1+ m)
dorsdimH(M) < n =dimAT*R? | edimH"~Y(M) < n=dimA"~T*R" ; ets la
courburede M satisfait a
-2 z 1 51
/M KZ(z)dr < (,up(M)/C(n, k)) <1+ W) ,
dorsdim#* (M) < C* =dimAFT*R™ ;.

3.d. Sous-vari&éd’'un espace euclidien. — Nousmontronsici quepour les sous-
variétés d'un espace euclidien, nous pouvons obtenir des résultats qui ne supposent pas
d'inégalité de Sobolev , ceci grace aux travaux de Hoffman-Spriick.

3.5. THEOREME. — Si(M", g) est unevariéédedimensionn > 2 isométrique-
ment immergée dans un espace euclidienR™ telle que la seconde forme fondamentale I'T
del'immersion satisfait &
|[T1"(z)dz < oo, lorsquen > 5
M

et lorsquen < 4, / [TT)™(x)dz < oo, / |TT]"* (x)dx < copour une > 0,
M M
alorsles espaces de I.>-cohomologiede (M™, g) sont de dimension finie.

Preuve. — On va utiliser les modifications des résultats de finitude énoncées en
l.cet 2.e. C'est possiblegrace al'inégalité de Sobolev obtenu par Hoffman-Spruck [H-S]

Cn (/M |u|ﬁ(;p)d:,;)l_i

< [ ldul+Kjul, Yu € C (1),
M
ol k est lanorme du vecteur courburemoyenne k(z) = | > 11, (ei, e;)|, ou {e; } -, est une
=1
on=1

base orthonormée de T, M. Si n > 2 et s on applique cette inggaliteau = v“»=2, en
appliquant I’ inégalité de Cauchy -Schwarz, on obtient I’ inégalité suivante

1—2
o </ IvI%(:c)dfv) < / |dv[*(2) + K[v*(z)da, Vv € C5°(M),
M M
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oué, =c2 4&—‘_21). Lethéoremes obtient alorsen remarquant d’ abord que k(z) < n|I1|(z)

et que grace a la formule de Gauss, la courbure de (M, g) se cacule a partir de 77, les
hypothésesfaitessur 77 etl’inégalitéde Hoffman-Spruck font que nous pouvonsappliquer
les propositions1.6. et 2.7. O

Nous pouvons aussi énoncer dans ce cas un résultat d’ annul ation.

PROPOSITION. — Sous les hypothéses du théoréme ci-dessus, il existe une
constantes(n) telleque s

/ [I1]"(z)dz < (n)
M

alorstous les espaces de I.?-cohomologie de (M, g) sont nuls.

Appendice A: inégalités de Sobolev

Le but de cet appendice est de présenter les inégalités de Sobolev nécessaires aux
preuves de cet article. Dans tous le reste de I’ appendice, (M ™, g) est une variété rieman-
nienne complé&te (de volume infini). Nous considérons un opérateur de Schrodinger sur
(M, g) delaforme H = A+V, oulepotentiel V' est unefonction positiveou nullesur M.
Dans ce cas, cet opérateur H est sous-markovien, i.e. lesemi-groupe, (e=#), _ , associé
acet opérateur vérifie

VO< f<1l= 0<etf<1

Selon N. Varopoulos([V]) et J. Nash, noussavons que pour H |es propriétés suivantes sont
équivaentes

i) H vérifiel’inggalité (de Sobolev) suivante
i ([ i) < [ e ues, e cgon,
M M
ii) le semi-groupe associé vérifie
C
||e_tHu||Loo < t—£||u||L1, Yu e LY (M) ;

avec le contrdle suivant entre les meilleures constantes apparai ssant dans ces in-
égalités c(p) < pP/2C < C(p), ol les constantes c(p) et C(p) sont explicites en
fonction de p.

21



A.l. — Varopoulos montre aussi lerésultat suivant:

ProPOSITION. — S H vérifielespropriéési) ouii) précédentes aors pourr €
11, 2[, H 1 est un opérateur continude L™ (M) dans L 77 , plus exactement il existe une
constante C(p, r) telle que

ullull 2 < Clp, 1)\ Hullir, Yu € L.

Lp—2r

A.2. — GraceaT. Coulhon nous savons qu’ en fait ces proprié&és impliquent (et
méme sont équivalentes) a des inégalités de Gagliardo-Nirenberg.

ProPOSITION. — S H vérifieunedeshypothésesi) ouii) précédentes alors pour
tout r > p nous avons|’inégalité de Gagliardo-Nirenberg suivante

[ullL < Clp, s, ) | Hull] 5 ||ul

i—;, Yu € C§° (M),

v = pls
U8 = sy /s

Preuve. — Lapreuve que nous donnonsest tiré de [Co]. Soit u € C§° (M), nous
avons donc

t
u=e y +/ e (Hu)dr;
0

compte tenu de la propriété ii) nous vérifions facilement que
lle™™ Hul| e < C(ur)™'"||Hullzr,

lle™ Tl < C(ut)™"*[Jullz-.

On en déduit donc

llul|pee < C(ut) =P/ |u|

¢
L +/ Cur) ™" || Hul|-dr
0
t
1-—p/r

on obtient dorslerésultat énonce en choisissant leréel ¢ qui optimise cette inégaite. O

< CQut)y ™ |Jul|Le +C(ut) /"

| Hullzr,
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Appendice B : la .2-cohomologie des sous-variétés
minimales a courbure totale finie

On vaici calculer les espaces de 2-cohomologie des sous-variétés (M ™, go) mi-
nimales d’ un espace euclidien et a courburetotalefinie, i.e. dont la seconde forme fonda-
mentale vérifie

/ [T1]"(z)dx < 0.
M

Selon M. Anderson, la seconde forme fondamentale d’ une telle vari&té est en fait bornée,
(cf. [A], ceci repose sur les équationsde Simons). Et nous savons donc que les espaces de
L? cohomol ogiede ces variétés sont de dimensionfinie. En fait, Anderson ( Osserman pour
les surfaces) montre qu’ unetellevariété (M, go) est diffeomorphe a une variéé compacte
M privéedeb pointscorrespondantsaux boutsde (M, go): M ~ M —{p1,...,ps}. Notre
réesultat est le suivant

B.1. THEOREME. — boL2(M) = b, L?(M) = 0.
Sin=dimM =2aorsH (M) ~ HY(M).
Sin > 3,dorsby L2(M) = by(M) +b — 1,
pour k € [2,n — 2], H*(M) ~ H* (W) et donc b, L2(M) = by (A1),
etb,_1L2(M) =b,_o(M)+b— 1.
Ou on anotéb; L?(M) = dim# (M) lei-ieme nombre de Betti L2 de (M, g).

Preuve. — Nous commengons par lecasoun > 3, sdon [A], (M, go) et C°
quasi-isométrique a une variéte (M, g) plate al’infini; plus exactement les bouts B; de
(M, g) sontisométriqguesaR™ — rD”, ou D™ est labouleunitéde R™ euclidien. Ou encore,
il existe sur M une métrique g plate au voisinage des points py, . . ., ps, telle que g soit
conformeag, g = f?g,ou f = 1sur M — UY; B(p;, 2¢) (boules géodésiques pour la
métrique ), et f(z) = d(p;, )~ 2 sur B(p;, £).

23



Commeles dimensionsdes espaces de .2 cohomol ogiesont desinvariantsde quasi-
isométrie, il suffit de calculer la Z2-cohomologiede (M, g). Nousallonsconcluregrace ala
proposition suivantequi compare lacohomol ogie asupport compact et lacohomologie L. 2.

On définit la cohomol ogie & support compact a partir du complexe :
s O (AT M-S O (AR T M) -5 O (AR T M) — -
par
HE (M) = Ker{dCP(A*T* M) — C§° (AT M)} /dC (AR 1T M).

On a une application naturelle des espaces de cohomologie a support compact dans les
espaces de cohomologie 2. Et dans notre cas, Nous avons:

B.2. PROPOSITION.
Ske[l,n—1 dorsHE(M) — H*(M) est injective
Sk#n—1,dorsHS(M) — H*(M) est surjective.
Et s nous définissons
L1 Y M) — {(z))b, €RY, Zb;:vz =0}
h = (o, h);

aors cette goplication linéaire £ est surjectiveet H3 ~Y(M) — Ker £ € H"~Y(M) est
surjective.

On déduit facilement le theoreme de cette proposition car selon le lemme d’ ex-
cision, la cohomologie a support compact de M est égale a la cohomologie relative
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H*(M,Z)(0UZ ={p1,...,p}), ca M est diffeomorphea M — Z. On en déduit dors
le résultat grace ala suite exacte ( cf [Go])

oo — HY2) — H*(M, 7Z) — H*(M) — H*(Z) — - -

Dans toutela suite du propos, z est un point fixé de M.
Montronsd’ abord I'injectivité.

S a € C§°(A*T* M) est une forme fermée nulle en conomologie .2, selon [dR],
il existeune k — 1 forme différentiellelisse 3 telle que

a=dp,

il faut montrer qu’en fait nous pouvons choisir une telle forme 3 a support compact. A
I"infini, sur M — support «, 3 est uneforme fermée. Mais pour R assez grand

M — supporta C M — B(zo, R) ~ Uy (B(pi,€) — {pi}) ,
et pour k — 1% 0,n — 1, nous avons la nullité des espaces de cohomologie
H* (Ul (B(pi ) — {pi})) = {0} ;
ans pour k € [2,n], cette forme 3 est cohomologue a zéro a l'infini: il existey €
C®(AF=2T*(M — B(zo, R))) telleque
g =dy,

aorss p est unefonction lissevalant 1 sur M — B(zo, 3R) et nulle sur B(zo, 2R)), la
forme 3 = 3 — d(pv), vérified3 = o e elle est & support compact, ce qui signifie que o
est nulle en cohomologie a support compact.

Il resteamontrer I’injectivitedansle casou k£ = 1. Dans ce cas puisque a est nulle

en cohomologie .2, il existe une suite de fonctionsu; € C§°(M) tellequelim,_, . ||8 —
duy||r2 = 0, I'inégalité de Sobolev (cf. [H-9])

1—2
en (/ |u|%(x)dx) 5/ |du|¥(z)dz, Yu € CF (M),
M M

implique que la suite u; est de Cauchy dans L 72 et donc converge vers une fonction u,
mai s cette fonction u doit vérifier du = a. Comme « est a support compact, u est locale-
ment constante al’infini, donc nulleal’infini puisquew € L 22 Et donc o est cohomo-
logue & 0 pour la cohomol ogie a support compacte.

Montronsalors les surjectivités énoncées: ceci repose sur la proposition suivante:

B.3. PROPOSITION . — S h est une k-forme harmonique sur R® — rD" aors
pourk € [2,n — 2], il existeune(k — 1)—formelisse 3 telle que
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i) h=dp,
i) 18| < C¥lla || supyy =y 1R

Pour k = 1, il existe une fonction harmonique 3 véifiant lapropriééii) et une constante
rédleC telle que

h=Cd <i2> +dpj.
-

Pour k = n — 1, dorsil existe une (n — 2) forme lisse 3 qui satisfait alapropriééii) et
une constante C' telle que

h:C*d<i2) +dp.
-

Nous ne faisons pas la preuve de la proposition, €lle repose sur le fait suivant :

FAIT. — S h estunek—formeferméedeR"” —rD" et sy € SO(n) dorsil existe
une(k — 1) forme h., satisfaisant aii) teflle que
~v*h —h=dh,.

I suffit alors de moyenner cette équation par rapport alamesure de Haar de SO(n).
Nous pouvons alors établir lasurjectivitepour & € [2,n — 2].

Soit donc A € H*(M), il nous faut montrer que h est .2 cohomologue & une forme a
support compact ; d’ apres ce qui précedeil existe 3 une (k — 1) forme lisse telle que sur
M — B(zo, R), h = df et ou 8 satisfait al’estimation ii). Soit aors p une fonction lisse
vaant 1 sur M — B(zo, 2R) et asupport dans M — B(zo, R), nous alons montrer que h
est 1.2 cohomologue &k — d(p/3), ce qui montrerala surjectivité. Pour cela on choisit p,
une fonction C'* asupport compact dans B(zo, R+ 2r) telleque p,. = p sur B(zg, R+7)
et |dp| < 2.

Si nous montrons que d(pB) = L? — lim,_,, d(p,3) nous aurons bien le résultat
voulu, mais

1
3 e = o9 < [ ag+ | dp. P18,
M — B(zo,R+r) B(zo,R+2r)— B(zo,R+r)
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Majorons aors le deuxieme terme de cette inégalité. Grace a la propriéé ii) nous avons
que

sup 18l(y) < C (R +2r) sup Ih@)I,
y€ B(xo,R+2r)— B(zo,R+r) y€ B(xo,R+2r)— B(zo,R+r)

puis nous avons la majoration suivante pour laforme harmonique A
1
2

C(n)
wp s P [ By |
B(zo,R+2r)— B(zo,R+r) r2 M —B(zo,R+r/2)

en effet cette estimée est valable pour les fonctions harmoniques sur R® — »D™. On en
déduit donc lamajoration

/ (dp. 21512
B(zo,R+2r)— B(zo,R+r)

4 +2r)?
< Cevol B(xo, R+2’r)—2 <M) / |h|(y)2dy ,
r rr M —B(zo,R+r/2)

ce qui tend bien vers 0 lorsgue r tend vers co.

Pour montrer lasurjectivitede H} (M) — H1(M), nousreprenonslapreuve pré-
cédente et la proposition B.2 pour voir que h € #1(M) est L2 cohomologue & une forme
h qui vérifieh = Cyd (pn—l_z) sur chaque bout B; (chacun isométriquea R — rD” et
pi = ||z]] sur ce bout). On choisit dors® ¢ C§°(R) telleque

®(t) =t, pourt > 3r
d(t) = 0, pour s < 2r,

alorslaformeh— > Cid <W) est uneforme asupport compact de carré intégrable,

et en tronquant de fagon adéquate ®, on montre facilement qu’ elle est 7.2 cohomologue &
h donc ah.

Nous pourrions conclure le calcul des nombres de Betti 7.2 de (M, g) en utili-
sant la dualité de Hodge-Poincaré, I’ opérateur  réalise un isomorphisme entre #* (M)
et %" ~* (M), on obtiendrait ainsi |e théoréme. Mais nous donnonsici une autre méthode
pour calculer le (n — 1)-iéme espace de .2 cohomologiede (M, ¢). Montronsd’ abord que
Hg‘l(M) — Ker £ C #"~ (M) est une surjection. Ceci est une conséguence de ce qui
aétéefait précédemment, en effet soit h € Ker £, dorsselon B.3. sur chague bout B; on a

h=C;xd(p* ") +dp,

et laconstante C; se calcule par intégration sur dB; : C; = faBl h, maish € Ker £, donc
ces constantes sont bien nulles et on conclut alors en reprenant la preuve de la surjectivité
de H§(M) — H*(M) lorsque k € [2,n — 2].
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Il reste amontrer que

b
L H"Y M) — {(2:)y € R, Y2 =0}
=1

h = (ff’Bz h)j:l’

est surjective. Remarquons d abord quel’onabien £ (H"~Y(M)) C {(z:) € R®, Y &; =

0}, puisque
b
Z/ h:/ h:/dh:o,
i1 OB, K K

ou K = M — U;B;. Pour montrer cette surjectivité, nous rappel ons que selon Anderson,
nous savons compactifier conformément lamétrique g par une métriqueg = f2g¢ telle que
(M, g) soit unevari&té riemannienne compacte lisse. Nousnotons G, lafonctionde Green
de (M, g), de pdlep;, G,, résoud donc I’ équation

— 1

AIG,.(2) =6, () — ——;
i) = 0p, ()~ ——

b
dorssi zy,...,z, € Rteleque” z; = Olafonctionh =~ ;G est harmonique sur
i=1

M — 7, dins la(n—1)formew = %dh et ferméet cofermé sur A7 — 7, deplus [, , w = x;
pourl < <b,car

57 .
w = *d —do—/ A9p = / z:0,. = x;,
/63 /E)B 8B; on B,»Z I

ou n est lanormale pointant vers p; pour lamétrique g et ol lesderniéres expressions sont a
prendre au sensdes distributions. I suffit maintenant devérifier quew € L2(A”~1T* M, g),

Oor Nnous avons
/ o 2dv, = / 2w vy,
B B

i i

mais|w|z, 5 c(m)d(p, p:)*~" et f(p), 5, d(p, ps)?, cequi montre que cette intégrale est
bien finie et ceci achévele calcul pour les variétés minimaesde dimensionn > 3.

Le calcul dela .?-cohomol ogie des surfaces minimales & courbure totale finie est
lui beaucoup plus simple, en effet une telle surface est conformément équivaente a une
surface compacte M privée de r points, nous avons une application naturelle

HI(M) — HY M)
o — o,
puisque en effet une 1— forme LS— g-harmonique est aussi LS g-harmonique; réciprogque-
mentsi o € H1(M), a est bien uneforme L?; harmonique sur M — 7, il suffit de montrer
quelasingularité de « en chague p; est inessentielle, ceci est une conséquence du fait que
« est de carré g-intégrable. O
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