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par Gilles CARRON

0. Introduction

Le but de cet article est d’obtenir des résultats de finitude pour la dimension des
espaces de + 2-cohomologie de variétés non-compactes.

Rappelons que si ( ,
-/.10 ) est une variété riemannienne complète son 2 - ième espace de + 2-
cohomologie peut être défini comme l’espace, 3(4 ( , ), des 2 -formes différentielles 576+ 2( 894;:=<>, ) qui sont fermées et cofermées ( ?@5 = 0 .BAC5 = 0) ou de façon équivalente,
qui sont harmoniques pour le Laplacien de Hodge-de Rham D�4 = AC? + ?EA , (cf. S3 de cet
article ou [Do]).

Lorsque la variété , est compacte, le théorème de Hodge-de Rham dit que ces espaces sont
de dimension finie et qu’ils sont isomorphes aux espaces de cohomologie réelle de , . Ce-
pendant lorsque ( ,7.F0 ) n’est pas compacte, ces espaces ne sont pas, en général, de dimen-

sion finie. Beaucoup de résultats d’annulation avaient été obtenus ; citons par exemple [G-
W], [Ma], [E-F], [E-R] lorsque la courbure de , est positive ou nulle et [D-X], lorsque la
courbure de , est négative. Et à notre connaissance, les résultats de finitude concernaient
des variétés dont un voisinage de l’infini avait une géométrie particulière (voir entre autres
([G-L], [Br]). Notre résultat est le suivant

3.2. THÉORÈME. — Si ( ,7.F0 ) est une variété riemannienne complète qui pour

un G(H 4 vérifie l’inégalité de Sobolev

(0 I 1) J�K ( , ) L�M@NPO QBO 2 RRTS 2 ( U ) ?@U�V 1 W 2RYX M@NZO ?@Q[O 2( U ) ?\U]._^`QY6ba&c0 ( , ) .
et dont le maximum d ( U ) des courbures sectionnelles des 2 e plans tangents en U vérifieM N
d ( U ) R2 ?@Ugfih7.
alors les espaces de + 2-cohomologie de ( ,
-/.F0 ) sont de dimension finie.

Les résultats concernant la + 2 cohomologie sont regroupés dans la troisième par-
tie : dans une première partie on établira la preuve de ce résultat dans son contexte plus
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général d’opérateur de Schrödinger. En effet, le Laplacien de Hodge-de Rham DY4 admet
la décomposition de Bochner-Weitzenbock suivanteD 4 = D + � 4 .
où D est le laplacien brut du fibré vectoriel riemannien 8
4;:=< , e�� , et où ��4 est un
champ d’endomorphismes symétriques de 8 4E:=<>, qui peut s’exprimer à l’aide de l’opé-

rateur de courbure ([G-M 2]) ; par exemple sur les 1-formes, il s’agit du tenseur de Ricci.
Grâce aux travaux de N. Varopoulos ([V]), les hypothèses du théorème nous permettront de
montrer que l’opérateur D W 1 ��4 agit de + 2( 894;:=<>, ) dans lui-même de façon compacte.

Dans une deuxième partie, nous obtiendrons des résultats d’annulation et des estimations
pour la dimension de ces espaces ; nous utiliserons diverses méthodes. Concernant la + 2-
cohomologie, la première méthode nous fournira le résultat suivant

PROPOSITION. — Il existe une constante a (G]. 2 ) telle que si ( ,7.F0 ) vérifie l’in-
égalité de Sobolev (0.1) pour GYH 2, et si

M N d R2 ( U ) ?@Ugfia (G .T2 ) J K ( , )
R
2 .

alors 3�4 ( , ) = � 0 � .
Puis nous obtiendronsdes résultats de presque annulation, ceci grâce à un résultat de

Gallot-Meyer ([G-M 1]) qui, à partir d’une majoration de la norme +�� , �"H 2, des éléments
de 3�4 ( , ) en fonctionde la norme + 2, permet de conclure à une majoration de la dimension
de 3Y4 ( , ). Ce résultat appliqué à la + 2 cohomologie est le suivant

3.4. PROPOSITION. — Si ( ,
-/.F0 ) est une variété riemannienne qui satisfait à
l’inégalité de Sobolev (0.1) pour un G	� 4 alors

Si la courbure de Ricci satisfait à

M N O ric W O R2 ( U ) ?@U f�J K ( , )
R
2 L 1 +

1
( 
 + 1)2 V R2 W 1

alors dim 3 1( , )
X 
 = dim 8 1 :=< R -�. et dim 3�- W 1( , )

X 
 = dim 8 - W 1 :=< R - ;

et si la courbure de , satisfait à

M@N d R2 ( U ) ?\Ugf�� J�K ( , ) 
Ca ( 
B.T2 ) � R2 L 1 +
1

( a 4- + 1)2 V R2 W 1 .
alors dim 3Y4 ( , )

X a 4- = dim 894;:=< R - ;.

Remarque. — Nous avons aussi obtenu de tels résultats lorsque G f 4 (cf 2.b).
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Pour obtenir des estimations plus générales, nous sommes amenés à supposer
qu’une autre intégrale de courbure est finie ; ceci pour assurer que les 2 -formes har-
moniques + 2 sont en fait bornées. On obtiendra un résultat généralisant le précédent en
utilisant les inégalités de Gagliardo-Nirenberg obtenu par T. Coulhon.

Enfin en reprenant les estimées de Cwickel-Lieb-Rosenbljum obtenues par Bérard-Besson
([B-B]) nous obtiendrons le résultat suivant

THÉORÈME. — Si ( ,7-/.10 ) est une variété riemannienne qui vérifie l’inégalité de
Sobolev (0.1) pour GYH 2 et si la courbure de ( ,�.F0 ) vérifie d 6 + R2 � + �2 pour un � H�G
alors les espaces de + 2-cohomologie sont de dimension finie et on a la majoration

dim 3 4 ( , )
X a 4- a (G . 
 ) M N�d R2 ( U ) ?\U]I

Remarque. — Pour le premier espace de + 2-cohomologie, il suffit de considérer

la courbure de Ricci.

Lorsque ( ,7-/.F0 ) est isométriquement immergée dans un espace euclidien, la preuve
développée nous permettra d’obtenir des résultats similaires mais uniquement sous des
hypothèses sur la seconde forme fondamentale de l’immersion, ceci grâce au travaux de

Hoffman-Spruck ([H-S]). Notre résultat est le suivant

3.5. THÉORÈME. — Si ( ,
-`.F0 ) est une variété de dimension 
 H 2 isométrique-
ment immergées dans un espace euclidien R

�
telle que la seconde forme fondamentale ���

de l’immersion satisfait à M NZO ��� O - ( U ) ?@Ugfih7. lorsque 
 � 5

ou lorsque 
 X 4,

M NZO ��� O - ( U ) ?\UYf�h�. M NZO ���_O - + � ( U ) ?@U f h pour un �"H 0 .
alors les espaces de + 2-cohomologie de ( ,
-/.F0 ) sont de dimension finie.

Nous avons rappelé que lorsque ( , - .10 ) était compacte, les espaces de + 2 coho-
mologie avait une interprétation topologique puisqu’ils sont isomorphes aux espaces de
cohomologie réelle de , . Dans le cadre des résultats de finitude énoncés ci-dessus, on ai-
merait interpréter la + 2-cohomologie. C’est M. Atiyah qui a introduit la + 2 cohomologie
([At]) dans le cas où la variété riemannienne ( ,7.F0 ) était le revêtement infini d’une variété
compacte ,

	 e � , e � , I
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Dans ce cas les espaces de + 2-cohomologie ne sont pas de dimension finie (à moins d’être
nul), mais ils peuvent être considérés comme des

	
-modules pour lesquels ont peut définir

une dimension de Von-Neuman, � 4 ( ,7. 	 ) = dim � 3�4 ( , ), Atiyah montrait l’égalité

M N�� = � ( , ) =
-� �
=0

( e 1)

�
�
�
(
	 . , ) ;

où � ( , ) est la caractéristique d’Euler de , et où � est la 
 -forme de Chern-Gauss-

Bonnet. Ensuite J. Dodziuk ([Do]) a montré que ces nombres de Betti étaient de nouveaux
invariants d’homotopie de (

	��
	
1( , ) .T, ). Par la suite J. Cheeger et M. Gromov ont étendu

ces résultats à des revêtements de variétés riemanniennes de volume fini et à courbure bor-
née ([C-G 1], [C-G 2]).

Une question qui apparaı̂t naturellement après ces résultats de finitude est la sui-
vante, lorsque ( ,
-`.F0 ) est une variété riemannienne complète qui satisfait à l’inégalité de
Sobolev

J - ( , ) L M NZO Q[O 2 �� S 2 ( U ) ?\U V 1 W 2�(X M NZO ?@Q[O 2( U ) ?\U]. ^`Q(6ba&c0 ( , ) .
et si la courbure de ( ,
-/.10 ) vérifieM N
d ( U ) �2 ?@UYf h7. lorsque 
 H 4 .
(ou d 6 + �2 � + � + �2 lorsque 
 X 4), alors comment peut-on comparer la caractéristique
d’Euler + 2 de , définie par

�[+ 2( , ) =
- W 1� �

=1

( e 1)

�
dim 3

�
( , )

et l’intégrale de la 
]e forme de Chern-Gauss-Bonnet sur , (intégrale finie grâce à l’hy-
pothèse sur d ). Afin de comprendre ceci, nous avons calculé dans l’appendice B la + 2-
cohomologie des sous-variétés minimales d’un espace euclidien dont la seconde forme fon-
damentale ��� vérifie 
 N O ���_O - ( U ) ?@Ugfih ; M. Anderson (R. Osserman pour les surfaces)
montre qu’une telle variété ( ,�.F0 0) est difféomorphe à une variété compacte , privée de� points correspondants aux bouts de ( ,7.F0 0) : ,�� , e �TG 1 . I>I I�. G�� � . Notre résultat est
le suivant :

Notation. — On note �
� + 2( , ) = dim 3

�
( , ), le � -ième nombre de Betti + 2 de

( ,7.10 ).
B.1. THÉORÈME. — � 0 + 2( , ) = � - + 2( , ) = 0.

Si 
 = dim , = 2 alors 3 1( , ) ��� 1( , ).

Si 
 � 3, alors � 1 + 2( , ) = � 1( , ) + � e 1,
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pour 2g6 [2 . 
�e 2], 3Y4 ( , ) � �(4 ( , ) et donc � 4 + 2( , ) = � 4 ( , ),

et � - W 1 + 2( , ) = � - W 1( , ) + � e 1.

Ainsi, selon [A] , nous avons l’égalité suivante, lorsque dim , = 
 � 4 est paire alors

M N � = � ( , ) e 2 � = �[+ 2( , ) I
Remarque. — Notons que l’interprétation de l’intégrale de la n-forme de Chern-

Gauss-Bonnet, pour des variétés non-compactes, a donné lieu à de nombreux travaux, ci-

tons par exemple ceux de J. Brüning ([Br]), ceux de W. Müller ([M]) et ceux de J. Roe
([R1], [R2]).

1. Résultats généraux de finitude

Nous montrons dans ce paragraphe comment obtenir des résultats de finitude pour
des noyaux d’opérateurs de Schrödinger.

Nous commençons par étudier le cas des opérateur de Schrödinger agissant sur les
fonctions.

Notation. — Si U est un réel on note U W = max (0 . e=U ), et U + = ( e
U ) W ainsiU = U + e U W .

1.a. Pour les fonctions. — Nous avons le théorème suivant :

1.1. PROPOSITION . — Si pour un G H 4, ( ,�-/.10 ) vérifie l’inégalité de Sobolev

J K ( , ) L M NPO QBO 2 RRTS 2 ( U ) ?@U V 1 W 2RYX M NZO ?@Q[O 2( U ) ?\U]._^`QY6ba&c0 ( , ) .
et si

�
: , e � R est une fonction continue telle que

M@N � K�� 2W ( U ) ?\UYf�h�.
alors 3 (

�
) = �;QY6 + 2( , ) .TD Q +

� Q = 0 � est de dimension finie.

Remarque. — Nous verrons dans un deuxième paragraphe comment obtenir des
résultats de finitude lorsque G X 4.

La preuve de la proposition 1.1 repose sur la proposition suivante :
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1.2. PROPOSITION . — Sous les mêmes hypothèses que celles du théorème pré-
cédent, on pose � = D +

�
+, alors l’opérateur � W 1 � W est un opérateur continu et compact

de + 2( , ) dans lui-même.

Le théorème précédent est un conséquence de cette proposition puisque3 (
�

) = Ker � � W 1 � W e �C?�� 2(
N

) �@I
Preuve. — Montrons d’abord que � W 1 � W est un opérateur continu : en effet,

d’une part, grâce à l’inégalité de Hölder, l’opérateur multiplication par
� W est continu de+ 2( , ) dans + 2 RR +4 ( , ) :

M@N (
� W Q ) 2 RR +4 ( U ) ?@U X L M@N (

� W )
R
2 V 2R +4 L M@NZO Q[O 2 V RR +4 ./^/QY6 + 2( , ) I

Notons que si G H 4 alors 2KK +4 H 1. D’autre part, suivant les travaux de N. Varopoulos

([V], [C-S-V] et l’appendice A.1), nous savons que � W 1 opère de + 2 RR +4 ( , ) dans + 2( , ),
avec une norme d’opérateur qui vérifie

� � W 1 �
� 2 RR +4 � � 2

X a (G ) J K ( , ) W 1 I
On en déduit donc que � W 1 � W est un opérateur continu de + 2 dans lui-même avec une
norme d’opérateur qui vérifie :

� � W 1 � W � � 2 � � 2

X a (G ) � � W � � R2 J K ( , ) W 1 I
Remarque. — On pourrait ici en déduire un résultat d’annulation sia (G ) � � W � � R2 J K ( , ) W 1 f 1 .

puisqu’alors l’opérateur � W 1 � W serait inversible, en fait on verra un résultat plus précis
en 2.a).

Montrons alors la compacité de l’opérateur � W 1 � W . Si nous notons 1 � la fonction
caractéristique de la boule géodésique de centre U 0 fixé et de rayon � , nous avons la limite
en norme d’opérateur de + 2( , )

lim� � c � W 1 (1 � � W ) = � W 1 � W .
ceci est une conséquence du résultat précédent. Ainsi pour montrer la compacité de� W 1 � W , il suffit de montrer celle des � W 1 (1 � � W ), pour cela on préfère montrer celle
des opérateurs adjoints (1 � � W ) � W 1 ; mais pour � 6 + 2( , ) on a

�
(1 � � W ) � W 1 � � � 2

X a ��� � W 1 � � � 2 .
où a est un majorant de

� W sur la boule de centre U 0 et de rayon � et
�

est une fonction
lisse à support compact positive, égale à 1 sur cette boule et partout inférieure à 1. Il suffit
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donc de montrer que l’opérateur
� � W 1 est compact, ceci est un simple conséquence du fait

que
� � W 1 est un opérateur continu de + 2( , ) dans � 1

0( , ), où � 1
0 ( , ) est le complété dea c0 ( , ) pour la norme (pré-)Hilbertienne

� Q � 2�
1
0 (
N

) = 
 N O ?@QBO 2 = 
 N D Q�Q . En effet,� 1
0 ( , ) s’injecte de façon compacte dans + 2(support

�
).

Montrons donc que
� � W 1 : + 2( , ) e � � 1

0 ( , ) ; soit QY6ba c0 ( , ), alors

� � � W 1 Q � 2�
1
0 (
N

) = M N D (
� � W 1 Q ) (

� � W 1 Q ) Q .
En se servant des identités suivantesD (

� � W 1 Q ) = D � � W 1 Q�e 2 � ? � ._? � � W 1 Q � � +
� D � � W 1 Q � .

1
2
D (

� 2) =
� D � e�O ? � O 2 ;

et en intégrant deux fois par parties, nous obtenons :
��� � W 1 Q � 2�

1
0 (
N

) = M N O ? � O 2 � � W 1 Q � 2 +
� 2 � � W 1 Q � D ( � W 1 Q ) .

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
� � � W 1 Q � 2�

1
0 (
N

)

X � � O ? � O � W 1 � Q � 2� 2 +
� � D � � W 1 Q � � � 2

� � � W 1 Q � � 2 I
Mais on a O D � W 1 Q[O X D � W 1 O Q[O X O QBO , car D � W 1 = �C? e �

+ � W 1 et l’opérateur � W 1

préserve la positivité. On en conclut donc que
��� � W 1 Q � 2�

1
0 (
N

)

X � � O ? � O � W 1 � 2� 2 � � 2 +
� � � W 1 � � 2 � � 2 � � Q � 2� 2 I ��

1.3. Remarque. — Nous pouvons aussi remarquer que si ( ,7.F0 ) vérifie l’inégalité
de Sobolev

J K ( , ) L M NPO QBO 2 RRTS 2 ( U ) ?@U V 1 W 2RYX M NZO ?@Q[O 2( U ) ?\U]._^`QY6ba&c0 ( , ) .
et si G H 2 et sous les mêmes hypothèses que le théorème 1.1, alors l’opérateur
( D +

�
+) W 1 � 2 � 1 � 2W opère de façon compacte de + 2( , ) dans lui-même. Nous aurons

besoin de ce résultat au 2.d. En effet, l’inégalité de Sobolev implique que ( D +
�

+) W 1 � 2

est continu de + 2 dans + 2 RRTS 2 ,et l’inégalité de Hölder permet de conclure que l’opérateur
multiplication par

� 1 � 2W est continu de + 2 RRTS 2 dans + 2, ce qui donne
�

( D +
�

+) W 1 � 2 � 1 � 2W � � 2 � � 2

X J W 1 � 2K � � W � 1 � 2

� R2 .
puisqu’un opérateur et son adjoint ont même norme. Pour montrer que cet opérateur est

compact, on procède de même que précédemment, cela repose sur le fait que si
�

est une
fonction lisse à support compact alors l’opérateur D W 1 � 2 � opère continûment de + 2 dans� 1

0 puisque
� Q � �

1
0

=
� D W 1 � 2 Q � � 2 .

Nous pouvons généraliser ces résultats au cas des sections d’un fibré riemannien,
ceci grâce à l’inégalité de Kato.
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1.b le cas des fibré. — Soit � un fibré vectoriel riemannien sur ( ,7.F0 ), on notef .]H (resp. O;O ) le produit scalaire (resp. la norme ) sur les fibres de � ou d’un fibré naturel
associé. Soit � la connexion de � compatible avec ce produit scalaire, on a donc� I���� .��
	 = ���
���/.��
	 + ��� .��
����	/.
pour tout champ de vecteur

�
de , et toutes sections lisses �/.�� de � . A la connexion

compatible, on associe un opérateur D le Laplacien de Bochner de � (appelé aussi le La-
placien brut de � ) qui est défini à partir de la forme quadratique ���� 
 N O ��� O 2, plus
exactement, nous avons l’identité suivanteM N������/.�����	 = M N�� D��/.����[. ^�� 6ba&c0 ( , ) I
On a � D�� � ( U ) = e -� �

=1
��� ����� ��� , où �"!

�
�>-� =1 est un repère orthonormé de :�#\, .

Dans beaucoup de problèmes géométriques, � est aussi muni d’un Laplacien na-
turel qui admet une décomposition de Bochner-Weitzenbock D +

�
, où

�
est un champ

d’endomorphismes symétriques de � ; c’est le cas de la + 2-cohomologie (cf. le paragraphe

3). On décompose alors
�

en
�

+ e � W , où
�

+( U ) $ est égale à
�

( U ) $ si $ appartient à un
espace propre de

�
( U ) associé à une valeur propre positive , et égale à zéro sur l’orthogo-

nal et on définit de façon symétrique
� W = ( e � )+ ; ainsi e"O � W O est la plus petite valeur

propre de
�

et O � + O est la plus grande, on a alors le théorème suivant :

1.4. THÉORÈME. — Si ( ,7.F0 ) vérifie pour un G H 4, l’inégalité de Sobolev

J�K ( , ) L M@NPO QBO 2 RRTS 2 ( U ) ?@U V 1 W 2R X M@NZO ?@Q[O 2( U ) ?\U]._^`QY6ba&c0 ( , ) .
et si M@N O � W O R2 f h

alors 3 ( � . � ) = �%�(6 + 2( � ) . D&� +
� � = 0 � est de dimension finie.

Preuve. — Nous ne refaisons pas la preuve, c’est la même que précédemment ;
elle s’adapte grâce à l’inégalité de Kato et ces conséquences (Appendice de [B], et [H-
S-U]) ; à savoir que si on note � = D +

�
+ alors si � est une section continue de � , on

a O � W 1 � W � O ( U ) X � D W 1 O � W O>O � O � ( U ) .
grâce à ceci on montre que � W 1 � W opère de façon compacte sur + 2( � ). ��

1.5. Remarque. — Nous avons comme en 1.3 que si G(H 2 alors � W 1 � 2 � 1 � 2W opère
de façon compacte sur + 2( � ), ceci grâce à l’inégalitéO � W 1 � 2 � 1 � 2W � O ( U ) X(' D W 1 � 2 O � W O 1 � 2 O � O ) ( U ) I
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1.c Avec une autre inégalité de Sobolev. — Notons que nous pouvons améliorer
notre résultat en considérant d’autres inégalités de Sobolev, à savoir

1.6. THÉORÈME. — Si � est une fonction positive sur la variété riemannienne
( ,7.10 ) telle que l’on ait l’inégalité de Sobolev

J K ( , ) L M N O QBO 2 RRTS 2 ( U ) ?\U V 1 W 2R X M N O ?@Q[O 2( U ) + � ( U ) Q 2( U ) ?@U . ^`Q 6 a c0 ( , ) .
alors si le champ

�
d’endomorphismes symétriques de � vérifie pour G(H 4,

M N � O � W O ( U ) + � ( U ) � R2 ?@UYfih7.
alors 3 ( � . � ) = �%�(6 + 2( � ) . D&� +

� � = 0 � est de dimension finie.

Pour montrer ce résultat, il suffit de remplacer l’opérateur de Laplace D (ou de
Bochner D ) par l’opérateur de Schrödinger D + � (ou par D + � ( U ) �C? ).

2. Bornes sur la dimension

Le but de cette partie est d’obtenir des majorations de la dimension de 3 ( �g. � ) =
�"� 6�+ 2( � ) . D�� +

� � = 0 � où � est un fibré riemannien sur ( ,�.F0 ), � un champ lisse
d’endomorphismes symétriques de � et où D = �Y<%� est le Laplacien de Bochner associé
à la connexion compatible � de � .

Dans toute cette partie, nous notons J K ( , ), la meilleure constante dans l’inégalité
de Sobolev

J�K ( , ) L M N O QBO 2 RRTS 2 ( U ) ?@U�V 1 W 2RYX M N O ?@Q[O 2( U ) ?\U]._^`QY6ba c0 ( , ) .
c’est à dire

J K ( , ) = inf �� � � ?@Q � 2� 2� Q � 2

� 2 RRTS 2

.BQY6 a c0 ( , ) � �� ;

ainsi la non-trivialité de cette constante implique que l’inégalité de Sobolev précédente est
non-triviale. Nous supposerons dans tout ce paragraphe que c’est le cas. Nous commençons
par donner un résultat d’annulation :
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2.a. Annulation.

2.1. PROPOSITION . — SiM NZO � W O R2 f�J�K ( , )
R
2 .

alors 3 ( � . � ) = �"� 6 + 2( � ) . D�� +
� � = 0 � = � 0 �@I

Preuve. — Ceci repose sur l’identité suivante valable pour toute section a 2, � de� et
�

une fonction lisse à support compact :M@NZO � � � O 2( U ) ?@U = M@N � D�� .�� � � 2 + M@NPO ? � O 2 O � O 2 ;

Pour obtenir ceci, on intègre par parties le premier terme et on se sert de l’identité

� < � (
� � ) = D � � e 2 � grad � � +

� D��
M NPO � � � O 2( U ) ?\U = M N ��� < � (

� � ) . � ��	
= M N�� D��/.���� � 2 e � ? L � 2

2
V ._?`O � O 2 � +

� D � O � O 2 .
On termine alors en intégrant par parties le terme du milieu en utilisant la formule

� D � eD ' � 2

2 ) = O ? � O 2 I On applique alors cette identité à � 6 3 ( � . � ), qui est bien a 2 par
régularité elliptique et on utilise l’inégalité de Sobolev pour obtenir

(2 I 2) J K ( , )
��� � � 2

� 2 RRTS 2

X M NPO � (
� � ) O 2 = M �Te � �/.���	 � 2 + O ? � O 2 O � O 2 I

On choisit alors une fonction
�

tel que
�

= 1 sur la boule géodésique � ( U]. � ) de
centre U fixé et de rayon � et

�
( � ) = 1� distance ( ��.T, e�� ( U]. � + � )) ailleurs, on a donc

J K ( , )
� � � � 2

� 2 RRTS 2

X M N � 2 O � W O@O � O 2 +
1
� 2
M��

( #
	 � +
�

) W � ( #
	 � )
O � O 2 I

On applique alors l’inégalité de Hölder pour obtenir' J K ( , ) e � � W � � R
2
) ��� � � 2

� 2 RRTS 2 (
N

)

X 1
� 2
M �

( #�	 � +
�

) W � ( #�	 � )
O � O 2 ;

lorsque l’on fait tendre � vers l’infini, on obtient, sous les hypothèses de la proposition,
que � est nulle. ��

Remarque. — Comme dans tout le reste de cette partie, ce résultat est valable pour
tout G(H 2, contrairement à la première partie.

Puis, nous allons montrer un résultat de finitude, pour cela on veut se servir des
résultats de Gallot-Meyer ([G-M 1]).
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2.b. Finitude. — Nous montrons ici que si
� � W � � R

2
est assez petit alors 3 ( � . � )

est de dimension finie avec une borne sur sa dimension, ceci sans hypothèse sur G .
2.3. PROPOSITION. — Il existe une constante explicite a (G .�� ) H 1, telle que si

� � W � � R2 f a (G].�� ) J K ( , ) .
alors 3 ( �g. � ) est de dimension finie et de plus il existe une fonction explicite � (K 	 � ) telle
que

dim 3 ( � . � )
X

� (K 	 � ) ' J W 1K ( , )
� � W � � R2 ) ;

où on a noté � est la dimension des fibres de � . Notamment pour G � 4, on a l’estimation
suivante : si

� � W � � R2 X L 1 +
1

( � + 1)2 V 1 W 2R J�K ( , ) .
alors

dim 3 ( � . � )
X

��I
Preuve. — Soit ��H 0 fixé, on reprend l’inégalité (2 I 2) où on a choisi � assez

grand pour que L M N W � ( #
	 � )
O � W O R2 V 2RYX

� J�K ( , ) .
ainsi en appliquant l’inégalité de Hölder au terme 
 N W � ( #
	 � )

� O � W O@O � O 2, on obtient

(1 e � ) J K ( , ) L M N O � � O 2 RRTS 2 V 1 W 2RYX M �
( #
	 � )

O � W O>O � O 2 +
1
� 2
M �

( #�	 � +
�

) W � ( #�	 � )
O � O 2 .

lorsque � tend vers l’infini, nous obtenons

(1 e � ) J K ( , ) L M �
( #�	 � )

O � O 2 RRTS 2 V 1 W 2R�X
(1 e � ) J�K ( , ) L M�N O � � O 2 RRTS 2 V 1 W 2R
X M��

( #
	 � )
O � W O>O � O 2 I

Nous utilisons maintenant une astuce pour utiliser les résultats de Gallot-Meyer : à ��63 ( � . � ), nous associons

ˆ� ( � ) = � ( � ) O � W O 2 S;R4 ( � ) si O � W O ( � ) �= 0 et ��6 � ( U . � ) .
ˆ� ( � ) = 0 ailleurs .

alors nous avons l’inégalité

(1 e � ) J�K ( , ) L M NPO ˆ� O 2 RRTS 2 ( � ) O � W O R2 ( � ) ? � V 1 W 2R�X M NZO ˆ� O 2( � ) O � W O R2 ( � ) ?���I
13



Or l’application � �� ˆ� est une injection de 3 ( �g. � ) dans + 2( � .;O � W O K�� 2( � ) ? � ) ainsi grâce
au théorème 4 de [G-M 1], nous en déduisons que si � est la dimension de 3 ( � . � ) alors
si � � � nous avons � � ( � )� � ( � )

X � (1 e � ) J�K ( , ) � S;RRTS 2 L M NPO � W O R2 V 2RTS 2

;

où � = 2G 
 (G"e 2) H 2 et la fonction � � est définie à l’aide de la fonction
	

d’Euler par� � ( U ) = L 2U V
�
2
	 � # + �

2 �	 � #2 � I
Nous pouvons désormais faire tendre � vers 0 et obtenir

� � ( � ) ' J�K ( , ) W 1 � � W � � R2 ) W RRTS 2
X � � ( � ) I

Mais comme U �� � � ( U ) est une fonction décroissante et tend vers 1 à l’infini, nous en
déduisons que si

� � W � � R2J�K ( , )
f � � � ( � ) � RRTS 2 .

alors dim 3 ( � . � ) = � est finie et est majorée par

Max L ��. � W 1� L � � ( � ) ' J K ( , )
� � W � W 1

� R2 ) RRTS 2 V V I
Si G � 4, alors � X 4, nous pouvons expliciter un peu ce résultat car alors� � ( � )� � ( � )

�
�

4( � )�
4( � )

=
� + 2
�

�� + 2
.

d’où � X 2 � � 
 ( � + 2 e � � ), où on a posé

� =

� � � W � � R2J�K ( , ) � RRTS 2 f 1 + 2 
 ��I
Ainsi si � f 1 + 1 
 ( � + 1)2, nous avons � X � . ��

2.c. majoration de la dimension et inégalités de Gagliardo-Nirenberg. — Le
but de ce paragraphe est d’obtenir une majoration de la dimension de 3 ( � . � ) à partir des

inégalités de Gagliardo-Nirenberg et du théorème 4 de [G-M 1].

2.4. THÉORÈME. — Si
� W 6�+ ���2 � + �2 où �gH GbH ��� et ��H 4 alors 3 ( � . � )

est de dimension finie et

dim 3 ( � . � )
X

� Max 	
 1 .Ta ( � � . �;. G ) ����
� WJ K ( , )

����
�
2

� �2
����

� WJ K ( , )
����
� � ( � S R )
2( RTS � � )
� � �2 �
 I
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Preuve. — C’est un résultat classique d’obtenir que si �76�+ 2( � ) vérifie D�� +
� � = 0 et si

� W 6b+ �2 pour � H�G alors � est borné ( cf. [Y], appendice B) et même
� � � ��� X a (G]. � ) J K ( , )

S;R
4
� � W � �� S;R� ��� 2

�
š � � � 2 I

Ceci nous permet d’affirmer que, sous les hypothèses du théorème, si � 6Y3 ( �g. � ) alors�b6b+ 2 � + c et que ( D +
�

+) � =
� W � 6b+ �2 ; mais nous avons

� ( U ) =
' ! W�� ( � + � +) � ) ( U ) + L M �

0
! W	� ( � + � +)( D +

�
+) ��? $ V ( U ) .

En se servant du fait que le semi-groupe ! W�� ( � + � +) est dominé par le semi-groupe ! W���� ,

on obtient O � O ( U ) X � ! W��
� O � O � ( U ) + L M �

0
! W	��� O � W O O � O�? $ V ( U ) .

nous procédons alors comme dans l’appendice et nous pouvons en déduire l’inégalité de
Gagliardio-Nirenberg suivante

� � � ��� X a (G .�$C. � ) J�K ( , ) W
� � � W � � �� �2 � � � 1 W
����2 .
où

�
=

K�� �
1 W K � � +K�� � . Maintenant, nous majorons

� � � � �2 en servant du fait que

( D +
�

+) W 1 + � �2 e � + �2
si $ =

K � �K W � � , cette inclusion est un corollaire de ce qui est énoncé en appendice. Et nous
avons donc � � � ���2 X a (G . � � ) J K ( , ) W 1 � � W � � � � �2 ;

finalement, nous obtenons
� � � ��� X a (G . � � . � ) J K ( , ) W 1 � � W � � �� �2 � � W � � 1 W	�

� � �2 I
Mais nous avons les majorations suivantes

� � W � � �2� �2 X L M NPO � O 2( � ) O � W O �2 ( � ) ?�� V � � � � S 4
2��� .

� � W � � � � �2 X � � W � � � �2 � � � ��� I
Nous en déduisons donc la majoration

� � � 2���
X a (G]. � � . � ) J K ( , )

S �
2 � � � W � �2 ( 1� W 1)

� � �2 M N O � O 2( � ) O � W O �2 ( � ) ? � ;

avec
1
� =

���
�
� ebGG�e � � + 1 I

Ainsi 3 ( �g. � ) est un sous-espace vectoriel de + 2 ��� .;O � W O �2 ( � ) ?�� � selon le théorème 4 de
[G-M 1], si � = dim 3 ( � . � ) � � , il existe un � 0 6Y3 ( � . � ) tel que� � � 0

� 2� 2( � � S � �2 ( � ) ��� )

X
� L M NPO � W O �2 ( � ) ?�� V � � 0

� 2��� .
Ainsi, la dimension de 3 ( � . � ) est bien finie et nous obtenons la majoration énoncée. ��
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2.d. Estimée de Cwickel-Lieb-Rosenbljum. — Dans cette partie, on veut utiliser
la majoration de Cwickel-Lieb-Rosenbljum obtenue par Bérard-Besson ([B-B]) pour les
variétés riemanniennes.

2.5. THÉORÈME. — Si
� W 6 + R2 � + �2 où � H�G , alors 3 ( � . � ) est de dimension

finie et

dim 3 ( � . � )
X

�`a (G ) J K ( , ) W K�� 2 M N O � W O R2 ( U ) ?@U I
Preuve. — Nous ne faisons pas la preuve en détail, nous donnons simplement les

arguments qui font que nous pouvons utiliser la preuve de Bérard-Besson : nous posons� = D +
�

+ , c’est un opérateur positif dominé par D ; nous introduisons alors l’opérateur

d�� =
� 1 � 2W ��

�
=0

( e 1)
� a �� � � + � � W � W 1 � 1 � 2W .

nous avons d�� =
� 1 � 2W � W 1 � 2 +�� ( � ) � W 1 � 2 � 1 � 2W .

où � = � W 1 � 2 � W � W 1 � 2 =
' � 1 � 2W � W 1 � 2 ) < � 1 � 2W � W 1 � 2 .

où ( ) < est l’opération passage à l’adjoint de + 2( � ) et + � ( � ) = 
 c0 ! W�� � 1 e ! W�� � � � ?�� .
Selon la remarque 1.5, l’opérateur

� 1 � 2W � W 1 � 2 est un opérateur compact de + 2( � ), doncd � aussi. Enfin si � 6Z3 ( � . � ), alors l’hypothèse que
� W 6 + �2 , nous garantit que�b6b+ c et que ˜� =

� 1 � 2W � 6b+ 2 et vérifie d � ˜� = + � (1) ˜� = 1� +1 ˜� .

Puisque d � est un opérateur positif compact auto-adjoint, il a donc un nombre dé-

nombrable de valeurs propres qui sont positives et nous avons

dim 3 ( � . � )
X

dim Ker ( d � e + � (1) �E? ) X ( � + 1) : � d � ;

la preuve est ensuite la même que celle de Bérard-Besson. ��

2.c. Amélioration. — Comme dans le paragraphe 1.c., nous pouvons énoncer des
résultats de finitude similaires aux propositions 2.4 et 2.5 lorsque ( , -/.10 ) satisfait à l’in-
égalité de Sobolev

J�K ( , ) L M N O QBO 2 RRTS 2 ( U ) ?\U V 1 W 2RYX M NPO ?@Q[O 2( U ) + � ( U ) Q 2( U ) ?@U . ^`Q 6 a"c0 ( , ) .
où � est une fonction lisse positive. Il suffit de reprendre la preuve en considérant l’opéra-
teur de Schrödinger D + � en lieu et place du Laplacien D . On peut ainsi énoncer le
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2.6. THÉORÈME. — Si ( ,
-/.10 ) vérifie l’inégalité de Sobolev précédente et siO � W O et � sont dans + R2 � + �2 , pour ��H G alors 3 ( � . � ) est de dimension finie et

dim 3 ( � . � )
X

�\a (G ) J K ( , ) W K�� 2 M N � O � W O + � � R2 ( U ) ?@U I
2.7. Cas d’annulation. — Nous pouvons aussi dans ce cadre reprendre la preuve

du résultat d’annulation et conclure.

PROPOSITION. — Si ( ,
-`.F0 ) vérifie l’inégalité de Sobolev

J K ( , ) L M N O QBO 2 RRTS 2 ( U ) ?\U V 1 W 2RYX M N O ?@Q[O 2( U ) + � ( U ) Q 2( U ) ?@U . ^`Q 6 a c0 ( , ) .
où � est une fonction positive , alors si

M N � O � W O + � � R2 ( U ) ?\Ugf�J K ( , )K � 2 .
alors 3 ( � . � ) = � 0 � .

3. Application à la + 2-cohomologie

Nous commençons par rappeler rapidement ce que sont les espaces de + 2-
cohomologie.

3.a. La + 2-cohomologie. — Soit ( ,�-/.10 ) une variété riemannienne complète de
dimension 
 : l’opérateur de différentiation extérieure agit de? : a&c0 ( 8 4 : < , ) e � a&c0 ( 8 4 +1 : < , )

et vérifie ?�� ? = 0 ; on définit alors les espaces

i)
� 4@+ 2( , ) qui est le noyau de l’opérateur ? agissant, de façon non-borné, sur+ 2( 894;:=< , ), ou de façon équivalente

� 4 + 2( , ) = �;5�6 + 2( 8 4 : < , ) .B?\5 = 0 �@.
où on entend que ?@5 est une distribution (ou un courant).

ii) � 4\+ 2( , ) qui est l’adhérence dans + 2( 894;:=<>, ) de ? a c0 ( 894 W 1 :=< , ).

Comme ?��@? = 0, nous avons � 4 + 2( , ) �
� 4 + 2( , ), le 2 ième espace de + 2-cohomologie

est défini par � 4(2)( , ) =
� 4 + 2( , ) 
�� 4 + 2( , ) I
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Ainsi deux 2 -formes + 2, (faiblement) fermées 5 et � sont + 2-cohomologues si et seulement
si il existe une suite de ( 2
e 1)-formes lisses à support compacts (� � ) c� =0 telles que 5ge�� =+ 2 e lim� � c ? � ��I

Dans le cas où la variété est compacte, alors ces espaces sont de dimension finie et
sont isomorphes aux espaces de cohomologie de de Rham ; dans le cas non-compact, ces
espaces ne sont pas, en général, de dimension finie.

3.b. + 2-cohomologie et formes harmoniques + 2. — On note A l’opérateur dif-
férentiel adjoint à ? , i.e.

M N ?@5������ = M N 5����>A	� . ^`5�6ba c0 ( 8 4 : < , ) .
� 6 a c0 ( 8 4 +1 : < , ) .
où � est l’opérateur de Hodge � 8 4C:=< , e �$8 - W 4;:=< , ; par le théorème de Stokes, on
a donc A = ( e 1) -C4 + - +1 � ?�� .

Si 3Y4 ( , ) est l’espace des 2 -formes harmoniques + 2

3 4 ( , ) = � 5�6b+ 2( 8 4 : < , ) .[?@5 = AC5 = 0 �\.
alors l’espace + 2( 894;:=<>, ) admet la décomposition orthogonale de Hodge-deRham sui-

vante + 2( 8 4 : < , ) = 3 4 ( , ) � � 4 + 2( , ) � ACa c0 ( 8 4 +1 : < , ) .
où l’adhérence s’entend pour la topologie de + 2( 894;:=< , ). Nous avons aussi

� 4 + 2( , ) = 3 4 ( , ) � � 4 + 2( , ) .
ce qui signifie que nous avons l’isomorphisme3 4 ( , ) � � 4(2)( , ) I
En fait, selon [dR], si D 4 = ?EA + AC? est le Laplacien de Hodge-deRham agissant sur les

formes différentielles nous avons3 4 ( , ) = � 5�6b+ 2( 8 4 : < , ) .[D 4 5 = 0 �\.
et ce Laplacien admet la décomposition de Bochner-Weitzenbock suivanteD 4 = D + � 4 .
où �Y4 est un endomorphisme symétrique de 8 4C:=< , que l’on peut définir à l’aide de l’opé-

rateur de courbure de ( , - .10 ) ( cf [G-M 2]) ; par exemple � 1 est l’endomorphisme asso-
cié au tenseur de Ricci. Ainsi grâce aux résultats généraux énoncés précédemment, nous
pouvons en déduire les résultats de finitude suivants
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3.c. Finitude de la + 2-cohomologie.

3.1. THÉORÈME . — Si pour un G�H 4, ( ,
-/.F0 ) vérifie l’inégalité de Sobolev

J�K ( , ) L M NPO QBO 2 RRTS 2 ( U ) ?@U�V 1 W 2RYX M NZO ?@Q[O 2( U ) ?\U]._^`QY6ba&c0 ( , ) .
et si M NZO � 4 W O R2 f h�.
alors le 2 ième espace de + 2 cohomologie de ( ,7.10 ) est de dimension finie.

Remarques.

i) Si ( ,7.10 ) vérifie l’inégalité de Sobolev

J K ( , ) L M NZO Q[O 2 RRTS 2 ( U ) ?@U V 1 W 2RYX M NZO ?@QBO 2( U ) ?@U]._^`QY6ba&c0 ( , ) .
pour un G X 4 alors l’hypothèse sur ��4W pour avoir la finitude du 2 ièmeespace de+ 2 e cohomologie est

M NZO � 4 W O R2 fih et pour un �"H G]. M NZO � 4 W O �2 fih7.
ii) À un facteur a ( 
B.T2 ) près, nous pouvonsmajorer O �(4W O ( U ) par le maximum d ( U ) des

courbures sectionnelles des 2-plans en U , i.e. O �(4W O X a ( 
B. 2 ) d ( U ). nous pouvons
ainsi énoncer le résultat suivant :

3.2. THÉORÈME. — Si ( ,7.F0 ) vérifie l’inégalité de Sobolev

J�K ( , ) L M@N O QBO 2 RRTS 2 ( U ) ?@U�V 1 W 2RYX M@N O ?@Q[O 2( U ) ?\U]._^`QY6ba c0 ( , ) .
et si lorsque G � 5 et d 6 + K � 2,ou lorsque G X 4 et d 6�+ K�� 2 � + � � 2, pour un �YH G ,
alors les espaces de + 2- cohomologie de ( ,7.10 ) sont de dimension finie.

Aussi grâce à la proposition 2.1 nous pouvons affirmer les résultats d’annulation
suivants :

3.3. PROPOSITION . — Soit ( ,�-/.10 ) une variété riemannienne complète qui sa-
tisfait à l’inégalité de Sobolev suivante

J K ( , ) L M NPO QBO 2 RRTS 2 ( U ) ?@U V 1 W 2RYX M NZO ?@Q[O 2( U ) ?\U]._^`QY6ba&c0 ( , ) .
alors
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i) Si 
 N O ric W O R2 ( U ) ?@U f�J�K ( , )
R
2 , alors 3 1( , ) = 3Y- W 1( , ) = � 0 � , où ric W est la

partie définie négative du tenseur de Ricci.

ii) Si 
 N d R2 ( U ) ?@UYf � J�K ( , ) 
Ca ( 
B. 2 ) � R2 , alors 3�4 ( , ) = � 0 � .
De plus si G � 4, grâce à la proposition 2.3, nous avons les résultats de presque-

annulation suivant:

3.4. PROPOSITION. — Si la courbure de Ricci satisfait àM NZO ric W O R2 ( U ) ?@U f�J�K ( , )
R
2 L 1 +

1
( 
 + 1)2 V R2 W 1

alors dim 3 1( , )
X 
 = dim 8 1 :=< R -�. et dim 3Y- W 1( , )

X 
 = dim 89- W 1 :=< R - ; et si la

courbure de , satisfait àM N�d R2 ( U ) ?\Ugf�� J�K ( , ) 
Ca ( 
B.T2 ) � R2 L 1 +
1

( a 4- + 1)2 V R2 W 1 .
alors dim 3Y4 ( , )

X a 4- = dim 894;:=< R - ;.

3.d. Sous-variété d’un espace euclidien. — Nous montrons ici que pour les sous-
variétés d’un espace euclidien, nous pouvons obtenir des résultats qui ne supposent pas
d’inégalité de Sobolev , ceci grâce aux travaux de Hoffman-Sprück.

3.5. THÉORÈME. — Si ( ,
-`.F0 ) est une variété de dimension 
 H 2 isométrique-
ment immergée dans un espace euclidien R

�
telle que la seconde forme fondamentale ���

de l’immersion satisfait à M NZO ��� O - ( U ) ?@Ugfih7. lorsque 
 � 5

et lorsque 
 X 4 . M NZO ��� O - ( U ) ?@Ugfih7. M NZO ��� O - + � ( U ) ?@U f h pour un �&H 0 .
alors les espaces de + 2-cohomologie de ( ,
-/.F0 ) sont de dimension finie.

Preuve. — On va utiliser les modifications des résultats de finitude énoncées en
1.c et 2.e. C’est possible grâce à l’inégalité de Sobolev obtenu par Hoffman-Spruck [H-S]

� - L M@NPO QBO �� S 1 ( U ) ?@U V 1 W 1�(X M@NPO ?@QBO + 2 O QBO ._^`QY6ba&c0 ( , ) .
où 2 est la norme du vecteur courbure moyenne 2 ( U ) = O -� �

=1
��� # ( !

� .�! � ) O , où �%!
�
� -� =1 est une

base orthonormée de : # , . Si 
 H 2 et si on applique cette inégalité à Q = �
2 � S 1� S 2 , en

appliquant l’inégalité de Cauchy -Schwarz, on obtient l’inégalité suivante

˜� - L M NPO �_O 2 �� S 2 ( U ) ?@U V 1 W 2�(X M N O ?��_O 2( U ) + 2 2 O � O 2( U ) ?@U .`^���6ba&c0 ( , ) .
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où ˜� - = � 2- - W 2
4( - W 1). Le théorème s’obtient alors en remarquant d’abord que 2 ( U ) X 
 O ��� O ( U )

et que grâce à la formule de Gauss, la courbure de ( ,7.10 ) se calcule à partir de ��� , les
hypothèses faites sur ��� et l’inégalité de Hoffman-Spruck font que nous pouvons appliquer
les propositions 1.6. et 2.7. ��

Nous pouvons aussi énoncer dans ce cas un résultat d’annulation.

PROPOSITION. — Sous les hypothèses du théorème ci-dessus, il existe une
constante � ( 
 ) telle que si M@N O ���_O - ( U ) ?@U f � ( 
 )

alors tous les espaces de + 2-cohomologie de ( ,7.10 ) sont nuls.

Appendice A : inégalités de Sobolev

Le but de cet appendice est de présenter les inégalités de Sobolev nécessaires aux
preuves de cet article. Dans tous le reste de l’appendice, ( , -/.10 ) est une variété rieman-
nienne complète (de volume infini). Nous considérons un opérateur de Schrödinger sur
( ,�.F0 ) de la forme � = D +

�
, où le potentiel

�
est une fonction positive ou nulle sur , .

Dans ce cas, cet opérateur � est sous-markovien, i.e. le semi-groupe, � ! W�� �
� ��� 0

, associé
à cet opérateur vérifie ^ 0

X�� X
1 � 0

X ! W�� � �(X
1 I

Selon N. Varopoulos ([V]) et J. Nash, nous savons que pour � les propriétés suivantes sont
équivalentes

i) � vérifie l’inégalité (de Sobolev) suivante

J L M NPO QBO 2 RRTS 2 ( U ) ?\U V 1 W 2R�X M N ( � Q )( U ) Q ( U ) ?@U].�^/Q(6ba&c0 ( , ) .
ii) le semi-groupe associé vérifie

� ! W�� � Q � ��� X a
� R2 � Q � � 1 ./^`QY6b+ 1( , ) ;

avec le contrôle suivant entre les meilleures constantes apparaissant dans ces in-
égalités � (G ) X J K�� 2 a X a (G ), où les constantes � (G ) et a (G ) sont explicites en
fonction de G .

21



A.1. — Varopoulos montre aussi le résultat suivant :

PROPOSITION. — Si � vérifie les propriétés i) ou ii) précédentes alors pour ��6
]1 . K2 [, � W 1 est un opérateur continu de + � ( , ) dans + � RRTS 2 � , plus exactement il existe une
constante a (G]. � ) telle queJ � Q � � � RRTS 2 �

X a (G . � )
� �bQ � � � . ^`QY6 + � I

A.2. — Grâce à T. Coulhon nous savons qu’en fait ces propriétés impliquent (et
même sont équivalentes) à des inégalités de Gagliardo-Nirenberg.

PROPOSITION. — Si � vérifie une des hypothèses i) ou ii) précédentes alors pour

tout �"H G nous avons l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg suivante
� Q � ��� X a (G .�$C. � ) J W
� � � Q � �� �2 � Q � 1 W	�� �2 ./^`Q 6 a c0 ( , ) .

où
�

=
K�� �

1 W K � � +K�� � .

Preuve. — La preuve que nous donnons est tiré de [Co]. Soit QY6ba c0 ( , ), nous

avons donc Q = ! W�� � Q + M �

0
! W�� �

( �bQ ) ? � ;

compte tenu de la propriété ii) nous vérifions facilement que
� ! W�� � �bQ � ��� X a ( J � ) W K�� � � �bQ � � � .
� ! W�� � Q � X a ( J � ) W K�� � � Q � � � I

On en déduit donc

� Q � ��� X a ( J � ) W K�� � � Q � � � + M �

0
a ( J � ) W K�� � � �bQ � � � ? �X a ( J � ) W K�� � � Q � � � + a ( J � ) W K�� � �

1 ebG 
�� � �bQ � � � .
on obtient alors le résultat énoncé en choisissant le réel � qui optimise cette inégalité. ��
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Appendice B : la + 2-cohomologie des sous-variétés
minimales à courbure totale finie

On va ici calculer les espaces de + 2-cohomologie des sous-variétés ( , - .F0 0) mi-
nimales d’un espace euclidien et à courbure totale finie, i.e. dont la seconde forme fonda-
mentale vérifie M N O ��� O - ( U ) ?@U f h7I
Selon M. Anderson, la seconde forme fondamentale d’une telle variété est en fait bornée,
(cf. [A], ceci repose sur les équations de Simons). Et nous savons donc que les espaces de+ 2 cohomologie de ces variétés sont de dimension finie. En fait, Anderson ( Osserman pour
les surfaces) montre qu’une telle variété ( ,7.F0 0) est difféomorphe à une variété compacte, privée de � points correspondants aux bouts de ( ,7.10 0) : ,�� , e �TG 1 .>I I>IT. G � � . Notre
résultat est le suivant :

B.1. THÉORÈME. — � 0 + 2( , ) = � - + 2( , ) = 0.

Si 
 = dim , = 2 alors 3 1( , ) ��� 1( , ).

Si 
 � 3, alors � 1 + 2( , ) = � 1( , ) + � e 1,

pour 2g6 [2 . 
�e 2], 3Y4 ( , ) � �(4 ( , ) et donc � 4 + 2( , ) = � 4 ( , ),

et � - W 1 + 2( , ) = � - W 1( , ) + � e 1.

Où on a noté �
� + 2( , ) = dim 3

�
( , ) le � -ième nombre de Betti + 2 de ( ,7.10 ).

Preuve. — Nous commençons par le cas où 
 � 3, selon [A], ( ,�.F0 0) est a c
quasi-isométrique à une variété ( ,7.10 ) plate à l’infini ; plus exactement les bouts �

�
de

( ,7.F0 ) sont isométriques à R - e � D - , où D - est la boule unité de R - euclidien. Ou encore,
il existe sur , une métrique ¯0 plate au voisinage des points G 1 . I I>IT. G�� , telle que 0 soit
conforme à ¯0 , 0 =

�
2 ¯0 , où

�
= 1 sur , e � ��

=1 � (G � . 2 � ) (boules géodésiques pour la
métrique ¯0 ), et

�
( U ) = ¯? (G � .TU ) W 2 sur � (G � . � ).
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Comme les dimensions des espaces de + 2 cohomologie sont des invariantsde quasi-
isométrie, il suffit de calculer la + 2-cohomologie de ( ,7.F0 ). Nous allons conclure grâce à la
proposition suivante qui compare la cohomologie à support compact et la cohomologie + 2.

On définit la cohomologie à support compact à partir du complexe :

����� e � a c0 ( 8 4 W 1 : < , )
�e ��a c0 ( 8 4 : < , )

�e � a c0 ( 8 4 +1 : < , ) e � �����

par

� 40 ( , ) = Ker �;?@a c0 ( 8 4 : < , ) e � a c0 ( 8 4 +1 : < , ) � 
C?@a c0 ( 8 4 W 1 : < , ) I
On a une application naturelle des espaces de cohomologie à support compact dans les

espaces de cohomologie + 2. Et dans notre cas, nous avons :

B.2. PROPOSITION.

Si 2Y6 [1 . 
�e 1] alors �b40 ( , ) e � 3�4 ( , ) est injective.

Si 2 �= 
ge 1, alors � 40 ( , ) e�� 3�4 ( , ) est surjective.

Et si nous définissons
�

: 3�- W 1( , ) e � � ( U � ) �� =1 6 R � . ���
=1
U � = 0 �

� �� ' 
�� � � � ) ��
=1

alors cette application linéaire
�

est surjective et � - W 1
0 ( , ) e � Ker

�
�73�- W 1( , ) est

surjective.

On déduit facilement le théorème de cette proposition car selon le lemme d’ex-
cision, la cohomologie à support compact de , est égale à la cohomologie relative
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�b< ( , . � ) (où
�

= � G 1 .>I I>IT. G � � ) . car , est difféomorphe à , e � . On en déduit alors
le résultat grâce à la suite exacte ( cf [Go])

����� e � � 4 W 1(
�

) e � � 4 ( , . � ) e � � 4 ( , ) e � � 4 ( � ) e � �����

Dans toute la suite du propos, U 0 est un point fixé de , .

Montrons d’abord l’injectivité.

Si 5 6 a c0 ( 894;:=< , ) est une forme fermée nulle en cohomologie + 2, selon [dR],
il existe une 2"e 1 forme différentielle lisse � telle que5 = ? � .
il faut montrer qu’en fait nous pouvons choisir une telle forme � à support compact. A
l’infini, sur ,�e support 5 , � est une forme fermée. Mais pour � assez grand,�e support 5 � ,�e � ( U 0 . � ) � � ��

=1 � � (G � . � ) e � G � � �9.
et pour 2"e 1 �= 0 . 
�e 1, nous avons la nullité des espaces de cohomologie

� 4 W 1 � � ��
=1 � � (G � . � ) e �TG � � � � = � 0 � ;

ainsi pour 2 6 [2 . 
 ], cette forme � est cohomologue à zéro à l’infini : il existe � 6a c ( 894 W 2 :=< ( , e � ( U 0 . � ))) telle que

� = ? � .
alors si

�
est une fonction lisse valant 1 sur , e � ( U 0 . 3 � ) et nulle sur � ( U 0 . 2 � )), la

forme ˆ� = �(e ? ( � � ) . vérifie ? ˆ� = 5 et elle est à support compact, ce qui signifie que 5
est nulle en cohomologie à support compact.

Il reste à montrer l’injectivité dans le cas où 2 = 1. Dans ce cas puisque 5 est nulle
en cohomologie + 2, il existe une suite de fonctions Q � 6 a c0 ( , ) telle que lim � � c � ��e?\Q � � � 2 = 0, l’inégalité de Sobolev (cf. [H-S])

� - L M@NZO Q[O 2 �� S 2 ( U ) ?\U V 1 W 2�YX M@NZO ?@Q[O 2( U ) ?\U]._^`QY6ba&c0 ( , ) .
implique que la suite Q � est de Cauchy dans + 2 �� S 2 et donc converge vers une fonction Q ,
mais cette fonction Q doit vérifier ?\Q = 5 . Comme 5 est à support compact, Q est locale-

ment constante à l’infini, donc nulle à l’infini puisque Q 6 + 2 �� S 2 . Et donc 5 est cohomo-
logue à 0 pour la cohomologie à support compacte.

Montrons alors les surjectivités énoncées : ceci repose sur la proposition suivante :

B.3. PROPOSITION . — Si
�

est une 2 -forme harmonique sur R -Ye � D - alors
pour 2g6 [2 . 
 e 2], il existe une ( 2"e 1) e forme lisse � telle que
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i)
�

= ? � ,

ii) O � ( U ) O X Cte � U � sup � � � = � # � O � ( � ) O .
Pour 2 = 1, il existe une fonction harmonique � vérifiant la propriété ii) et une constante
réelle a telle que

�
= a&?YL 1

� - W 2 V + ? � I
Pour 2 = 
(e 1, alors il existe une ( 
Ye 2) forme lisse � qui satisfait à la propriété ii) et
une constante a telle que

�
= a � ? L 1

� - W 2 V + ? � I
Nous ne faisons pas la preuve de la proposition, elle repose sur le fait suivant :

FAIT. — Si
�

est une 2_e forme fermée de R - e � D - et si � 6 SO( 
 ) alors il existe
une ( 2"e 1) forme

���
satisfaisant à ii) telle que� < � e �

= ? ��� I
Il suffit alors de moyenner cette équation par rapport à la mesure de Haar de SO( 
 ).

Nous pouvons alors établir la surjectivité pour 2 6 [2 . 
�e 2].

Soit donc
� 6 3Y4 ( , ), il nous faut montrer que

�
est + 2 cohomologue à une forme à

support compact ; d’après ce qui précède il existe � une ( 2 e 1) forme lisse telle que sur, e � ( U 0 . � ),
�

= ? � et où � satisfait à l’estimation ii). Soit alors
�

une fonction lisse

valant 1 sur , e � ( U 0 . 2 � ) et à support dans ,�e � ( U 0 . � ), nous allons montrer que
�

est + 2 cohomologue à
� e ? ( � � ), ce qui montrera la surjectivité. Pour cela on choisit

� �
une fonction a c à support compact dans � ( U 0 . � + 2 � ) telle que

� �
=
�

sur � ( U 0 . � + � )
et O ? � O X 2� .

Si nous montrons que ? ( � � ) = + 2 e lim
� � c ? ( � � � ) nous aurons bien le résultat

voulu, mais
1
2

� ? ( � � �(e � � )
� 2� 2

X M N W � ( # 0 	 � +
�

)
O ? � O 2 + M �

( # 0 	 � +2
�

) W � ( # 0 	 � +
�

)
O ? � � O 2 O � O 2 .
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Majorons alors le deuxième terme de cette inégalité. Grâce à la propriété ii) nous avons
que

sup
���
�

( # 0 	 � +2
�

) W � ( # 0 	 � +
�

)
O � O ( � ) X a ( � + 2 � ) sup

���
�

( # 0 	 � +2
�

) W � ( # 0 	 � +
�

)
O � ( � ) O .

puis nous avons la majoration suivante pour la forme harmonique
�

sup�
( # 0 	 � +2

�
) W � ( # 0 	 � +

�
)
O � ( � ) O X a ( 
 )

� �2
� M N W � ( # 0 	 � +

�
� 2)
O � O ( � )2 ?�� � 1

2 .
en effet cette estimée est valable pour les fonctions harmoniques sur R -�e �%��- . On en
déduit donc la majoration

M �
( # 0 	 � +2

�
) W � ( # 0 	 � +

�
)
O ? � � O 2 O � O 2

X
Cte vol � ( U 0 . � + 2 � )

4
� 2 L ( � + 2 � )2

� - V � M N W � ( # 0 	 � +
�
� 2)
O � O ( � )2 ?�� � .

ce qui tend bien vers 0 lorsque � tend vers h .

Pour montrer la surjectivité de � 1
0 ( , ) e � 3 1( , ), nous reprenons la preuve pré-

cédente et la proposition B.2 pour voir que
� 6Y3 1( , ) est + 2 cohomologue à une forme

ˆ� qui vérifie ˆ� = a � ? '
1� � S 2� ) sur chaque bout �

�
(chacun isométrique à R -(e � D - et

�
�

=
� U � sur ce bout). On choisit alors

� 6ba c0 (R) telle que
�

(� ) = �>. pour � � 3 �
�

( � ) = 0 . pour $�f 2 �;.
alors la forme ˆ� e � � a � ? '

1
( � ( � � ) � S 2 ) est une forme à support compact de carré intégrable,

et en tronquant de façon adéquate
�

, on montre facilement qu’elle est + 2 cohomologue à
ˆ� donc à

�
.

Nous pourrions conclure le calcul des nombres de Betti + 2 de ( ,7.10 ) en utili-
sant la dualité de Hodge-Poincaré, l’opérateur � réalise un isomorphisme entre 3b4 ( , )

et 3�- W 4 ( , ), on obtiendrait ainsi le théorème. Mais nous donnons ici une autre méthode
pour calculer le ( 
 e 1)-ième espace de + 2 cohomologie de ( ,7.10 ). Montrons d’abord que� - W 1

0 ( , ) e�� Ker
�
� 3Y- W 1( , ) est une surjection. Ceci est une conséquence de ce qui

a été fait précédemment, en effet soit
� 6 Ker

�
, alors selon B.3. sur chaque bout �

�
on a

�
= a � � ? ( � 2 W - ) + ? � .

et la constante a � se calcule par intégration sur � �
�

: a � = 
 � � � � , mais
� 6 Ker

�
, donc

ces constantes sont bien nulles et on conclut alors en reprenant la preuve de la surjectivité
de � 40 ( , ) e �$3�4 ( , ) lorsque 2 6 [2 . 
ge 2].
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Il reste à montrer que

�
: 3�- W 1( , ) e � � ( U � ) �� =1 6 R � . ���

=1
U � = 0 �

� �� ' 
 � � � � ) ��
=1
.

est surjective. Remarquons d’abord que l’on a bien
� � 3 - W 1( , ) � � � ( U � ) 6 R � . � U � =

0 � , puisque �� �
=1

M
�
� � � = M

���

�
= M
�
? � = 0 .

où d = , e �

�
�
�
. Pour montrer cette surjectivité, nous rappelons que selon Anderson,

nous savons compactifier conformément la métrique 0 par une métrique ¯0 =
�

2 0 telle que
( , . ¯0 ) soit une variété riemannienne compacte lisse. Nous notons

� K � la fonction de Green
de ( , . ¯0 ), de pôle G � , � K � résoud donc l’équation

D ¯� � K � ( U ) = A�K � ( U ) e 1

vol , ;

alors si U 1 . I>I IT. U ��6 R telle que
� U � = 0 la fonction

�
=
���
=1
U � � K � est harmonique sur

,�e � , ainsi la ( 
9e 1) forme � =
¯� �>? � est fermé et cofermé sur , e � , de plus 
 � � � � = U �

pour 1
X � X � , car

M
�
� � � = M

�
� � ¯��;? � = M

�
� � �

�

� 
 ? � = M � � D ¯� � = M � � � U � A�K�� = U � .
où 
 est la normale pointant vers G � pour la métrique ¯0 et où les dernières expressions sont à
prendre au sens des distributions. Il suffit maintenant de vérifier que � 6 + 2( 89- W 1 :=<>,7.F0 ),
or nous avons M � � O � O 2� ?�� � = M � � � - W 2 O � O 2¯� ? � ¯� .
mais O � O ¯���K � K � � ( 
 ) ¯? (G]. G � )1 W - et

�
(G ) �K � K � ¯? (G]. G � )2, ce qui montre que cette intégrale est

bien finie et ceci achève le calcul pour les variétés minimales de dimension 
 � 3.

Le calcul de la + 2-cohomologie des surfaces minimales à courbure totale finie est
lui beaucoup plus simple , en effet une telle surface est conformément équivalente à une

surface compacte , privée de � points , nous avons une application naturelle3 1( , ) e � 3 1( , )5 �� 59.
puisque en effet une 1 e forme + 2

¯� ¯0 -harmonique est aussi + 2� 0 -harmonique ; réciproque-

ment si 5�6(3 1( , ), 5 est bien une forme + 2
¯� harmonique sur , e � , il suffit de montrer

que la singularité de 5 en chaque G � est inessentielle, ceci est une conséquence du fait que5 est de carré ¯0 -intégrable. ��
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in Math ną 1244, Springer-Verlag, ���
��� .

[R1] J. ROE. — An index theorem on open manifolds I, II , J. Differential Geometry 27 ( ������� ), 87-
113,115-136.

[R2] J. ROE. — Coarse cohomology and index theory on complete Manifolds, Memoirs of the A.M.S.
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