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Mesures quasi-invariantes sur les groupes de difféomorphismes des variétés
riemanniennes

E.Shavgulidze

Résumé

Il s’agit de constructions des mesures de Borel quasi-invariantes

sur les groupes Diff
�

(
�

) de difféomorphismes des variétés riemaniennes
�

(par rapport à translation à gauche de sous-groupes Diff
�

+ � (
�

) ) et de séries

des représetations unitaires de groupes Diff
�

+ � (
�

).

Quasi-invariant measures on groups of diffeomorphisms of

riemannian manifolds

E.Shavgulidze

Abstract

One constructs quasi-invariant measures on groups Diff
�

(
�

) of diffeomorphisms
of riemannian manifold

�
(with respect to the left actions of subgroups Diff

�
+ � (

�
) ) and

series of unitary represetations of groups Diff
�

+ � (
�

).
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1. Sur les groupes Diff
�

(
�

) de difféomorphismes des variétés riemaniennes
�

on construit des mesures de Borel quasi-invariantes par rapport à translation à gauche de
sous-groupes Diff

�
+ � (

�
) ( ��� dim

�
+ 1). Ces mesures définissent les séries des re-

présetations unitaires de groupes Diff
�

+ � (
�

).

Sur les espaces de configuration ont considéré les mesures quasi-invariantes

A.M.Vershik, I.M.Gelfand, M.I.Graev [1], et dans le cas de cercles R.S.Ismagilov [2]. Sur
les groupes de difféomorphismes des domaines de R � on a étudié les analogues de ces me-
sures dans [3] et pour un cercle et un intervalle dans [4], [5], par M.P.Malliavin, P.Malliavin
[6], A.V.Kosyak [7], Yu.A.Neretin [8],[9].

Je suis reconnaissant P.Malliavin pour ses conseils précieux et je remercie aussi

A.Panchishkin et A.Kosyak pour les discussions utiles. Je voudrais remercier tous col-
légues de Laboratoire de Mathématiques associe au CNRS d’Institut J.Fourier de Grenoble
pour leur hospitalité qu’ils m’ont offré.

2. Soit ����� des domaines ouverts dans R 	 , 
 : ���
� un difféomorphisme de
classe � �

( ��� 1). Nous notons ��� (R 	���������� R 	�� R 	 ) l’espace de toutes les fonctions�
-lineaires de R 	���������� R 	 sur R 	 . On définit pour tout 2 �! �#" � ( �!$ 0) une

application %'& ( � ( � : �)�*� � (R 	 �+�����,� R 	 � R 	 )
par % & ( � ( � 
 ( - ) ( . 1 �/�������0.1� ) =

=
1�
!

2 3
�2 4
=1 5

476,8
9 (1) �����

6:8
9 ( ; )(( 
=< ( - )) > 1

6,8
9 ( ; +1) �����

6:8
9 ( ? ) 
 ( - )) (1)

(dans la première somme @ parcourt toutes les permutations de A 1 �B������� �DC �. 1 �/�������0.1��E R 	,�1-FE+� ) où ( 
 < ( - )) > 1 est le operateur inverse de la dérivée de Fréchet de
la fonction 
 au point - ,

6G8
est la dérivée à direction .HE R 	

(

6,8

 ( - ) = limI7J

0

1K
[ 
 ( - +

K . ) L�
 ( - )]) et 5 1 �/������� 5 � est une solution du système d’équations

linéaires:
�2 4
=1 5

4
= 1

�2 4
=1

�NM >:O� >
4 � O

4
5
4

= 0 (2)

(0
"�P  +QR� 1

" Q " � )

( � O4 =

4
!O !(

4
>:O )! si 0

"�PS"UT
et � O4 = 0 si

P � T ).
Ce système (2) a une solution unique [3].
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Proposition 1. Si � : �)��� est un difféomorphisme de classe � �
+ �

alors
% & ( � ( � ���N
UL % & ( � ( � 
 est une application de classe � �

+ � > � .
Pour tous les . 1 �/�������0. � E R 	 on a2 3
6,8
9 (1) �����

6,8
9 ( ; )((( ���N
 ) < ( - )) > 1

6,8
9 ( ; +1) �����

6:8
9 ( ? ) ���N
 ( - )) =

=
2 3

6 8
9 (1) �����

6 8
9 ( ; )(( 
 < ( - )) > 1

6 8
9 ( ; +1) �����

6 8
9 ( ? ) 
 ( - )) +

+
2 3

�2
M =1

min (

4
( � > M )2
O =0

��M� >
4 � O4

6,8
9 (1) �����

6,8
9 ( � )[(( ���N
 ) < ( - )) > 1

6,8
9 ( � +1) �����

6,8
9 ( � + � ) ��<	�N
 ( - ))] �

�
6 8
9 ( � + � +1) �����

6 8
9 ( ? ) 
 ( - )) + 


4
( - )

où 

4

est une application de classe � �
+ � > � .

En appliquant (1),(2) on obtient% & ( � ( � ���N
 ( - ) ( . 1 �B������� .=� ) =

=
1�
!

2 3
�2 4
=1 5

4 6 8
9 (1) �����

6 8
9 ( ; )(( 
 < ( - )) > 1

6 8
9 ( ; +1) �����

6 8
9 ( ? ) 
 ( - )) (1) +

+
1�
!

2 3
�2
M =1

(
�2 4
=O �NM >:O� >

4 � O4 5
4
) �

�
6:8
9 (1) �����

6,8
9 ( � )[(( ���N
 ) < ( - )) > 1

6,8
9 ( � +1) �����

6,8
9 ( � ) ��<	�N
 ( - ))]

6,8
9 ( � +1) �����

6:8
9 ( ? ) 
 ( - )) =

=
% & ( � ( � 
 ( - ) ( . 1 �/�������0. � ) +

�2 4
=1



4
( - )

3. Soit
�

une variété riemanienne compacte connexe de dimension � de classe �
� .

Nous notons pour ��� 0 Diff
�

(
�

) le groupe des difféomorphismes de classe � �

de la variété
�

homotopes à l’identité.

Soit � � ( � �
) l’espace de Banach de tous les champs de vecteurs tangents (de la

variété
�

) de classe � � ( ��$ 0) et � � = � ( � � +2( � �
)) le sous-espace de � � ( � �

), où
� est l’operateur de Laplace-Beltrami sur

�
. On munit � 0( � �

) du produit scalaire ( ���/� )
défini par la métrique riemannienne sur

�
. � � est la projection orthogonale

de � �

( � �
) ( ��� 0( � �

)) sur � � par rapport au produit scalaire.

Il existe des domaines � 1 �B������� � � ( �
4
� R 	 ) ��� 1 �/��������� � ( �

4
� �

), des difféomor-
phismes �

4
: �
4
� �

4
de classe ��� et des fonctions �

4
:

� � R de classe ��� telles

que supp �
4
���

4
���
4
( - ) $ 0 pour tout

T
(0
" T " � ) �1-+E �

et � �4 =1 �
4
( - ) = 1 pour

tout -HE �
(( �
4
���
4
) est un atlas de

�
, �
4

est une partion de l’unité sur
�

).
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On définit pour tout 2
�  � une application

%
0 : Diff

�

(
�

) � � � > 2 � par%
0 ( � ( � 
 ( - ) =

=
	2 4

1=1

����� 	2 4 ? =1

�2 4
=1

�2
O =1

� � > 2 � � O ( 
�> 1( - )) �
4
( - ) �

� % & ; ����� 1 (

&
� ) ( 2 � ( � ( � > 1O �N
 � �

4
) ( � > 1

4
( - )) ( .

4
(
4

1 �0.
4
(
4

1 �0.
4
(
4

2 �0.
4
(
4

2 �/�������0.
4
(
4
? �0.
4
(
4
? ) (3)

où � <
4
( � > 1

4
( - ) �0.

4
( 1) ��� <

4
( � > 1

4
( - ) �0.

4
( 2) �/��������� <

4
( � > 1

4
( - ) � .

4
( 	 ) est un système orthonormal

dans ��� �
( - E �

).

Proposition 2. Si 
 est un difféomorphisme de classe Diff
�

(
�

) et

� est un difféomorphisme de classe Diff
�

+ � (
�

)

alors
%

0 ( � ( � ���N
UL % 0 ( � ( � 
 est un vecteur d’espace � �
+ � > 2 � .

Cette proposition est la suite de la proposition 1 et de (3).

Soit � $ 2
�

et
� � � � � + 1, � est la mesure de Lebesgue sur

�
, 	 0 est une

mesure de Gauss sur � � > � défini par transformation de Fourier


 > 1
2 ( � �
� � 2 ? + � +1

2 � ( � ��� � 2 ? + � +1
2 � ) (� E � � > 2 � ); % : Diff

�

(
�

) � � � > 2 � � �

une application définie par
%

( 
 ) = (
%

0 ( � ( � 
 �0
 ( - 0)), ou - 0 est un point fixé de
�

.

Nous pouvons définir une mesure 	 de Borel sur Diff
�

(
�

) par l’application
%

et
la mesure 	 0 � � .

Pour tout difféomorphisme 
�E Diff
�

(
�

) il existe des domaines ouverts

� � Diff
�

(
�

) � � � � � > 2 � � � � � � R 	 �
un isomorphisme topologique � : � � � telles que


HE ��� % ( � ) ��� � � (
%

( � )) � ��� ( � � > 2 � � (R 	 0 � 0))

et l’ensemble � (
%

( � )) est ouvert dans la sous-variété ��� ( � � > 2 ��� (R 	 0 � 0)),

ou � 0 = codim � � > 2 � par rapport à � � > 2 � ( � �
).

Soit � 	 une mesure de Lebesgue sur R 	 , � 	 0 est une mesure de Lebesgue sur R 	 0 � 0,
( 	 0 � � 	 ) � la restriction de 	 0 � � 	 sur � , ( 	 0 � � 	 0 ) � la restriction de 	 0 � � 	 0 sur � ,
( 	 0 � � ) � ��� > 1 l’image de la mesure ( 	 0 � � ) � sur � par rapport à l’application � > 1,� ( - ) = 	 ( � 0 ����� ) �	 ( � 0 ��� )  "!$# � 1 ( - ) pour tout -�E � . Pour tous les ensembles de Borel % �)� on
définie

	 ( % ) =
&
# ( ' ( ( ))

� ( - ) ( 	 0 � � 	 0 ) ( � - )

En utilisant l’additivité on obtient la mesure de Borel 	 sur Diff
�

(
�

).
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Théorème 1. La mesure 	 est quasi-invariante par rapport à translation à gauche
de sous-groupes Diff

�
+ � (

�
).

Ce théorème est corollaire de proposition 2.

Remarques 1. La mesure 	 dépend du choix de l’atlas de
�

et de la partition de
l’unité sur

�
. La mesure 	 n’est pas quasi-invariante par rapport à translation à gauche

de tout difféomorphisme �+E Diff
�

+ � (
�

) tel que � � � ( � ) ���� 1 ( � � ( � ) est l’application
linéaire tangente á � au point - E �

).

4. Soit � = � 2(
� � 	 ) (l’espace de toutes fonction complexes intégrable en carré

et presque partout définies) l’espace de Hilbert, ��� : Diff
�

(
�

) � Diff
�

(
�

)

( � E Diff
�

+ � (
�

)) l’application définie par � � ( 
 ) : = � > 1 �N
 ( � E Diff
�

+ � (
�

)),

	 � ( % ) = 	 ( � � ( % )) pour tout ensemble de Borel % � Diff
�

(
�

),

� ( 
 ) =
��	��
��	 ( 
 ) =

= exp A 1
2

( �
� � 2 ? + � +1

2

%
0 ( � ( � 
 ��� � � 2 ? + � +1

2

%
0 ( � ( � 
 ) L

1
2

( �
� � 2 ? + � +1

2

%
0 ( � ( � � > 1 �N
 ��� � � 2 ? + � +1

2

%
0 ( � ( � � > 1 ��
 )

C
( 
�E Diff

�

(
�

)) �
On définit une série de représentations unitaires du groupe Diff

�
+ � (

�
) sur �

paramétrisées par 	 E R: �
��� ( 
 ) = ( � ( 
 ))
1
2 +

4

 � ( � > 1 �N
 )

( � E �F� � E Diff
�

+ � (
�

)).

5. On note � 2 = R2 � Z2 le tore de dimension 2.

Soit� 0( � 2 � R2) = A�� E#� ( � 2 � R2) : � 1
0 � ( - 1 �0- 2) �,- 1 = (0 � 0) ��� 1

0 � ( - 1 �0- 2) �,- 2 = (0 � 0)
C
,

� : � ( � 2 � R2) ��� 0( � 2 � R2)) la projection orthogonale par rapport

au produit scalaire de � 2( � 2 � R2).

On définit une application� 1 : Diff 4( � 2) �*� 0( � 2 � R2)

par � 1 
 ( - ) = � [ L 3( 
 < ( - )) > 1 � 2 
 ( - ) +

+
2
3

2 3
22 4

1=1

22 4
2=1

22 4
3=1

22 4
4=1

�
4

1 (
4

2

�
4

3 (
4

4

6
� ; 9 (1)

(( 
 < ( - )) > 1

6
� ; 9 (2)

6
� ; 9 (3)

6
� ; 9 (4)


 ( - ))]
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(dans la première somme @ parcourt toutes les permutations de A 1 � 2 C )
où 
 1 � 
 2 E R2 � 
 1 = (1 � 0) � 
 2 = (0 � 1) �:- E � 2, ( 
 < ( - )) > 1 est le operateur inverse de la
dérivée de Fréchet de la fonction 
 au point - (( 
 < ( - )) > 1 : R2 � R2),

�
4
(
4

= 0 � si
T �= P et�

4
( O = 1 si

T
=
P
.

Soit � 1 est la mesure de Haar sur � 2, 	 1 est une mesure de Gauss sur � 0( � 2 � R2)
défini par transformation de Fourier exp A 1

2 � 1
0 � 1

0 ( � ( - 1 � - 2) � � > 1 � ( - 1 �0- 2))R2 �,- 1 �,- 2
C

(� E#� 0( � 2 � R2)); � 2 : Diff 4( � 2) �*� 0( � 2 � R2) ��� 2 une application définie

par � 2( 
 ) = ( � 1( 
 ) �0
 (0 � 0)) ( (0 � 0) E � 2).

Nous pouvons définir une mesure 	 2 de Borel sur Diff 4( � 2) par l’application � 2

et

la mesure 	 1 � � 1.

Pour tout difféomorphisme 
�E Diff 4( � 2) il existe des domaines ouverts� � Diff 4( � 2) � � ��� 0( � 2 � R2) ��� 2 � telles que 
HE � � et � 2 : �)��� est

l’isomorphisme topologique. Pour tous les ensembles de Borel % ��� on définie

	 2( % ) = 	 1 � � 1( � ( % )) � En utilisant l’additivité on obtient

la mesure de Borel 	 2 sur Diff 4( � 2).

Théorème 2. La mesure 	 2 est quasi-invariantepar rapport à translation à gauche
de sous-groupes Diff 8( � 2).

Soit 	 2 ( � ( % ) = 	 2( � � ( % )) pour tout ensemble de Borel % � Diff 4( � 2)

( � E Diff 8( � 2)),

�
1( 
 ) =

��	 2 ( �
��	 2

( 
 ) =

= exp A L 1
2

[
& 1

0

& 1

0
( � 2( 
 )( - 1 �0- 2) ��� � 2( 
 )( - 1 �0- 2))R2 �:- 1 �,- 2 L

L & 1

0

& 1

0
( � 2( � > 1 �N
 )( - 1 � - 2) ��� � 2( � > 1 �N
 )( - 1 �0- 2))R2 �,- 1 �,- 2]

C
( 
FE Diff 4( � 2)) �

Remarques 2. On définit par la mesure 	 2 une série de représentations unitaires du
groupe Diff 8( � 2) sur � 2(Diff 4( � 2) � 	 2)

paramétrisées par 	 E R:

�
��� ( 
 ) = ( � 1( 
 ))
1
2 +

4

 � ( � > 1 �N
 )

( � E � 2(Diff 4( � 2) � 	 2) � � E Diff 8( � 2)).
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6. Soit
�

: � ( � 2 � R2) �*� ( � 2 � R2) un operateur lineaire tel que pour tout


 ( - 1 �0- 2) =
+ �2

�
1= > �

+ �2
�

2= > �
� �

1 ( � 2


4
(

�
1 � 1+

�
2 � 2) ( 
�E#� ( � 2 � R2) � � �

1 ( � 2 E R2)

(
� 
 )( - 1 � - 2) =

+ �2
�

1= > �
+ �2

�
2= > �

1
( � 2

1 + � 2
2 + 1)

� �
1 ( � 2



4
(

�
1 � 1+

�
2 � 2) �

Nous notons � 1 le complètement de � ( � 2 � R2) par la norme �/
�� 1 = � ( � 
 )( - ) � R2

( 
�E � ( � 2 � R2)) �
Soit � 1 : � 1 � � 1 le prolongement continuous de � , � 2 = � 1( � 1),

� = A�� E � 2( � 2 � R2) : � 1
0 � ( - 1 � - 2) �,- 1 = (0 � 0) � � 1

0 � ( - 1 � - 2) �:- 2 = (0 � 0)
C
,

On définit une application

� 3 : Diff 2( � 2) � � 2

par

� 3 
 ( - ) = � 1 [ � Det ( 
=< ( - )) � 1
2 � 2 
 ( - ) L

L 1
2

2 3
22 4

1=1

22 4
2=1

22 4
3=1

22 4
4=1

�
4

1 (
4

2

�
4

3 (
4

4

6 8
; 9 (1) � ; 9 (2)

(( 
 < ( - )) > 1

6 8
; 9 (3)

6 8
; 9 (4)

 ( - ))]

(dans la première somme @ parcourt toutes les permutations de A 1 � 2 C ��-�E�� 2)

où . 1 = ( 
 < ( - )) > 1 

1, . 2 = ( 
 < ( - )) > 1 


2, .
4
( O = ( 
 < ( - )) > 1

6,8
;
6:8
� 
 ( - ),

Soit 	 3 est une mesure de Gauss sur � 2 défini par la mesure cylindrique canonique
de Gauss sur � ;� 4 : Diff 2( � 2) � � 2 ��� 2 une application définie

par � 4( 
 ) = ( � 3( 
 ) �0
 (0 � 0)) ( (0 � 0) E � 2).

Nous pouvons définir une mesure 	 2 de Borel sur Diff 2( � 2) par l’application � 4

et la mesure 	 3 � � 1.

Pour tout difféomorphisme 
�E Diff 2( � 2) il existe des domaines ouverts� � Diff 2( � 2) � � � � 2 ��� 2 � telles que 
FE ��� et � 4 : �)��� est

l’isomorphisme topologique. Pour tous les ensembles de Borel % ��� on définie

	 4( % ) = 	 3 � � 1( � ( % )) � En utilisant l’additivité on obtient

la mesure de Borel 	 4 sur Diff 2( � 2).

Théorème 3. La mesure 	 4 est quasi-invariante par rapport à translation à droite
de sous-groupes Diff 6( � 2).
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Soit � � ( 
 ) = 
�� � , 	 4 ( � ( % ) = 	 4( � � ( % )) pour tout ensemble de Borel % �
Diff 2( � 2)

( � E Diff 6( � 2)),

�
2( 
 ) =

��	 4 ( �
� 	 4

( 
 ) =

= exp A L 1
2

[
& 1

0

& 1

0
( � 4( 
 )( - 1 �0- 2) �0� 4( 
 )( - 1 �0- 2))R2 �,- 1 �,- 2 L

L & 1

0

& 1

0
( � 4( 
�� � )( - 1 �0- 2) � � 4( 
 � � )( - 1 � - 2))R2 �,- 1 �,- 2]

C
( 
HE Diff 2( � 2)) �

Remarques 3. On définit par la mesure 	 4 une série de représentations unitaires du
groupe Diff 6( � 2) sur � 2(Diff 2( � 2) � 	 4)

paramétrisées par 	 E R:

� � � ( 
 ) = ( � 2( 
 ))
1
2 +

4

 � ( 
�� � )

( � E � 2(Diff 2( � 2) � 	 4) � � E Diff 6( � 2)).
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