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Résumé
Il S agit de constructions des mesures de Borel quasi-invariantes
sur les groupes Diff * (A1) de difféomorphismes des variétés riemaniennes M

(par rapport a trand ation & gauche de sous-groupes Diff #*™ (A1) ) et de séries

des représetations unitaires de groupes Diff #*7 (A1).
Quasi-invariant measures on groups of diffeomor phisms of
riemannian manifolds

E.Shavgulidze

Abstract

One constructs quasi-invariant measures on groups Diff * (A7) of diffeomorphisms
of riemannian manifold M (withrespect totheleft actionsof subgroupsDiff **™ (M) ) and
series of unitary represetations of groups Diff **™ (M).



1. Sur les groupes Diff * (M) de diffeomorphismes des variétés riemaniennes M
on construit des mesures de Borel quasi-invariantes par rapport a translation a gauche de
sous-groupes Diff #*™ (A1) (m > dim M + 1). Ces mesures définissent les séries des re-
présetations unitaires de groupes Diff **™ (M).

Sur |es espaces de configuration ont consi déré les mesures quasi-invariantes

A.M.Vershik, |.M.Gelfand, M.I.Graev [1], et dansle cas de cercles R.S.Ismagilov [2]. Sur
les groupes de difféomorphismes des domainesde R™ on aétudiéles anal ogues de ces me-
suresdans[3] et pour uncercleet unintervalledans[4],[5], par M.PMalliavin, PMalliavin
[6], A.V.Kosyak [7], Yu.A.Neretin [8],[9].

Je suis reconnaissant PMalliavin pour ses conseils précieux et je remercie aussi

A.Panchishkin et A.Kosyak pour les discussions utiles. Je voudrais remercier tous col-
légues de L aboratoire de Mathématiques associe au CNRSd' I nstitut J.Fourier de Grenoble
pour leur hospitaitéqu’ilsm’ ont offré.

2. Soit U, V' des domaines ouvertsdans R, f : U — V un difféomorphisme de
classe C* (k > 1). Nous notons B;(R? x ... x R% R%) |’ espace de toutes les fonctions
I-linediresde R? x ... x R? sur R, On définit pour tout 2m < I < k(m > 0) une
application

Avim @ U = Bi(R? x ... x R4 RY)

par
Avmf (@) (b, ..., l) =

1 m
= 522 2 @0y Oy (7D Dy Oy ) ()
’ i=1

g

(dans la premiére somme o parcourt toutes les permutationsde {1, ..., [},

hi,....,hy €RY z € U)ol (f(x))~* est le operateur inverse de la dérivée de Fréchet de
lafonction f au point z, 9, est ladérivée adirectionh € R?

Onf(x) = tlirra%[f(mﬂh)—f(m)])etal, ..., 0y, €t Une solution du systéme d’ équations
—

linGaires:
m
S =1
=1

Y i ciai =0 (2
=1
0<j<p 1<p<m)
(C) = A -s0<j<ietC! =0sj>i).
i J1E=5)! v

Ce systéme (2) aune solution unique[3].
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Proposition 1. S ¢ : V — W est un diffeomorphisme de classe C**™
alors Ay mp o f — Avumf st uneapplication de classe C**m=!,

Pour tousleshq, ..., h; € R?ona

Z 81‘!:,—(1)"'8’15(1)(((90 © f)/('r))_laha(iu)"-8hg(z)§0 © f(.E)) =

=" Ohogy - Onoiey (F @)™ Onpian - Onoy f (@) +

m  min(i,m—p)

DI Ol O Oy Oy [0 © 1) (@) Onsiey Oy’ © F @)%

o p=1  j=0
X Ohyipejeny - O f(2)) + bi(2)
ol b; est une application de classe C*+m !,
En appliquant (1),(2) on obtient
Avim@ o £ (x) (b1, ..., hy) =

1 m
= 720 D @i0ho Oy (I @) Oy O (@) (1) +
’ i=1

g

= SO G G ax

o p=l i

X aha(l)"'aha(j)[((go o f)l(x))_laha(ju) "'aha'(p)sol ° f(m))]aha(p+l)"'aha(l)f('r)) =

= AU,l,mf(I) (hl, ceey h[) + Z bZ(I)
=1

3. Soit M unevariété riemani enne compacte connexe dedimension d declasse C°°.

Nous notons pour £ > 0 Diff * (M) le groupe des difféomorphismes de classe C*
de lavariété M homotopesal’identité.

Soit C"(T'M) I’ espace de Banach de tous les champs de vecteurs tangents (de la
variéte M) declasse C™ (n > 0) et H,, = A(C™*3(T'M)) le sous-espace de C™(T'M), ol
A est |’ operateur de Laplace-Beltrami sur M. On munit CO(T'M) du produit scalaire (., .)
défini par lamétrique riemannienne sur M. P, est laprojection orthogonae
de C*(T'M) (C COT M)) sur Hy, par rapport au produit scalaire.

Il existe des domaines Uy, ..., U, (U; C RY), Vi, ..., V,, (Vi C M), des difféomor-
phismes; : U; — V; declasse C™ et desfonctionsg; : M — R declasse C telles

quesuppo; C V;, oi(z) > Opourtouti(0 < i < n),z € Metd i o/(z) = 1pour
toutz € M ((V;, ¢;) estunatlasde M, g; est une partionde |’ unitésur ).
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On définit pour tout 21 < & une application Ag : Diff ¥(M) — Hy_y par
Aom f(x) =

d d n n
= Z E Z Z Pi_a1 0 (f 1)) 0i(z) x

i1=1 7=l =1 ;=1
X Aving_y@),2m @5 o F o) @7 @) (hi iy, i iy, hiig, hiigy ooy iy, hi i) (3)
oU (7 M=), hi 1), V(7 (=), hi ), ..., YU (), hi 4) €8t un systéme orthonormal
dans T, M (x € M).

Proposition 2. S f est un difféomorphisme de classe Diff * (M) et
¢ est un difféomorphisme de classe Diff ¥+ (A1)
alorsAg;mpo f — Aoy mf estunvecteur d espace Hy+m—2.

Cette proposition est la suite de la proposition 1 et de (3).

Soitk > 2 etl > m > d+1, ) est lamesure de Lebesgue sur M, po est une
mesure de Gauss sur Hy, _; défini par transformation de Fourier

_ k—2i+d+1 _ k=2i+d+1
2

-l GA 7 0 (¢ € Hy_a), A:Diff*(M) = Hp_o x M

e 2
une application définie par A(f) = (Ao:,m f, f(20)), OU o est un point fixé de M.

Nous pouvons définir une mesure . de Borel sur Diff * (M) par I application A et
lamesure o ® A.

Pour tout difféomorphisme f € Diff * (M) il existe des domaines ouverts
U C Diff*(M), V C Hp_z x M, W C R?,
un isomorphismetopologique B : V — W tellesque
feU AWU)CV, BUAWU)) C W (Hr_z x (R® x 0))
et I’ ensemble B(A(U))) est ouvert dans lasous-variete W N (Hx_z x (R% x 0)),
ou dg = codim Hy,_y par rapport aC*~2(T'M).

Soit A4 unemesure de L ebesgue sur R?, )\ 4, est une mesure de L ebesgue sur R% x 0,
(0 ® Ag)v larestrictionde po ® Ag sur 'V, (po ® Ag,)w larestrictionde po @ Ag, sur W,
(1o ® M)y o B~ I'image delamesure (10 ® A)y sur W par rapport al’ application B2,
n(w) = FELeSAdn . (z) pour tout = € V. Pour tous les ensembles deBorel X C I/ on
définie
b0 = [ ) 0 ) (@)
B(A(X))

En utilisant I’ additivité on obtient lamesure de Borel ;« sur Diff *(A1).
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Théoreme 1. Lamesure i est quasi-invariantepar rapport a translation a gauche
de sous-groupes Diff ¥+ (A1).

Ce théoréme est corollaire de proposition 2.
Remarques 1. La mesure p dépend du choix del’ atlas de M et dela partition de
I"unité sur M. Lamesure u n'est pas quasi-invariante par rapport a trandation a gauche

de tout diffeomorphisme ¢ € Diff **™ (M) tel que ||T:(¢)|| Z 1 (T:(p) est I’ application
linéairetangente & au pointz € M).

4. Soit H = Lp(M, u) (I' espace de toutes fonction complexes intégrable en carré
et presgue partout définies) I’ espace de Hilbert, L, : Diff (M) — Diff * (M)
(¢ € Diff*m (A1) I’ application définie par L, (f) 1= ¢~ 1o f (¢ € Diff ™ (M),
pe(X) = p(Ly (X)) pour tout ensemble de Borel X C Diff * (M),

o(f) = %(f) g

k— 21+d+1 k— 21+d+1

—exp{ (A AOlmfA AOlmf)_

k— 21+d+1 k— 21+d+1

_(A AOlmQD OfA AOlmQD Of)}
(f € Diff* (M)).

On définit une série de représentations unitaires du groupe Diff #*7 (M) sur H
paramétrisées par s € R:

U,F(f) = (p(f) T F(p~to f)
(F € H, ¢ € Diff**™(a)).

5.0nnote7? = R?/Z? |letore de dimension 2.

Soit
Co(TLR) = {g € C(TLRY: [ g(x1,25) dw1 = (0,0), [ g(z1,z2)dz2 = (0,0)},
P : C(T? R? — Co(T?,R?)) laprojection orthogonal e par rapport
au produit scalaire de L,(72, R?).

On définit une application

1 @ Diff{(T?) = Co(T?, R?)
par
Bif (x) = P[=3(f'(2)) 'A% f(x) +

2 2 2 2 2
32202 D > Fuibigiale, o (F@) T e Oy Oe F@))]

o 41=1 =1 i3=1 i4=1



(dans la premiére somme o parcourt toutes les permutations de {1, 2})

olle, ez € R? e1 = (1,0), e2 = (0,1), z € T2, (f'(x))~* est le operateur inverse de la
dérivée de Fréchet delafonction f au point z ((f/(z))~! : R? = R?),8;; =0,sii #j e
52’,]’ =1lsi= _]

Soit A1 est lamesure de Haar sur 72, i1 est une mesure de Gauss sur Co(72, R?)
défini par transformation de Fourier exp { 3 fol fol (g(x1, 22), A" Yg(x1, x2))re dr1dxo)}

(g € Co(T?,R?); By : Diff T?) — Co(T?, R?) x T2 une application définie
par Bz(f) = (Ba(f), £(0,0)) ((0,0) € T?).

Nous pouvons définir une mesure p, de Borel sur Diff 4(7°2) par I’ application B,
et

lamesure p11 ® Az.

Pour tout difféomorphisme f € Diff 4(7?) il existe des domaines ouverts
U C Diff {(T?), V C Co(T? R?) x T2, tellesque f € U, et By : V — W est
I"isomorphisme topol ogique. Pour tous les ensembles de Borel X C U on définie
u2(X) = p1 @ A1(B(X)). En utilisant I’ additivitéon obtient

lamesure de Borel i, sur Diff 4(72).

Théoreme2. La mesure p, est quasi-invariantepar rapport a translationa gauche
de sous-groupes Diff 8(7?2).

Soit 12, ,(X) = pa(L,(X)) pour tout ensemble de Borel X C Diff 4(T2)
(¢ € Diff8(7?)),
d
pa(f) = F22(p) =
K2

1 ,1
= ep{-51[ [ (Balf)os, 22 ABalf)on, 2 drsdra

1 1

- / / (Bale o )1, 22), ABalp o f)(e1, 22 dasdra]}
0 0

(f € Diff4(T?).

Remarques 2. On définit par lamesure p, une série de représentationsunitairesdu
groupe Diff 8(72) sur L(Diff 4(72), uo)
paramétrisées par s € R:
UoF(f) = (p(f DT Fp™ o f)
(F € Ly(Diff4(T?), o), ¢ € Diff8(7T?)).



6. Soit S : C(7?,R?) — C(T?, R?) un operateur linesire tel que pour tout
+oo +oo

f(l‘l, IZ) = Z Z Aky, ko ei(k1£1+k21‘2) (f € C(T27 R2)1 Aky,k, € RZ)

k:l:— [ee] k:g:— [ee]

+00 +00 1

(Sf)(;pl’;pz) = Z Z W ey ko 6i(k1£‘1+k21‘2).

k1=—o0 ky=— o0

Nous notons H; le complétement de C'(72, R?) par lanorme || f[|1 = ||(S£)(z)||r
(f € C(T?% R?).

Soit P; : H; — H; leprolongement continuousde P, H, = P1(H3y),
H={g€ T2 R [ g(x1,x2)dx1=(0,0), [y g(x1,2)das=(0,0)},

On définit une application

Bs : Diff3(T?) — H,

par

Bsf (z) = Py[|Det(f'(2))|* A%f(z) -

1 2 2 2 2

-5 Z 2; Zl 2; 2; 8ir,iz0ia,iaOhs gy 1 (' @) Tn,_ On,_p F(@))]
(dans la premiére somme o parcourt toutes les permutationsde {1, 2}, = € T?)
ol hy = (f'(x))~te, ha = (f'())tez, hij = (f' () O, 0n, (),

Soit u3 est une mesure de Gauss sur H défini par lamesure cylindrique canonique
de Gausssur H;

By : Diff2(T?) — H, x T2 une application définie
par Ba(f) = (Ba(f), £(0,0)) ((0,0) € T?).

Nous pouvons définir une mesure p, de Borel sur Diff 2(7°2) par I’ application By
et lamesure pz ® Az.

Pour tout difféomorphisme f € Diff 2(7?) il existe des domaines ouverts
U CDIiffA(T?), V C Hy x T?, tellesquef €U, et By : V = W et
I"isomorphisme topol ogique. Pour tous les ensembles de Borel X C U on définie
1a(X) = pz @ A1(B(X)). En utilisant I’ additivitéon obtient
lamesure de Borel 14 sur Diff 2(72).

Théoreme 3. La mesure y14 est quasi-invariante par rapport a translationa droite
de sous-groupes Diff 6(72).



Soit Ry(f) = f o, pao(X) = pa(R,(X)) pour tout ensemble de Bord X C
Diff 2(72)

(¢ € Diff5(T?)),
_ dpa, _
) = B2 =
1 1
= op(-31[ [ (Balhas.22). Balf)os, 2 drsdoa

1 1

_ / / (Balf o 9)(z1, 22), Balf © 91, 22 dardza]}
0 0

(f € Diff 2(TZ)).

Remarques 3. On définit par lamesure y4 une série de représentations unitairesdu
groupe Diff 8(72) sur L(Diff 2(72), j14)
paramétrisées par s € R:
UoF(f) = (p2D)FF(f o p)
(F € La(Diff 2(T?), pa), ¢ € Diff&(T?)).
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