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L’objet de cet article est d’essayer de caractériser géométriquement les ouverts du bord
d’un domaine strictement pseudoconvexe relativement compact d’une variété de Stein sur
lesquels on peut résoudre I’équation de Cauchy-Riemann tangentielle en tout bidegré.

Soient €2 un domaine relativement compact, & bord C*° d’une variété de Stein X de
dimension n, n > 2, et w un ouvert connexe de 0f) & bord lisse défini par

w={z€ 90| Rep(z) < 0},

oil ¢ est une fonction holomorphe sur X. On pose E(w) = QN {z € X | Rep < 0}. Il est
alors bien connu que toute fonction CR continue sur w s’étend en une fonction continue sur
E(w) et holomorphe dans E(w) \ w. Ce résultat est démontré dans [13], lorsque X = C",
et dans [7] pour une variété de Stein quelconque. Par ailleurs si on considére la résolution
de I’équation de Cauchy-Riemann tangentielle sur w pour les formes différentielles CR de
classe C* de bidegré (0,q), 1 < ¢ < n — 2, on sait, d’aprés [16], qu’on peut résoudre sans
restreindre le domaine, c’est-a-dire qu’il existe une solution définie sur w tout entier dans
la situation géométrique décrite ici, si 2 est strictement pseudoconvexe.

Il est alors naturel de s’intéresser au probléme suivant : est-il nécessaire et suffi-
sant pour pouvoir résoudre 1’équation de Cauchy-Riemann tangentielle en bidegré (0, q),
1 < ¢ <n—2, sur un domaine w du bord d’un ouvert strictement pseudoconvexe €2, & bord
lisse d’une variété de Stein X, et pour que toute fonction CR continue sur w s’étende holo-
morphiquement & un domaine pseudoconvexe contenu dans €2, que le bord de w soit contenu
dans un ensemble Levi-plat en un sens assez général ? La condition de pseudoconvexité sur
w est justifiée par ’absence de Lemme de Poincaré pour 'opérateur de Cauchy-Riemann
tangentiel sans hypothése sur la forme de Levi.

Si X est de dimension 2 et () strictement pseudoconvexe, toute fonction continue sur
un domaine w de 0f2 s’étend holomorphiquement & un ouvert pseudoconvexe de {2 et le
bord de w est toujours contenu dans un sous ensemble H d’intérieur vide de €, Levi-plat
au sens suivant : Q \ H est réunion de domaines pseudoconvexes. En effet, on sait que
si ) est un domaine relativement compact, & bord C>° d’une variété de Stein X et w un
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ouvert connexe de 0f2, toute fonction CR continue sur w s’étend holomorphiquement & €
privé de l’enveloppe holomorphiquement convexe de 9Q\w (cf. [7]). Par ailleurs un résultat
de Slodkovski [17] affirme que si X est de dimension 2 et 2 strictement pseudoconvexe,

Q privé de l'enveloppe holomorphiquement convexe 92\ w de 092 \ w est pseudoconvexe.
L’ensemble H cherché est alors le bord de ’enveloppe holomorphiquement convexe de

0\ w privée de 09 \ W, car l'intérieur 02 \ w est pseudoconvexe [14].

Si X est de dimension n, n > 3, nous nous plagons dans la situation géométrique
suivante : {2 est un domaine relativement compact, strictement pseudoconvexe, a bord C*°
de X, w un ouvert connexe de 0f) tel que @ # 0N et K un compact de Q d’intérieur non
vide tel que 02\ K = w et Q \ K est pseudoconvexe.

Nous considérons les hypothéses analytiques suivantes :

(A1) Toute fonction CR continue sur w s’étend en une fonction continue sur F(w) = Q\ K
et holomorphe dans F(w) \ w;

(A2) Pour tout entier ¢, 1 < g < n— 3, et toute (0, q)-forme différentielle f de classe C*°,
CR sur w, il existe une (0,¢ — 1)-forme différentielle u de classe C*° sur w telle que
Opu = f sur w;

(A3) Pour toute (0,n — 2)-forme différentielle f de classe C*°, CR sur w, qui vérifie
[, f N =0, pour toute (n,1)-forme différentielle ¢ O-fermée sur X \ K, telle que
suppy Nw soit compact, il existe une (0,n — 3)-forme différentielle u de classe C™
sur w telle que dyu = f sur w.

La condition (él) signiﬁe que 'enveloppe essentielle d’holomorphie de w est le sous-
ensemble F(w) = Q\ K de Q; elle est donc plongée dans X. D’apreés [7], elle implique que
K est contenu dans ’enveloppe holomorphiquement convexe 92\ w de 92 \ w.

Nous prouvons dans cet article (cf. Théoréme 2.3) que, sous les hypothéses (A1), (A2) et
(A3), 'intérieur du compact K est pseudoconvexe et que le bord de w est donc contenu dans
un ensemble H C 0K Levi-plat au sens ou 2\ H est réunion de domaines pseudoconvexes.
Réciproquement, si de plus K est un compact holomorphiquement convexe, les hypothéses
analytiques (A1), (A2) et (A3) sont satisfaites.

L’article est organisé comme suit. Dans une premiére partie nous prouvons que les hy-
pothéses d’extension des fonctions C'R et de résolubilité de I’équation de Cauchy-Riemann
tangentielle sont équivalentes & des conditions d’annulation et de séparation pour la co-
homologie de Dolbeault de 'ouvert X \ K et du compact K. Ces conditions étendent les
caractérisations cohomologiques données par Lupacciolu dans [12] (voir aussi [2]) sous la
seule hypothése (A1). Dans la seconde partie nous prouvons que si le compact K satifait les
conditions d’annulation de la cohomologie de Dolbeault obtenues dans la premiére partie

o
alors K est pseudoconvexe.

L’auteur a débuté ce travail lors de son séjour a 1’Université de 1’état de Washington
a Seattle en mai 2003. Il voudrait remercier ici E.L. Stout pour son chaleureux accueil et
pour leurs fructueux échanges mathématiques.
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1 Conditions cohomologiques

Soient X une variété de Stein de dimension n, n > 3, € un domaine relativement
compact, strictement pseudoconvexe, a bord C* de X et w un ouvert connexe de 9f2. Dans
cette section nous allons prouver que les hypothéses analytiques (A1), (A2) et (A3) sont
équivalentes & des conditions d’annulation pour la cohomologie de Dolbeault du compact
K=0\Ew).

Nous commencons par caractériser certaines conditions d’annulation et de séparation
de la cohomologie de Dolbeault d’une partie compacte L d’une variété de Stein X de
dimension n, n > 3, a ’aide de la cohomologie de Dolbeault de 'ouvert X \ L, puis nous
remarquons que ces conditions sont satisfaites lorsque L est un compact de Stein. Nous les
relions ensuite a la cohomologie de Dolbeault de 1'ouvert X \ L, & support dans la famille
® des fermés de X \ L, qui sont relativement compacts dans X.

Proposition 1.1. Soient X une variété de Stein de dimension n, n > 3, p un entier,
0 < p <mn, et L une partie compacte de X telle que X \ L soit connezxe. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

(C1) H" P9L)=0, sil<g<n-1
(C2) HP(X\L) =0, sil<q<n—2, et H?" Y(X \ L) est Hausdorff.

Remarque 1.2. L'hypotheése de connexité de X \ L n’intervient que pour prouver que (C2)
implique H" P"~Y(L) = 0.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que, par la dualité de Serre [10], (C2) est équi-
valent &

(C2Y HI P9(X\L)=0,si2<qg<n-—1, et H'"P"(X \ L) est Hausdorff.

Montrons que (C2) implique (C1).

Soient f une (n — p, q)-forme différentielle de classe C*°, O-fermée sur un voisinage U
de L et x une fonction de classe C*° sur X, a support dans U et identiquement égale a 1
au voisinage de L. Aprés prolongement par 0 & X \ U, la forme différentielle x f est définie
sur X et O(xf) = Ox A f est une (n — p,q + 1)-forme différentielle O-fermée, & support
compact dans X \ L.

Sil< g <mn-—2 il résulte de (C2’) qu'il existe une (n — p, q)-forme différentielle
g 4 support compact dans X \ L telle que g = 9(xf). Posons h = xf — g, c’est une
(n —p, q)-forme différentielle O-fermée dans X. Comme X est une variété de Stein, il existe
une (n — p, q — 1)-forme différentielle u de classe C*> sur X telle que Ou = h. Comme g = 0
et x = 1 au voisinage de L, on a du = f au voisinage de L.

Si ¢ =n —1, il résulte de (C2’) qu’il existe une (n — p,n — 1)-forme différentielle g &
support compact dans X \ L telle que g = d(x f) si xf est orthogonale aux (p,0)-formes
différentielles holomorphes sur X \ L. Soit ¢ une (p,0)-forme différentielle holomorphe sur
X \ L. Comme X est une variété de Stein de dimension n > 2 et X \ L est connexe, ¢
s’étend en une (p, 0)-forme différentielle holomorphe ¢ sur X par le phénomeéne de Hartogs.
On obtient donc

/X\Lﬁ(xf)MOZ/X@(xf)ME:/X@(xfmﬁ)=0,
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car x fp est & support compact dans X. On conclut alors comme précédemment.

Montrons maintenant que (C1) implique (C2). Grace a la remarque faite en début de
démonstration, il suffit de prouver (C2’).

Soit f une (n — p,q)-forme différentielle de classe C*°, O-fermée, & support compact
dans X\ L, 2 < g <n—1. Aprés prolongement par 0 dans L, f définit une (n — p, q)-forme
différentielle de classe C*, O-fermeée, & support compact dans X. Comme X est une variété
de Stein, il existe une (n — p,q — 1)-forme différentielle de classe C*°, & support compact
dans X telle que dg = f. En particulier Og = 0 sur un voisinage U de L et d’aprés (C1),
il existe un voisinage V' C U de L et une (n — p,q — 2)-forme différentielle i de classe C*
sur V telle que Oh = g sur V. Soit x une fonction de classe C*> & support compact dans V
et identiquement égale & 1 au voisinage de L, on définit yh sur X en la prolongeant par 0.
La forme différentielle u = g — O(xh) est alors de classe C*° sur X et identiquement nulle
au voisinage de L et sa restriction & X \ L est une (p,q — 1)-forme différentielle & support
compact dans X \ L qui vérifie Qul| x\z=1f

Il résulte de la dualité de Serre [10] que, pour démontrer la seconde partie de l’as-
sertion (C2’), il suffit de prouver que, pour tout compact K de X \ L, Dy " (X \ L) N
OD"Pn=L(X\ L) est un sous espace vectoriel fermé de D} *" (X \ L). Soit f une (n—p,n)-
forme différentielle de classe C°, O-fermée a support dans K, telle que f = lim; o0 ggj,
ou (gj)jen est une suite de (n — p,n — 1)- formes différentielles de classe C* & support
compact dans X \ L. Grace a la formule de Stokes,

/fAsozlim/gngsDZO’ (1.1)
X J—7oJX

pour toute (p,0)-forme différentielle ¢ de classe C*°, O-fermée dans X. Comme X est une
variété de Stein, il existe une (n — p,n — 1)-forme différentielle de classe C*°, & support
compact dans X telle que dg = f. On termine alors comme dans le cas précédent. O

Remarquons que si L est un compact de Stein, il satisfait les conditions équivalentes
(C1) et (C2) de la Proposition 1.1. Il s’agit d’un résultat classique, que ’on peut trouver
dans [2], et dont nous redonnons une démonstration, qui utilise la Proposition précédente.
Lemme 1.3. Soit L un compact de Stein d’une variété de Stein X de dimension n, n > 2.
Alors pour tout entier p, 0 < p < n,

(C2) HP(X\L)=0, sil<q<n-—2 et HP" (X \ L) est Hausdorff.

Démonstration. D’aprés la Proposition 1.1, il suffit de prouver (C1). Par définition des
compacts de Stein, il existe une suite décroissante (U;);en de voisinages strictement pseu-
doconvexes de L telle que Uj+1 C Uj et L = NjenUj, ce qui implique que X \ L est
connexe.

Soit f une (n—p, q)-forme différentielle O-fermée sur un voisinage U de L, 1 < ¢ < n—1.
Il existe alors jo tel que Uj, C U et , puisque Uj, est de Stein, il existe une (n—p, g—1)-forme
g de classe C* sur Uj, telle que Og = f sur Uj,- O
Proposition 1.4. Soient X une variété de Stein de dimension n, n > 3, p un entier,
0 <p<n, et L une partie compacte de X. Considérons les conditions suivantes :

(C2) HP(X\L) =0, sil<q<n—2, et H?" (X \ L) est Hausdorff.
(C3) HPY(X\L) =0, si1<q<n—2 et HY" (X \ L) est Hausdorf}.
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Alors (C2) implique (C3). Plus précisément, pour tout ¢ > 1, si HP9(X \ L) = 0 alors
HEYX\L)=0 et si H»4(X \ L) est Hausdorff alors HY?(X \ L) est également Hausdorff.

Démonstration. Dans [2] (7) p. 50), (voir aussi [8], Chap. V, Th 2.7) , Chirka et Stout ont
prouvé que, pour ¢ > 1, Papplication naturelle ¢ : HYY(X \ L) — HP%(X \ L) est injective
et par conséquent la nullité du groupe HP%(X \ L) implique immédiatement la nullité du
groupe HYY(X \ L).

On note DYY(X \ L) l'espace des (p, q)-formes différentielles de classe C* a support
dans la famille ® et on le munit de sa topologie classique de limite inductive de Fréchet.
Nous voulons montrer que, si 97471 (X \ L) est un sous espace fermé de £P9(X \ L), alors
DRI (X \ L) est un sous espace fermé de D2Y(X \ L). Puisque Iinjection de D29(X \ L)
dans EP4(X \ L) est continue, si f appartient a l'adhérence de 5Dg’q71(X \ L) alors f
appartient & I'adhérence de 9P 1(X \ L). Ce dernier espace étant fermé par hypothése,
la classe de f dans HP4~'(X \ L) est nulle et par 'injectivité de I’applicaion 7, la classe de
f dans HP9=1(X \ L) est nulle, ce qui prouve le résultat. O

Théoréme 1.5. Soient Q) un domaine relativement compact, strictement pseudoconveze,

a bord C*° d’une variété de Stein X de dimension n, n > 3, w un ouvert conneze de OS2

tel que @ # ON) et K un compact de Q tel que 0N\ K = w et Q\ K est pseudoconveze.
Considérons les hypothéses analytiques suivantes :

(A1) Toute fonction CR continue sur w s’étend en une fonction continue sur E(w) = Q\ K
et holomorphe dans E(w) \ w;

(A2) Pour tout entier q, 1 < q < n—3, et toute (0, q)-forme différentielle f de classe C*,
CR sur w, il existe une (0,q — 1)-forme différentielle u de classe C* sur w telle que
Oyu = f sur w,

(A8) Pour toute (0,n — 2)-forme différentielle f de classe C*°, CR sur w, qui vérifie
I, fNe =0, pour toute (n,1)-forme différentielle ¢ O-fermée sur X \ K, telle que
suppy Nw soit compact, il existe une (0,n — 3)-forme différentielle u de classe C*
sur w telle que Oyu = f sur w.

Les hypothéses analytiques sont satisfaites si et seulement si
(C1) H"Y(K) =0, sil<g<n-—1.
Démonstration. Supposons que les hypothéses analytiques sont satisfaites et montrons que
(C2) HYY(X\K)=0,si1<q¢g<n—2, et H*" (X \ K) est Hausdorff

est vérifiée, ce qui, d’aprés la Proposition 1.1, implique la condition (C1).

Le domaine 2 étant strictement pseudoconvexe, il existe deux domaines strictement
pseudoconvexes D’ et D” tels que D" C QC D', K C D", D NK = K, D" \ K C Q et
(OD"\ K)NQ = 0.

Pour prouver la premiére partie de (C2), on considére une (0, ¢)-forme différentielle f de
classe C*, O-fermée sur X \ K, 1 < ¢ < n—2. Puisque Q\ K = E(w)\w est pseudoconvexe,
il en est de méme de D'\ K et par conséquent il existe une (0,q — 1)- forme différentielle
uy de classe C™® telle que f = Juy sur D'\ K. Par ailleurs comme D” est un compact
de Stein, il résulte du Lemme 1.3 que H%9(X \ D”) = 0. 1l existe donc une (0,q — 1)-
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forme différentielle uo de classe C* telle que f = Qug sur X \ D”. La restriction & w de la
(0,q — 1)- forme différentielle u; — uy définit alors une forme différentielle CR sur w.

Si ¢ = 1, ’hypotheése analytique (A1) implique que (u; — u2)|, s’étend holomorphique-
ment & F(w) en une fonction v qui coincide avec u; —ug sur D'\ D”. En posant u = uj —v
sur D'\ K et u = ug sur X \ D”, on définit une fonction C* sur X \ K qui vérifie du = f
sur X \ K.

Si 2 < ¢ < n—2, ’hypothése analytique (A2) implique qu’il existe une (0, ¢ — 2)-forme
différentielle de classe C> sur w qui vérifie dyv = (u; — u2)|,. Soit ¥ une extension C>
de va D'\ K. En posant u = u; — 00 sur Q\ K et u = up sur X \ €, on définit une
(0,q — 1)-forme différentielle continue sur X \ K, qui vérifie Ou = f sur X \ K. Grace a
I'isomorphisme de Dolbeault (régularité du 0), il existe une (0,q — 1)-forme différentielle
@ de classe C*° sur X \ K, telle que 0u = f sur X \ K.

Pour prouver la seconde partie de (C2), on considére une (0,n — 1)-forme différentielle
f de classe C*, O-fermée sur X \ K, telle que f = lim;_, dg;, ot (g;)jen est une suite de
(0,n — 2)- formes différentielles de classe C*° sur X \ K. Comme ci-dessus, nous obtenons
I'existence d'une (0, n — 2)-forme u; de classe C> sur D'\ K telle que f = duy sur D'\ K et
d'une (0,n — 2)-forme uy de classe C* sur X \ D” telle que f = duy sur X \ D" ; La forme
différentielle w = u1 —us est alors O-fermée sur D'\ D” et définit donc une (0, n — 2)-forme
CR sur w. Si ¢ est une (n, 1)-forme différentielle de classe C*°, O-fermée & support compact
dans X \ K telle I'intersection du support de ¢ avec w, on a

/wmp:/ul/\cp—/uzmp:/ fAcer/ fmp=/ Ay
w w w O\K X\Q X

d’aprés la formule de Stokes, car fAp = Our N = d(ui Ap) sur Q\ K et fAQ = QuaAp =
d(ug A ) sur X \ 2 et donc

/w/\gpzhm ggj/\go:()
w J—ooJXx

en appliquant de nouveau la formule de Stokes. La variété X étant de Stein et Q \ K
pseudoconvexe, pour toute (n, 1)-forme différentielle 1/ O-fermée sur X\ K, telle que suppyN
w soit compact, il existe une (n, 1)-forme différentielle ¢ d-fermée & support compact dans
X \ K telle que ¢ = ¢ au voisinage de w. L’hypothése analytique (A3) nous donne alors
I'existence d’une (0, n—3)-forme différentielle de classe C* sur w qui vérifie Oyv = (u1—uz)|.
et on conclut comme dans le cas précédent.

Pour prouver la condition suffisante, il suffit, d’aprés les Propositions 1.1 et 1.4, de
montrer que la condition cohomologique (C3) implique les hypothéses analytiques (A1),
(A2) et (A3).

L’hypothése analytique (Al) est démontrée dans [12]| (voir aussi le Théoréme 5.1 du
chapitre V de [8] dont les hypothéses topologiques sont satisfaites puisque (2 est pseudo-
convexe).

Soit f une (0, q)-forme différentielle de classe C*°, CR sur w, 1 < g < n — 3, d’aprés
le Théoréme 3.5 de [9], la nullité du groupe de cohomologie H, g’QH(X \ K) implique qu’il
existe une (0, ¢)-forme différentielle F', O-fermeée, de classe C* sur X \ (K Uw), qui s’annule
en dehors d’un compact de X et qui posséde des extensions de classe C°, F* et F—, de
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chaque coté de w vérifiant f = F*|, — F~|,. Supposons que F~ corresponde & I’extension
de F| X\ le support de F~ est donc relativement compact dans X. Comme £ est un
compact de Stein, il résulte du Lemme 1.3 et de la Proposition 1.4 qu’il existe une (0, g—1)-
forme différentielle G~ de classe C*® sur (X \ Q) Uw telle que G~ = F~ sur X \ Q. La
régularité de G~ jusqu’a w se déduit facilement de la méthode des bosses (cf [5]) car
est strictement pseudoconvexe et ¢ < n — 1. Soit G~ un prolongement de classe C*° de
G~ a X\ K. La forme différentielle F' = F* — G~ est alors une (0, ¢)-forme différentielle
O-fermee, de classe C* sur (2 \ K) Uw telle que Flw = f. Puisque Q \ K est un domaine
pseudoconvexe, f est O-exacte dans Q\ K et comme () est strictement pseudoconvexe,
grace a la méthode des bosses, il existe une (0,q — 1)-forme différentielle U, O-fermée, de
classe C sur (2\ K) Uw telle que dU = F'. La forme différentielle u = U], satisfait alors
la seconde assertion.

Soit f une (0,n — 2)-forme différentielle de classe C*°, CR sur w, qui vérifie [ fAp =
0, pour toute (0,1)-forme différentielle ¢ O-fermée sur X \ K, telle que suppy N w soit
compact. Nous allons nous ramener & ’étude du cas précédent en prouvant que f peut étre
représentée comme le saut de deux formes différentielles O-fermées.

Il est bien connu (cf. [1]) que f peut étre représentée localement comme le saut de deux
formes différentielles O-fermées. Il existe donc un voisinage W de w dans X \ K, relativement
compact dans X, un recouvrement localement fini (W}) en+ de W et des (0, — 2)-formes
différentielles F, O-fermées, de classe C* dans W; \ w, qui possédent des extensions de
classe C*°, FjJr et F, de chaque coté de w N W; vérifiant f = Fjﬂwmwj — Fj_Lij-
Posons Wy = X \ (K Uw) et Fy = 0. Les formes différentielles F; — F; sont alors des
formes différentielles O-fermées, de classe C* sur W; U Wi, i,j € N, et (Wj)jen forme
un recouvrement localement fini de X \ K. Soient (x;)jeny une partition C*> de I'unité
subordonnée au recouvrement (W;)jen et H = > 7° o xxFi, H est un (0,n — 2)-courant
sur X \ K. En posant G = E(Fj — H) sur Wj, j € N, on définit une (0,n — 1)-forme
différentielle O-fermée, de classe C* sur X \ K qui s’annule en dehors d’un compact de X.
Il reste & montrer que G = JF, ou E est une (0,n — 2)-forme différentielle de classe C*° sur
X\ K qui s’annule en dehors d’un compact de X, et F' = E+ Y 7| x;F) donnera le saut
cherché. Puisque Hg’n_l(X \ K) est Hausdorff, G est 0-exacte si elle est contenue dans
l’adhérence de ’espace ng%n_Q(X \ K), c’est-a-dire si pour toute (n, 1)-forme différentielle
@, O-fermée sur X \ K, telle que suppy N suppG soit compact, on a S X\K G ANy =0. Par
définition de G on a

G A / F —H)ANyx
/X\K o= Z ) A X
_Z/ X;fAp— <OH,p >
W;Nw

:/wfw:o.

Remarque 1.6. Nous venons de démontrer que, dans le contexte géométrique du Théoréme
1.5, ensemble des conditions analytiques (A1), (A2) et (A3) est équivalent & chacune des

0
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différentes conditions cohomologiques (C1), (C2) et (C3), ce qui généralise les Théorémes
2.1.2 et 2.3.2 de [2].

On peut également déduire de la démonstration du Théoréme 1.5 le corollaire suivant,
qui correspond, lorsque n = 3, au Théoréme 2.1.1 de [2] :

Corollaire 1.7. Soient Q2 un domaine relativement compact, strictement pseudoconveze,
a bord C*° d’une variété de Stein X de dimension n, n > 3, w un ouvert connexe de 052 tel
que @ # 0Q et K un compact de Q tel que 00\ K = w et Q\ K est pseudoconveze. Alors
Uensemble des conditions analytiques (A1) et (A2) est équivalent & chacune des conditions
cohomologiques suivantes :

HY(X\K)=0, sil<qg<n-2,
HY'(X\K)=0, sil<qg<n-—2.

2 Conditions géométriques

Dans cette section nous allons donner une propriété géométrique des parties compactes
d’une variété de Stein, qui vérifient la condition cohomologique (C1) du Théoréme 1.5. Nous
en déduirons une condition géométrique de platitude nécessairement vérifiée par le bord de
Iouvert w de 0f) dans la situation géométrique et analytique décrite dans l'introduction.

Théoréme 2.1. Soit K une partie compacte d’une variété de Stein X d’intérieur non vide

o
et qui vérifie H*(K) =0 pour 1 < ¢ < n — 1, alors Uintérieur K de K est une variété de
Stein.

Démonstration. La démonstration du théoréme est calquée sur la preuve du Théoréme 4.1
de [6].

Nous allons raisonner par ’absurde. Supposons qu’une composante connexe D de IO(
n’est pas une variété de Stein. Il existe alors un point p € 9D et un voisinage ouvert U de
p dans X tel que toute fonction holomorphe sur D s’étende holomorphiquement & D U U.
Quitte a restreindre U, on peut supposer qu’il est contenu dans un domaine de carte de
X. Notons N un polydisque centré en p et contenu dans U, alors N \ K est dense dans

N\ IO( . On peut donc trouver un point pg € N \ K et un polydisque Ny centré en py,
contenant p et contenu dans N. Par un changement affine de coordonnées dans U, on peut
se ramener au cas ol py est l'origine et la droite passant par pg et p est contenue dans
V ={z =+ = z,-1 = 0}. Ces nouvelles coordonnées étant fixées, & chaque multi-indice
Iy, = (i1,...,ip) de lonqueur m, 1 < m < n, tel que 1 < i; < n, on associe la forme
différentielle de bidegré (0, m — 1)

— 1) & , —
a(ly) = % > (=1)YZidz, A Nz A Adz,
j=1

qui est de classe C* dans U \ {0} et qui est antisymétrique en les éléments de I,,,. Les
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formes «(1,,) vérifient

Oa(ly,) = Z zro(kly) si m<n-—1,

Il résulte de la suite exacte longue de Mayer-Vietoris qu’il existe un isomorphisme de
Ox-module entre H%(X \ {po}) et H>4(Ny \ {po}) pour 1 < g < n. Cet isomorphisme
est induit par ’application restriction sur les formes différentielles de classe C*°.

Notons fi,..., fn € O(X) les fonctions holomorphes globales qui définissent les co-
ordonnées z1,...,z, que nous avons fixées sur U. Par I'isomorphisme précédent, on peut
associer a chaque forme différentielle «(I,,) une (0,m — 1)-forme différentielle o*(I,,) de
classe C*™ sur X \ {pp}, qui est antisymétrique en les éléments de I,,, et qui vérifie

0a*(I,,) = Zn: fra(k,I,) si m<n-—1, (2.1)
k=1
da*(I,) = 0. (2.2)

De plus, on peut prouver facilement (cf. [6]) que pour chaque multi-indice I,,+1(n) =
(i1,-..,%m,n) de lonqueur m + 1, 0 <m < n — 1, tel que 1 <i; < n, il existe une forme
différentielle 3(1,,+1(n)) de bidegré (0,m—1), de classe C* dans Ny\{po} et antisymétrique
en les éléments de I,,,11(n), vérifiant

8" (Lnar (n) = DL () + 3 FiDB(k, L1 (m) (2.3)

k=1

sur No \ {po}, pour 0 <m <n—1et

& (In1(n)) = a1 (1)) + 3 1Bk, T () + B (Ls1 () (2.4)
k=1

sur No \ {po}, pour 1 <m <n —1.
Nous allons construire une fonction A holomorphe au voisinage de K, qui est singuliére
en pg, ce qui donnera la contadiction cherchée en considérant la restriction de A a D.
Prouvons par récurrence sur I, que pour tout multi-indice J;_o = (j1,...,j—2) de
longueur [ — 2, 2 < [ < n tel que 1 < jp < n — 1, il existe des formes différentielles
wn—1(Ji—2) de bidegré (0,n — 1), de classe C*° au voisinage de K, qui sont antisymétriques
en les éléments de J;_o et qui vérifient

Own_o(0) = a*(1,...,n)
-1

Fwn1—1(j1s - die1) = D (=DF frwni(irs s - die1)
k=1

—

— (=1)Fattigt (1, gy, —1n) st 2<1<n-—1.
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On posera alors

n—1

A= Z(_l)kfkw()(la s a/k\:, ey 1) - (_1)n+n(n_1)/2a*(-[1(n))'
k=1
La forme différentielle a*(1,...,n) est O-fermée sur X \ {po}, qui est un voisinage de K

et par hypothése H%"~1(K) = 0. Il existe donc une forme différentielle w, o(}}) de classe
C® au voisinage de K telle que

Own_o(0) = a*(1,...,n)

et de plus grace a antisymétrie des formes relativement aux éléments des multi-indices et
a(2.1)
—0fjwn—2(0) = (=1)*0a*(1,...,j1,...,n— 1,n).

Soit 2 < [ < n — 1, supposons que w,_;(J;_2) existe pour tout multi-indice J;_o =
(J1,--+,Ji—2) de longueur | — 2 et que

-1

DY (=F fiwn iUy gk -5 dio1) = (=)0 (1, T, = 1,n).
1

i

Comme H*"~!(K) = 0 par hypothése, pour chaque multi-indice J;_; = (j1,...,j_1) de
longueur | — 1, il existe des formes différentielle w,,_;_1(J;—1) de bidegré (0,n — 1 — 1), de
classe C*° au voisinage de K, qui est antisymétrique en les éléments de J;_o et qui vérifie

-1
won 1101, di1) = D (=DF frwn (s ko - i)
k=1
— (=)t (1, Jl 1,-.-,n—1,n).

De plus grace & I’antisymétrie des formes relativement aux éléments des multi-indices et a
(2.1), un simple calcul (cf. [6]) donne

l

Z f]kwn - 1(.717 s 7]/‘;67 e 7jl) = (_1)l+j1+"'+j15a*(1’. .. 7:]\la s, 17n)
k=1

La fonction A = Y721 (—=1)* frwo(1, ... Ky oon— 1) — (=)= D/20% (1 (n)) est
alors holomorphe au voisinage de K d’aprés ce qui précéde (cas I = n—1) et sur Ny \ {po}

on a

A0, ...,0,z,) = —(=1)"=D20% (11 (n))(0, . ..., 0, ).
Par ailleurs, nous déduisons de (2.3) que

n—1

T(z1,...,2n) =™ (I1(n)) (21, -y 20) — a(l1(n)) (21, ..., 2n) — Zz,,ﬁ(u, Li(n))(z1,...,2n)

v=1
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définit une fonction holomorphe sur Ny \ {po}, qui se prolonge holomorphiquement & Ny
par le phénoméne de Hartogs puisque n > 2. Si z, # 0, on a donc

I'0,...,0,2z,) = a*(I1(n))(0,...,0,2,) — a(l1(n))(0,...,0,z2,).

7271

Mais par définition des formes différentielles o, on a a(l1(n))(z1,...,2,) = 2 et ainsi
a(I1(n))(0,...,0,2,) = —&. Alors A(0,...,0,2,) = —(=1)" ™= V/2(T(0,...,0,2,) — )

Zn

et la restriction de la fonction A & V = {23 = -+ = z,_1 = 0} posséde un pole a l’origine,
la restriction de A & D ne peut donc pas se prolonger holomorphiquement & D U U. O

Définition 2.2. Soit {2 un domaine pseudoconvexe relativement compact d’une variété de
Stein X. Un sous ensemble H d’intérieur non vide de (2 sera dit Levi-plat si '\ H est une
réunion de domaines pseudoconvexes.

Théoréme 2.3. Soient Q) un domaine relativement compact, strictement pseudoconveze,
a bord C* d’une variété de Stein X de dimension n, n > 3, w un ouvert connexe de OS)
tel que @ # O et K un compact de Q d’intérieur non vide tel que 0Q\ K = w et Q\ K
est pseudoconveze.

Considérons les hypothéses analytiques suivantes :

(A1) Toute fonction CR continue sur w s’étend en une fonction continue sur E(w) = Q\ K
et holomorphe dans E(w) \ w;

(A2) Pour tout entier q, 1 < q < n—3, et toute (0, q)-forme différentielle f de classe C*,
CR sur w, il eziste une (0,q — 1)-forme différentielle u de classe C* sur w telle que
Opu = f sur w,

(A3) Pour toute (0,n — 2)-forme différentielle f de classe C*>, CR sur w, qui vérifie
[, f Ne =0, pour toute (n,1)-forme différentielle ¢ O-fermée sur X \ K, telle que
suppy Nw soit compact, il existe une (0,n — 3)-forme différentielle u de classe C*
sur w telle que Opu = f sur w,

alors le bord de w est contenu dans un ensemble H Levi-plat.

Démonstration. L'ensemble H = 0K \ (02 \ @) convient. En effet le bord de w est contenu

[}
dans H et H divise Q en Q \ K, qui est pseudoconvexe par hypothése, et K, une réunion
d’ouverts pseudoconvexes d’aprés les Théorémes 1.5 et 2.1. O

Pour prouver une réciproque partielle de ce théoréme nous devons introduire quelques
notations et définitions.

On note O(U) l'algebre de Fréchet des fonctions holomorphes sur ouvert U de X
munie de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de U. Si S est un sous-
ensemble localement fermé de X, on définit O(S) comme la limite inductive des algébres
O(U), lorsque U décrit I’ensemble des ouverts de X qui contiennent S, et on munit O(.5)
de la topologie limite inductive correspondante. On note S le spectre de l’algébre O(S5),
c’est-a-dire ’ensemble des homomorphismes continus, non nuls de I’algebre O(S) dans C
et g : S — S l'application définie par g(x)(f) = f(x) pour toute f € O(S). On munit S
de la topologie induite par la topologie faible du dual O’(S) de O(S).

Si S est un ouvert de X, on sait (cf. [3]) que g est une application bijective de S sur S
si et seulement si S est une variété de Stein.



12 C. Laurent-Thiébaut

Lorsque X est une variété de Stein, il est alors habituel d’identifier X et X par 'ap-
plication g. L’application restriction de O(X) dans O(S) induit alors par tranposition une
application de S dans X , que nous noterons 7 et qui vérifie w o g = id

Revenons au cas ou S est seulement localement fermé. Soit (Up,)nen un systéme fon-
damental de voisinages de S tel que Uy = X et Uj;1 C U; pour tout j € N. L’application
restriction de O(Uj) dans O(U,+1) induit par transposition une application continue 71 ;
de U j+1 dans U ;. Puisque de manic¢re générale le dual faible d’une limite inductive d’espaces
localement convexes est la limite projective des duaux faibles (voir, par exemple, [15]), S
est la limite projective de la famille ((NIJH, Tj+1,5)jen. Les faisceaux ;O des germes de fonc-
tions holomorphes sur U; permettent alors de définir un faisceau structural holomorphe

sur S que l'on notera 3O. Le résultat suivant est prouvé dans [4].

Proposition 2.4. Soit S un sous ensemble localement fermé d’une variété de Stein X.
Les applications g et w satisfont alors les propriétés suivantes :

a) L’application 7 de S dans X induit un isomorphisme algébrique de Or(,) sur 0,
pour tout x € S,

b) L’application g est un homéomorphisme de S sur g(S), qui induit un isomorphisme
de faisceau de 30|45y sur Ols, si on identifie S avec g(S).

c) Si E(S) désigne la composante de S qui rencontre S, Uapplication restriction g* :
L(E(S),50) — I'(S,0) est un isomorphisme algébrique.

Définition 2.5. Si K est un compact de X, on dit qu’il est holomorphiquement convexe
si g(K) =K.

Dans [4], Harvey et Wells ont donné la caractérisation cohomologique suivante des
compacts K holomorphiquement convexes :

Théoréme 2.6. Soit K une partie compacte d’une variété de Stein X. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) K est holomorphiquement conveze,
(ii) HY(K,F) = 0 pour tout q > 0 et tout faisceau analytique cohérent F sur K.

Il en résulte grace a l'isomorphisme de Dolbeault que tout compact K holomorphique-
ment convexe satisfait la condition

C1) H™(K)=0,si1<qg<n—1.
( q

Théoréme 2.7. Soient Q) un domaine relativement compact, strictement pseudoconveze,
a bord C*° d’une variété de Stein X de dimension n, n > 3, et w un ouvert connezxe de
09). On suppose que le bord de w est contenu dans un ensemble H Levi-plat et on note K
le complémentaire dans Q de la composante conneze de Q\ H contenant w.

Si K est un compact holomorphiquement conveze, les hypothéses analytiques (A1), (A2)
et (A3) sont satisfaites.

Démonstration. Puisque K est un compact holomorphiquement convexe, la condition co-
homologique (C1) est satisfaite et le théoréme résulte alors de la condition suffisante du
Théoréme 1.5. O
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Remarque 2.8. L’ensemble H étant Levi-plat, I'intérieur de la composante connexe de Q\ H
contenant w est pseudoconvexe et par conséquent l'application restriction

HY(K,0) — H(K NnoQ,0)

est bijective d’aprés [11], ce qui implique que K est contenu dans 7(K N 9N). L’hypothése
K holomorphiquement convexe se traduit alors par g(K) = K N oSQ.

Donnons maintenant quelques exemples de compacts holomorphiquement convexes.

D’aprés Rossi [14], si K posséde un systéme fondamental dénombrable de voisinages de
Stein alors g(K) = K, en particulier si X est une variété de Stein et si K est O(X)-convexe,
le. K={x e X ||f(z)| <|fllx,Vf € O(X)}, alors g(K) = K.

Définissons une classe plus générale de compacts.

Définition 2.9. Soit X une variété, on dira qu’un compact K de X posséde une base
dénombrable de voisinages de Stein étalés s’il existe une suite (V;,)nen+ d'ouverts de X tels
que

VioVoD--- DﬂjeN*Vj =K

et, si ‘7” désigne ’enveloppe d’holomorphie de V,, et 7, la projection naturelle de 17” dans
X

Y

7T1(V1) D) 7T2(V2) DD ﬂjeN*ﬂ'j(Vj) =K
Un contre-exemple donné par B. Stensones [18] dans C? montre que si un compact K
posséde une base de voisinages de Stein étalés, il ne posséde pas nécessairement une base
de voisinages de Stein.

Proposition 2.10. Soit X une variété de Stein et K un compact de X tel que g(K) = K,
alors K posséde une base de voisinages de Stein étalés.

Démonstration. Nous avons vu que si K est un compact de X et (U,)nen un systéme
fondamental de voisinages de K tel que Uy = X et U;;1 C U; pour tout j € N, K est la

limite projective de la famille (Uj;1,7;11,j)jen. Par conséquent 7(K) = Njen=mo,;(U;).
Supposons que g(K) = K. Alors K = n(K) = Njen«mo,;(Uj). O
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