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1. Introduction

Soit X une variété différentiable de classe C* et soit D*' (X), respectivement &* (X), I'es-
pace des courants, respectivement des formes différentielles de classe C* sur X. Dans [Rh], de
Rham a montré que pour tout courant T, il existe deux opérateurs R et A avec R: D*'(X) —
& (X)etA: DV(X) — D'*(X) tels que

T — RT = dAT + AdT.

Chirka [Ci] a généralisé ce résultat aux variétés analytiques complexes. Plus précisément, il a
montré:

TaEOREME 1.1 ([Ci]). — Soit X une variété analytique complexe a métrique fixée. Pour tout
€ > 0, il existe deux opérateurs R. et A; définis dans D*’' (X) avec les propriétés suivantes :

1. R.: D'PA(X) — &P9(X), Ae: D'PI(X) — D'PA471(X);

2. Pourtout T € D'P9(X), les courants R: T et AT sont concentrés dans un &-voisinage du
supportde T.

3. R:T — T et A:T — 0 faiblement quand ¢ — 0.

4. Pour toutouvertU C X, la régularité de A:T est de (1 — 0) meilleure que celle de T dans
un e-voisinage de U .

5. T —RT =0AT+ AT, T € D'PI(X).

Nous voulons généraliser ce résultat aux variétés CR.

DEFINITION 1.2. — Soient M une sous-variété CR générique de codimension k d'une variété
analytique complexe X, A: D' (M) — D' (M) un opérateur linéaireet T € D' (M). On dit que la
régularité de AT est de x meilleure que celle de T, si lorsque T est de classe C ¥ sur un ouvert de
M alors AT est de classe C™H* sur cet ouvert.

Classification math. : 32F20, 32F10, 32W10.
Mots-clés : Variété CR g-concave, régularisation, 3, homotopie, isomorphisme de Dolbeault..



Le noyau de Bochner-Martinelli-Koppelman a joué un role clé dans la construction du ré-
sultat de Chirka. Dans [B-L], Moulay Y. Barkatou et Christine Laurent-Thiébaut ont construit
des noyaux du type Bochner-Martinelli-Koppelman pour une famille de variétés CR. Nous al-
lons nous appuyer sur ces noyaux pour généraliser le résultat de Chirka aux variétés CR. Il
faut cependant remarquer que dans le cas de nos variétés CR, les noyaux du type Bochner-
Martinelli-Koppelman de [B-L] ne donnent une formule d’homotopie que pour des courants
d’un certain bidegré, qui est lié a la forme de Lévi des fonctions définissantes de la variété CR.

La généralisation du résultat de Chirka sera donc influencée par ces propriétés des noyaux.
On obtient :

THEOREME 1.3. — Soit X une variété analytique complexe de dimension n a métrique fixée et
soit M une sous-variété CR générique de X de codimension k. On suppose que M est q-concave,
1< ¢g< ”%k Soit € > 0, il existe deux opérateurs R; et A; définis dans lU'espace des courants
D*' (M) et qui vérifient:

1. Re: DT (M) — &%"(M) et Ac: D'O"(M) — D' "1 (M), pour0 < r < g-1lour >
n-k-qg+1;

2. Lesupportde R: T est contenu dans un €-voisinage du supportde T ;

3. R T — T et A:T — 0 faiblement quande — 0;

4. Pour toutouvertU Cc M,si0 < r< qg—1lour > n—k— q+1, alors la régularité de
As T| y estde % meilleure que celle de T sur un e-voisinagede U ;

5 Si0<r<g-2ourzn—k—-—q+1,
T — R T = A0 T + 0pA: T,

sir=q—1etd,T =0,alorsT — R T = 0pA:T.

Notons Ho’f’q (M), respectivement Hc'é’gr(M ), le (p,q)-iéme groupe de 5b—cohomologie des
formes différentielles de classe C, respectivement des courants, sur M. On déduit de ce théo-
reme des propriétés d’injectivité et de surjectivité de !'application naturelle de
H£’q(M ) — Hc%fl’r(M ), retrouvant ainsi les résultats de [L-Le].

COROLLAIRE 1.4. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n a métrique
fixée et M une sous-variété CR générique de codimension k de X. On suppose que M est q-

concave. Alors U'application naturelle de HOOO’r (M) — HCO(;{H(M ) est:

- surjective, si0 K r<qg—loun—-k—-q+1<r<n-k;

— injective, si0 < r< g—loun—k—q+2 < r < n— k. Plus précisément, soit T un
courant sur M de bidegré (0,r) avec0 < r < gq—lour 2 n—k — q+ 2, s'il existe un
courant S sur M de bidegré (0,r — 1) tel que 51,8 = T, alors pour tout & > 0, il existe un
courant Sg sur M tel queﬁbsg = T et la régularité de S; restreint a tout ouvertU C M est
de % meilleure que celle de T sur tout e-voisinagede U .



Remarque. — Si Hg’r (M) est le groupe de 0j,-cohomologie de I'espace des formes diffé-
rentielles de classe C! dont le 3, est encore C’ alors sous les hypotheses du corollaire 1.4, on a
I'application naturelle de H2" (M) — Hg’r (M) est:

- surjective, si0 <K r<g—-—loun—-k-g+1<r<n-k;
— injective,si0 < r<g—-—loun—-k—-g+2<r<n—-k

2. Préliminaires et notations

Soit M une sous-variété réelle de codimension réelle k d'une variété analytique complexe
X de dimension n. On suppose pour zy un point de M et U un ouvert de coordonnées locales
de X autourdezpque M NU = {ze€ U | p1(2) =---=pr(z) =0},0U, p;, i =1,...,k, sont
des fonctions de classe C* sur U vérifiant dp;(z) A - - - A dpp(z) = O pourtoutz € U N M.
On note T,* (M) I'espace tangent complexe 2 M au point z.

DEFINITION 2.5. — La sous-variété M est dite CR, si la dimension de TZ‘C(M ) est indépen-
dante du pointz € M. M est CR générique si pour tout z € M, dimc TZ‘C(M) =n-— k,ouk est
la codimension réelle de M.

DEFINITION 2.6. — Soit M une sous-variété CR générique de codimension k d’'une variété
n—k
2 )
pour tout ouvert U de coordonnées locales contenant zy telque M NnU = {z € U | p1(z) = - - -

analytique complexe X de dimension n. M est q-concave au pointzyg € M,1 < q < si

= pr(z) =0} avecdp1(z) A -+ - A dpy(z) # 0, la forme de Lévi

px(20) _y=
M L C — X xeB
P px(z9) - & O(EB 32 az_g &°¢

restreinte a TZ%(M ) admet au moins q-valeurs propres strictement négatives, oit py = x1p1 +
s+ Xppp avecx = (X1, ...,X;) € R {0} etE e TZ%(M).

On désigne par C" (M) I'espace des fonctions de classe [ r] (ou [r] est la partie entiére de r)
dont les dérivées d’ordre [ r] sont hdldériennes d’ordre r — [r].

Une forme différentielle est de classe C" si ses coefficients dans tout systeme de coordon-
nées locales sont de classe C’.

La propriété 4 du théoréeme 1.3 signifie que si T est C" dans un &-voisinage de U, alors
AET| y est Crta,

Soit M une sous-variété CR générique d'une variété analytique complexe X de dimension

n. On suppose que M est de codimension k et est g-concave, 1 < g < ”%k

Considérons un point zyp € M. Soit (V,0), V' C X une carte locale autour de zp et U, C V
un ouvert assez petit de sorte que zg € Uy, et M N Uy, = {zeV |p1(z) =---=prlz) =0},
oup;i=1,...,k,sontdes fonctions qui définissent localement M. Posons p; (&) = pjoe_l(g),
j=1,...,k. Alors

M={5eC"|p1(E) = =pp(¥) =0}



est CR difféomorphe a M N Uy,.

D’apres [B-L], il existe un voisinage ouvert 179( z) de 0(zp) dans C" et un noyau Ry, tels que:
si f estune (n,r) forme différentielle de classe C' sur Mn 179( o)  sSupport compact, et si on

pose:
Re f(2) = (1) R0 omn 5 /M F®) A Ry(28) pour r2n—k—q+1,
ou
ﬁpf@)=(—1%“““””+“?”/;fxm/\mwug)pmn()grs;q—l.
On a alors,

f=Ropf+0pR fpour0<r<g-loun-k—-qg+1<r<n—k.

N . e o+ ~ o~ L~
Les opérateurs R, sont continus de Cf” (M N Vi ZO)) dans G, ,* (M N V9(20)>, si M est de
classe C"*2etn—k—g+1<r < n-kousi Mestdeclasse C‘*3et0 < r < g - 1.

Posons My = Mn 179(20). Onapour e 179(20) ,0p1(E)A- - - ADpg(E)=0. On sait que sur 179(20),
on a un systeme de coordonnées naturel (xi, . ..,x25,). Quitte a réordonner (x1,Xz, ...,X2,), on
peut considérer (xi,...,X,_k,P1(E),...,pr(E)) comme un autre systéme de coordonnées sur
179( ) €t quitte a restreindre Uy, on peut supposer 0(Uy,) = 179( z)- On note SCI le systeme
de coordonnées naturel, SCII le second systeme de coordonnées et @ le difféomorphisme qui
transforme le SCI en SCII.

Remarques.

i) SCII est bien défini car pour tout § € 179(20), 0p1(E) A -+ AOPk(E) + 0,donc dp, (§) A
- ANdpr(E) = 0.

ii) Dansle cas d'une (n,r)-forme différentielle sur M , 0p = d, la différentielle extérieure, et
commute avec 'image réciproque par 6 ou @ des formes différentielles de classe C™.

Soit T un courant de bidegré (0,n—k—r)avec 0 < r< g—-loun—k—qg+1<r< n—k)
a support compact dans My. On définit un opérateur R, sur & (M) I'espace des courants a
support compact dans Mj de la maniere suivante: }N?rﬂ T estle courant de bidegré (0,n—k—r—
1) défini par (}N2r+1 T,p) = (—1)””“”( T,ﬁ’rﬂu/), pour toute (n,r + 1) forme différentielle ¢ de
classe C® a support compact dans My. D’apres la formule de Bochner-Martinelli-Koppelman
de [B-L],on a

(T,§) = (T,dR,§) + (T,Ry1dP)
= (-G, TR D) + (~ )R T,d D)
= (R, 3,T, ) + @pRr1 T, ),
pour toute (n,r)-forme différentielle LT/ de classe C™, a support compact dans My, 0 < r < g—1

oun—-—k—-qg+1 < r< n- k. Ainsi pour tout courant T de bidegré (0,n — k — r) a support
compactdans Mpavec0 L r<g—loun—-k—qg+1<r<n—kona

T =R0,T +0pRrs1 T . ¢))



3. Régularisation dans M,

Dans le SCII, si 0(z) € My, 6(z) = (x1,...,X2,—k,0,...,0). Ainsi My s’identifie a un ouvert

Q de R?"~*_On peut supposer sans perte de généralité que 0(zy) a (0, . . .,0) pour coordonnées

dans SCll et que B, ,,—(60(zp),1),laboule de centre 0(zy) et de rayon 1 dans R2"~k est contenue

dans Q.

Soit f une fonction de classe C* sur My a support compact, f o ol =@, f € C*(Q).
On considere A € C*(By;,_(0(z),1)) a support compact telle que 0 < A < 1 et

/ AdVop-k =1,
YEByp-(0(2),1)

ou d %, _ est un élément de volume dans R27-k,

Posons Ag(x) = e 2tk (f), xeQ.

(@x fle(x) =@ [ * Ae(x) =/ ox FOAE=DYd %, () .
YEB2 ;1 (0(2),1) €

(% f)e = @« f uniformément quand ¢ — 0. On pose

fe= (@« e ®=0" (@xf)e,
fe = f uniformément quand € — 0 et est une régularisée de f sur M.

Si @ est une (n,r)-forme différentielle sur My, dans SCII,

Y= E Wnrdxi A~ - -AdXG,+ E W dXi A- - AdX o AP A AAD

|Il=r I\ <r
our'=r—I|I'l,ynr Y, sont des fonctions qui ne dépendent que de xy, ..., X2, k.

On définit une régularisée de  par

4
We = Z WnpedXip A -+ Adxg,,, + Z Wy pedXiy A=

|[I|=r |I'|<r

A dx; Adp; A---Ndp; .

n+| 1’| n+|I'|+1

Pour un courant T dans M, on définit un opérateur R; T par {(R:T,y¢) = (T,y) pour toute
forme différentielle ¢ a support compact dans M.

N

R: T est une forme différentielle de classe C* a support compact dans un &-voisinage du
supportde T et R, T — T faiblement quand ¢ — 0.

Pour un courant T de bidegré (0,n — k — r) asupport compactdans Myavec0 < r < g—1
oun—k—q+1<r<n-konadapres(l)

ReT = R:R0,T + ReOpRr1 T .

LEMME 3.7. — 0,R: T = R0}, T, pour tout courant T dans My de bidegré (0,n — k — r), avec
0<r<g—-loun—-k-qg+1<r<n—k.



Preuve du lemme.

(OpR:T,w) = (-1)" F " NR. T, dy) = (-1)" 5" U T,R.dy)
= (-1)""*""NT,dR.y) = (R0, T,p) ,

pour toute (n,r)-forme différentielle y a support compact dans My. Donc 8,R, T = R0, T . I

Il résulte du lemme que
T —RT=(-R)R3,T+0,(I —R)R1T.
On pose A, = (I — RE)}NE. Alors,
T — R T = Ag0pT + 0pAc T .

Re — Iet A, — 0faiblement quand € — 0. La régularité de A Tjy est de % meilleure que celle
de T dans un e-voisinage de U, pour tout ouvert U dans Mj. En effet, le noyau de I'opérateur
Ae modulo un terme de classe C* est le noyau Ry; de I'opérateur Retce noyau augmente la
régularité de %

4. Régularisation dans la variété CR

Posons My, = M N Uy, Ry = O*R(0~1)* et A = 0* A (0~1)*, oll R, et A, sont les
opérateurs définis sur My. D’apres la régularisation sur My, on a pour tout courant T sur M, a
support compact, de bidegré (0,n — k —r),avec0 < r<g—-loun—-k-g+1<r<n-k;

T — RIT = AJ0,T + 0,A. T,

ol R, et A ont les mémes propriétés sur M, que R, et A¢ sur M.

Soit (Mj,9j)j>1 un recouvrement de M par des ouverts de M du type My, 9j : M -
M i C C". Soit (Vj) j>1un raffinement des (M j) j>1 par une famille d’ouverts de M telle que
Vj CcC M;. Soit (y}) j>1 une famille de fonctions de classe C* a support compact dans M;
telles que yj = 1 sur un voisinage de V.

Comme X est paracompacte, X admet une métrique hermitienne. On munit M de la mé-
trique induite par celle de X. Posons p la distance associée a la métrique induite sur M. On fixe
. . . AP i o
£ > 0 et on choisit §; > 0 une constante pour chaque j qui vérifie §; < 27 /cetd j+1 < .
On suppose que §; est suffisamment petit de sorte qu'un 6 j-voisinage dans M; de supp y;

soit relativement compact et un 24 j-voisinage de supp(1 — ¢/j) ne rencontre pas Vj.

Puisque 0; : M; — M ;i est un CR difféomorphisme, qu'un 6 ;-voisinage de supp y; est
relativement compact et que 0171 est continue donc uniformément continue sur tout compact,
alors pour tout §; > 0, il existe £; > 0 tel que si [0;(x) — 9j(x’)| < gj alors p(x,x") < 6, pour
tout x,x" dans un § j-voisinage de supp ;.

Considérons R;f‘ = (Qj)*jo(GJTI)* et A;f‘ = (Qj)*Agj(GJTI)*, ol Re; et A, sont les ana-
logues dans M ;i de A¢ et Re dans M.



Posons R(j) T := R}k(ijT) + A]’.k (5bt,uj A T)+ (1 — y;)T.Lopérateur R ;) est défini pour
tout courant T de bidegré (0,n —k —r)avec0 < r<g—loun—-k—-—qg+1<r<n—k.

i) R ) T est C* surun & j-voisinage de Vj, carl — y; est nulle sur un 26 j-voisinage de Vj.
ii) R(jT = T surunvoisinage de M \ M;.
iii) Larégularité de R j) T n’est pas plus mauvaise que celle de T dans un 6 j-voisinage dans
Mde M n supp((,uj).

LeMME 4.8. — Soit M une sous-variété CR générique q-concave de codimension k d’'une va-
riété analytique complexe X de dimension n. Pour tout courant T de bidegré (0,n — k — r) ; on

a:
i) 0pR(jyT = R(j0pT etalors
(I = R jyT) = Aj (p;0pT) + 0pA] (y;T) @

sio<r<g-loun—-k—-—qg+2<r<n-k.
ii) Sir=n—-k—-q+1etd,T =0, alors

opR(jHT =0 3)

etonaalors (I — R(j))T = 5bA]>."(ijT).

Preuve du lemme.
i) On sait d’apres la régularisation sur M; que
T —RiT=Af0,T +0,A] T, (%)
si T estdebidegré (O,n —k—r)avec0 < r<g—-loun—k—-g+1<r<n-=k
RjT =R} (y;T) +A]>~k(5bl[lj AT)+Q-yj)T.
ébR(j)T = 5bR;~k(l[}jT) +5bA;~k(5b([lj ANT) +5b[(1 — (IIJ)T] .
Sio<r<g-1loun—k—qg+2<r< n- k,onapplique (*) 21517([/] A T et on obtient
0pR(jHT = R (pyj A T) + R (@0, T) + [0pwj A T — R (Oprj A T)
+A]>~k(5bl[/j AébT)] —OpPi AT +(1— ([lj)ng
= R} (wjopT) + AT Qpyj A 3pT) + (1 — wj)opT .
Donc 5bR(j) T = R( j)ébT.
(I=Rj)T =w;T - R (y;T) — AT @py; A T)
) — — —
2 AF @0y T)) + AT (9 T)] - AF By A T)
= AF@pwj A T) + AF(@j0,T) + 3pAT (w;T) — AF @y A T)
= A7 (;0pT) + 3pA] (w;T).

Donc (I = R(j)) T = Af (w;0pT) + 9pAf (;T).



ii) Sir=n—k—q+1et5bT=0,alors

ébR(j)T = 5bR]*(l[I]T) +5bA]>~k(5bl[lj ANT)— 5b(l[I]T) .

Or
AT Qpwj A T) = AT @p(y;T)) — A7 (w;0pT) = A (Op(w;T))
et
A3y T) ' gy T = RY () T) = 3pA7 (w;T) .
Donc

0pAT @pwj A T) =3y(w;T) — 3pR (w;T).
AinsiOpR(jy T = 0pR} (w;T) + [0p(w; T) = 3R} (w;T)] = 3p(w;T) = 0. Comme dans i)

(I = Rj) T = 3pA] (p;T) + Af (w;3pT)
= 5bA]>~"(ijT) caro,T =0.

On définit un opérateur A ;) := A}k P D' (M) — D' (M).On aalors d’aprés (2)
(I - R(j))T = ébA(j)T +A(j)5bT

pour T un courant de bidegré (0,n —k—r)avec0 < r<g—loun—-k—-g+2<r<n-xk
etsir=n—k—qg+1etd,T =0,onadapres (3)

(I - R(j)T =0pAjT.
Comme dans [Ci] et [Rh], on construit les opérateurs recherchés par récurrence;

Ry=1, R"=RmR™ 1, A" =A,»R™ Y, m=1.2,....

m

R™T est C* dans un 6 ,-voisinage de |J Vj, la régularité de R™ T| y est pas plus mauvaise
j=1

que celle de T dans un e-voisinage de U, pour tout ouvert U de M.

A™ T| y aunerégularité de % meilleure que cellede T.

Tout compact E de M est recouvert par un nombre fini de M;. Puisque R( ;) = I et A(j) =0
a l'extérieur de Mj, alors il existe un indice mg < +o tel que R™ = RME et ) Al =
NG
Y>> A/ surunvoisinage de E, pour m assez grand.
1< jSmg
Puisque pour toute forme différentielle @ de classe C* a support compact dans M et toute
fonction g de classe C™, a support compact E et qui vaut 1 dans le voisinage de supp(g), ona

(T,@) = (¢T,p), alors les opérateurs R, = lim;,_.+co R™ et A = Y, A" sontbien définis
IS jSteo
comme opérateurs linéaires continus sur D' (M) et

(ReT.@) = (R™EYT. @), (AT.@)=( )  A"wI,0).

1<m<mg

Remarques.

i) R. préserve le bidegré, A; le réduitde (0,1).



ii) R¢T est une forme différentielle de classe C* sur M. A; T| y @ une régularité de % meil-
leure que celle de T sur un ¢-voisinage de U, pour tout ouvert U de M.

iii) R T est concentré dans un e-voisinage du supportde T.

Puisque pour tout ouvert U cC M, R;¢ T| g~ T| y et Ae T| y — 0faiblementquand ¢ — 0,
ona R, — I et A — 0faiblement quand ¢ — 0.

Puisque pour les courants de bidegrés (0,n — k — r) on a d,R, =R j)éb sio<r<g-1
oun—k-qg+2<r< n-kilsensuit que 0,R™ = R™9}, sur tout ouvert U de M et donc
5bRE = ij. Demémesir = n— k— g+ 1, on apour les (0,4 — 1) courants Tﬁb-fermés
5bR(]~) T = 0,1l s’ensuit que 8,R™T = 0 sur tout ouvert U de M et donc d,R: T = 0.

Pour les courants de bidegré (0,n — k — r),on a
R™ — R™1 = R™ — Ry R™ = (I — R(jp41)) R™
= (0pA(m+1) + A(m+1)0p) R
= 0pA(m+1) R™ + A1) 0pR™
=0, A + AMG,, m=0,12,...,
si0<r<g-loun-k-g+2<r<n-=kL

Sir=n—-k—-qg+1letd,T =0,
(R™ — R™N)T = (I - Rjps1)) R™T = 0pA(ms1) R™ T = 3pA" T .
En sommant sur m, on a pour les courants de bidegré (0,n — k — r)
I — R = 0pAs + Agdy,
sio<r<g-loun—-k—-qg+2<r<n-ketsir=n—-k-q+1etd,T =0,
(I —R:)T = 0pAcT .

Ce qui donne le théoreme.

Preuve du corollaire.

. Surjectivité. Soit [T] € HCO(;{H(M) avec0 K r<g-loun—-k-g+1<r<n-k
D’apres le théoréme,
T — R T = 0pAcT .

Puisque R; T est une forme différentielle de classe C®, 0, fermée, R T représente une classe de
cohomologie dans Hg'r (M)et[R:T] =[T]dans HCO(;{H(M ), d’oui la surjectivité de I’application
naturelle de HY" (M) — HY%" (M).

cour

. Injectivité. Si T =0pSavec0 < r < g—loun—k—-q+2<r< n-k, ondéduitdu
théoréme que S = RS + 0pA:S + A0S = ReS + 0pA:S + A: T. Donc 05,S = 0p(R:S + A T). On
pose S; = R:S + A:T. R, S est une forme différentielle de classe C* et la régularité de A; T est
de % meilleure que celle de T. Donc la régularité de S; est de % meilleure que cellede T.



On rappelle que par convention un (0, — 1) courant ou une (0, — 1)-forme différentielle est

nul.

Si T = f une forme différentielle de classe C®, alors f = dj,(R.S + A¢ f) avec RS + A; f
qui est de classe C®, ce qui donne linjectivit¢é de I'application naturelle de
HY" (M) — HY% (M). O

cour
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