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0. Introduction

Soit M une sous-variété CR générique de codimension k d'une variété analytique complexe
X de dimension 7. On suppose que M est g-concave.

DEFINITION 0.1. — Une fonction @ définie sur M est dite (q + k)-convexe (respectivement
(g + k) -concave) au point p € M, si pour toute extension 17/ de classe @2 de @ (respectivement
—@) a un voisinage de p dans X, la forme de Lévi de () restreinte a l'espace tangent complexe
T,;C (M) possede au moins q valeurs propres strictement positives.

DEFINITION 0.2. — On dit que M est q-concave a l'infini, 1 < q < ”%k, si

a) M est g-concave;

b) il existe une fonction @ de classe @2 sur M, un compact K C M et une constante ¢ €
R U {+o} tels que:

i) @ < Ce SUrM|K ;
ii) {z€ M | p(z) < c} est compact pour tout ¢ < Coo ;
iii) @ est (q + k)-concave en tout point p de M |K.

En combinant les théoremes 4.2.7 et 4.2.9 de [R], on a le résultat suivant de finitude des
groupes de d;-cohomologie de classe #* de M.

THEOREME 0.3. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et M une sous-
variété CR générique de codimension k de X. On suppose que M est q-concave a linfini, 1 <
q< ”%k.Alors,

dim HY" (M) < +oo pour0 < r < q — 2.

Classification math. : 32F40, 32F10.

Mots-clés : g-concave, variété CR, théoreme de séparation, g-concave a 'infini.



Dans ce travail, on s’intéresse a la séparation du groupe HY ! (M) muni de la topologie
quotient naturelle. On a

THEOREME 0.4. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n, M C X, une
sous-variété CR générique de classe € de X . On suppose :

o M est une variété CR générique de codimension k ;

e M est q-concave a l'infini,2 < q < ”%k

Alors H(,Oo’gk1 (M) est séparé.

Un résultat de méme nature a été initialement établi par Andreotti et Vesentini [A-V] pour
les variétés analytiques complexes X, g-concaves au sens de [He-Le], c’est-a-dire possédant
une fonction d’exhaustion (g + 1)-concave en dehors d'un compact de X. Dans ce cas,
dim Hg;’(X) < 4+oopour) < r < g-—1let Hg,’q(X) est séparé. Si M est une sous-variété
CR générique g-concave et compacte, Henkin [He] a obtenu la finitude de la dimension du
groupe Hg;’ (M) pour 0 < r < g — 1 etlaséparation de Hg,’q(M ). Ce résultat de Henkin a été
généralisé par Hill et Nacinovich [H-N] aux variétés CR abstraites g-concaves compactes.

Le cas des hypersurfaces réelles d'une variété analytique complexe a été étudié dans
[L-Le2001] par la méthode des représentations intégrales.

Dans [L-Le98] et [L-Le2001], il a été annoncé que la méthode utilisée dans [L-Le98] et
[L-Le2001] peut s’étendre aux variétés CR génériques pour lesquelles on a des formules de re-
présentation intégrale. D’apres les travaux de Moulay Y. Barkatou et Christine Laurent-
Thiébaut [B-L], on a sur les variétés CR génériques g-concaves des formules de représentation
intégrale.

Partant donc des formules de représentation intégrale de [B-L] et [L-S], on construit une
formule d’homotopie. Cette formule nous permet suivant [L-Le2001] de montrer que le

n,n—k—q+2

(n,n—k—q + 2)iéme groupe HO, . (M) de 5b-cohomologie des formes différentielles

continues a support compact dans M est de dimension finie. La séparation de Hg,’qfl(M )
est alors déduite par dualité grace au théoréme 3.4 de [L-Le2001], au lemme 4.2.3 et au théo-

reme 4.2.5 de [R].

1. Préliminaires et notations

Soient X une variété analytique complexe de dimension n, M C X une sous-variété réelle
de classe @? de X. Soit k la codimension réelle de M.

DEFINITION 1.1.
i) M estdite CR, si la dimension de TZ(C(M ), Uespace tangent complexe a M en z est indé-
pendante du pointz € M.

ii) M est dite CR générique sidimc T,C(M) = n — k en tout pointz € M.



Soient U C X, un ouvertet py,...,p des fonctions de classe @2 sur U telles que:
MmU={zeU|pl(z)=---=pk(z)=0}avecdp1/\dp2/\---/\dpk:to.

La variété M est CR générique sur M N U si et seulement si Op1 A+ ANOpr =0surM n U.
Les fonctions p, . . . ,pi sont appelées fonctions définissantes de M sur U'.

DEFINITION 1.2. — Soit M une sous-variété CR générique de codimension k d'une variété
analytique complexe de dimension n.

i) M estdite g-concave (1 < g < ”%k) au point z € M, si pour tout ouvert U de coor-
données locales autourdez et p1, . . . ,py des fonctions définissantes de M sur U, la forme de Lévi

2 _
% (1) = Z 820‘% (2) P , restreinte a TZ(C(M ) admet au moins q-valeurs propres strictement
,

négatives, o py = x1p1 + - - - + Xppg, avecx = (x1,...,Xg) € R¥\ {0}.

ii) M est dite q-concave si M est q-concave en tout point de M.

Soit X une variété analytique complexe de dimension n et M une sous-variété de X. On
suppose que M est une variété CR générique g-concave (1 < g < ”%k)de codimension k.
Soient zp € M, U un ouvert de coordonnées locales autour de zg et p1, . . .,pj des fonctions qui
définissent M sur U. Soit ¢ > 0 une constante. Posons

k
szf)j+CZﬁ€ M
v=1
k
p-j= _ﬁj+CZf)€-
v=1
On définit J comme 'ensemble de tous les sous-ensembles I C {+1,...,+ k} telsque |i| # | j]

pourtouti,j € Iaveci # j.PourI € J, |I| désigne le nombre d’élémentsde I, J(£),1 < ¥ <
k, est’ensemble de tousles I € Javec |I| = L et (£),1 < £ < k estl’ensemble de tous les
I € Jdelaformel = (iy,...,ip) avec |iy| = v,pourv =1,... L.

Soient I = (iy,...,ip) un élément de J(¥), (ey,...,er) la base canonique de R¥. Posons
I I
ej=-ejpourl < j< k.Ar=1{> Aje;; 1A; >0, Y A; =1} définitalorsun (|| - 1)-
j=1 i=1
simplexe.

Soit pp = A1pj + - - - + Arpi,, une fonction définissante de M dans la direction de A =
(A1,...,Ar) € Ar Il est connu (voir [B-L]) qu'il existe un ouvert U’ cC U, tel quesiC > 0
est suffisamment grand dans (1), alors pour tout I € J et tout A € Aj, la forme de Lévi QPXA (2)
admet au moins (g + k) valeurs propres strictement positives.

ProposSITION 1.3. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n, M une sous-
variété de X. On suppose que M est une sous-variété CR générique de codimension k. Soient
p € M, U un ouvert de coordonnées locales autour de p, p1, ...,D des fonctions de classe @>
sur U qui définissent M et @ une fonction définie sur M. Considérons les assertions suivantes :



i) Il existe un ouvert U’ cc U relativement compact dans U contenant p, Y, p1,...,0k
p-1,...,P_k des fonctions de classe @ suruy’, P1s-+LkrP—1,---,P—k définies comme dans (1)
tels que les conditions suivantes soient vérifiées :

ay=gesurU n M.
b) (piy,...,py) avecl = (iy, ... i) € J(k) sont définissantes de M dans U’ .

¢) Pour tout A = (Ao, ...,A) appartenant a un k-simplexe, la forme de Lévi %X (Agyp +
Arpiy + - - -+ Appi ) (p) admet au moins (q + k) valeurs propres strictement positives.

ii) p est (q + k) convexeen p € M.

Alors ii) = i).

Démonstration. — Supposons que ii) est réalisée. Puisque M est g-concave, il existe un
ouvert de coordonnées U autour de p, des fonctions py,...,p¢,0-1,...,0_i de classe @ surU
tels que pour (Ay,...,A;) appartenant a un (k — 1) simplexe, I = (iy,...,i;) € J(k) la forme
de Lévi 2Y (A, piy ++ - - +Agp;) admet au moins (g + k) valeurs propres strictement positives.
Soit (/ une extension de @ dans un voisinage de p dans X. On suppose U suffisamment petit
desorteque@ = @sur M n U.Posons . = ¢ + cZk: p%, avecc >> 0., =@surM n U et

v=1
est donc aussi une extension de @ a U. Pour montrer i), il suffit de montrer cette assertion plus

précise:

ASSERTION 1.4

Il existe une constante cx > 0 telle que pour tout ¢ > cy, tout (iy,...,ix) € J(k),A =
k
(Ag,AL, ..., Ak) un élément d'un k-simplexe, la forme de Lévi ZX()\O(pC + Z Avpi,)(p) admet
v=1
au moins (q + k) valeurs propres strictement positives.

Nous allons d’abord prouver que pour Ay = [0,1], la forme de Lévi

k
() M AP + Z Avpi,)(p) restreinte & T;CM

v=1 . o
a q-valeurs propres strictement positives.

SiAg =0, c’estla g-concavité de M en p.
SiAg = 1, c’est 'hypothése sur ¢y dans la définition 0.1 au voisinage de p.

k
Considérons 0 < Ag < 1.Posons @y = ¢ + Y, i—;’piv. @, est aussi une extension de
v=1

@. D’apres la réalisation de i), gM (@) (p) admet au moins g-valeurs propres strictement
positives.

k
Mais #M (Ao@a) = Ao 2 (@1) et 2 (No@p) = 2M (Ao + 3 Avpy, ) etdo M (@) admet
v=1

g-valeurs propres strictement positives. Ce qui donne ().

Preuve de l'assertion: elle est identique au cas hypersurface traité dans [L-Le95]. U



REMARQUE 1.5
a) D’apres la proposition 2.2.9 de [R], si @ est une fonction (g + k) convexe au point p € M
au sens de la définition 0.1, alors @ est (g + k)-convexe au sens de la définition 2.2.8 de [R].

b) Dans toute la suite quand nous parlerons d’'une extension de la fonction ¢ dans un voi-
sinage de p, alors il s’agira d'une extension  qui vérifie I’assertion i) de la proposition 1.3.

DEFINITION 1.6. — Soient X une variété analytique complexe de dimension net M une sous-

variété de X de codimension réelle k. On suppose que M est CR générique et q-concave (1 < q <
n—k
).
2

On dit que [ D,G] est une extension strictement g-convexe dans M, si D et G sont des ouverts
de M avec D < G tels que:

i) G\ D est compact;

ii) il existe un voisinage W de G \ D dans M, une fonction (q + k)-convexe o définie sur W
tels que:

a) DNW={zeW | p) <0tetGNW ={ze W | p(z) <1};

b) Yz € 0D U 0G, dp(z) = 0.

Nortations 1.7. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n, M une sous-
variété CR générique de codimension k de X. Soit Q ¢ M, un ouvertde M. Si¥ € N U {+o},
on note (”g q(Q) (respectivement @5 q(ﬁ)) I'espace des ( p,q)-formes différentielles de classe
@' sur Q (respectivement sur Q).

Pour £ € N et x E]O,%], @5}“(9) (respectivement @”ﬁj;"‘(ﬁ)) désigne le sous-espace de

%’ﬁ’ ¢ () (respectivement @5 q(ﬁ)) dontles dérivées d’ordre £ sont holdériennes d’ordre «. Soit

D c M un sous-ensemble de M, on note @ﬁyq(D; M) (respectivement @ﬁ:f‘(D; M)) le sous-

+x

espace de @qu(M ) (respectivement de %5 (M)) a support compact dans D. @ﬁ’q(c; M) est

q
le sous-espace de @5 ¢(M) dont les éléments sont a support compact.

On associe a ces espaces, les sous-espaces suivants :

Z! (@) = @, (Q) N Kerdy,
E} ,(Q) = @} (Q) N Im3,
Ept(Q) = 3y @ 1 (Q),
z! ,(¢; M) = @ ,(c; M) 0 Ker 3y,
Z! (D; M) = @', (D; M) 1 Ker 3y,

0+ . _ ool . 3
Zp,q (D; M) = gp,q (D; M) n Ker 0y,

z! (@) = €} ,(Q) N Kerd),

Eb (@) =3,@), | (Q)

ELH(Q) = 3,@5 1 (Q)
Epq(6; M) =3,€,, 1(c; M)
Ep 4(D; M) =3, 4 1 (D; M)

O+ 3 +
Ep i (D; M) = 3,4 (D; M)



Ce qui nous donne les espaces quotients suivants:

z8 ,(Q .zt @
HP( >=—E’;"’EQ;, H{,’”"NQ):—E’;"’EE;,
pq pq
, ' (Q) 0= Zha@)
Hﬁﬁz( )= E(H—O((Q) Hﬂﬁz( )= Egtia(g)’
M
H;'C‘?(M)_ kel
' q(c; M)

2. Formule d’homotopie en un point de g-concavité pour les grands degrés

Soient @, M, K comme dans la définition 0.2 et zp € M \ K. Supposons dp(zy) # 0. Onva
établir une formule d’homotopie pour un domaine dont le bord contient zy. Puisque ce sont
des résultats locaux, on peut supposer sans perte de généralité que X est C".

Considérons U, U’ comme dans l'assertion i) de la proposition 1.3. Il n’y a pas perte de
généralité en supposant p(zy) =0etU ' ={z € C" | |z - z| < T}, ouT € RY.

Soit p4 une extension de —@ a U’ ayant les propriétés de @ dans I'assertion i) de la pro-
position 1.3. Posons Q = {z € U’ | p«(z) < 0}. Puisque d@(z9) # 0, on peut choisir T
suffisamment petit de sorte que Q soit a bord lisse par morceaux. En posant w = Q n M, on
a la formule de Bochner-Martinelli-Koppelman sur w pour les (n,r) formes différentielles de
classe @' surw avec n — k — g+1< r< n-— k,voir théoreme 0.1 de [B-L].

Posons p(z) = |z — zp|? — T? et pour B > 0, pxg = maxg(px,p), ol maxg est le maximum
régularisé défini par [He-Le].

Soit I = (iy,...,ig,*) un multiindice avec I = (i, ...,ix) € J' (k). D’apres la définition
de pypg, onapourtout A = (Aq,...,A,Ax) € Ary,laforme de Lévi Y (AgpspgtAipy +-- -+
Akpi.) admet (g + k) valeurs propres strictement positives.

Le plus gros sous-espace E de C™ pour lequel Z’U,(A*p*g +A1piy + -0+ Agpi,) est
définie positive est de dimension supérieure ou égale a g + k. Posons Q** la projection de C”
sur le supplémentaire orthogonal de E,, et Qg = {z € Q | pxg(z) < 0}, c’est un domaine a
bord lisse qui approxime Q.

Pour avoir une formule d’homotopie sur wg = Qg N M, il nous faut définir les sections de
Leray @4 et ¢ 1.« du paragraphe 2.3 de [L-S] qui pour A, = 0, sont égales aux sections ( et
Y. du paragraphe 2.1 de [L-S].

Pour A = (Aq,...,A,Ax) € Apx posons ot = Axpsxp +A1py + - - - + Agpj,, etpour j =
1,...,n

w], (£2zA) = zf - Za]k<§><§k —z) + A Z Qe (& — 20,



ol a?. .. sont des fonctions de classe #* sur U ' vérifiant

A A
‘a?k - % < ;(?surU'.
On pose
Wi (£22) = (Wi, (E2), ... 0}, (£2))
P14 (E24) = (w1« (§,2,A),8 — 2)
et
Wik (E2A) = % .

On se fixe @ (&,z,A) du paragraphe 2.1 de [L-S] comme 14 (&,2,A) avec A = 0.

La section g7« (&,2,A) est définie a partir de 4 et la section de Bochner-Martinelli
comme dans 2.3 de [L-S].

Posons p, = %(p1+- «o+pi), I. = (i1, ...,ir,) unmultiindice ot (i1, . ..,ix) € J' (k). Pour
A= (Ay,...,AA,) € Ap,avec A, # 1, on sait définir les sections /. et ;. (cf. paragraphe 2.2
de [L-S]). Considérons maintenant le multiindice I.* = (i, ...,ik,.,%) ol (if,...,ir) € T (k).
Soit A = (A1,...,A,A.Ax) € ALx.Pour A, = 1,0on pose A’ = (13.,...,15’;.,1)7";.) (A€ Al

On définit la section .4 (&,z,A) en remplacant pN intervenant dans la construction de .

par p* = Alpiy + -+ ALpi + A pyp, Ol ?\'j = ﬁ, j=1,...,kx.Laaussi pour Ax = 0,
Ur.x(&,2,A) = ¢1.(&,2,A). Yor.« (§,2,A) est alors définie de maniére standard.

On remplace les sections Wi, Worx, Wi.x €t Yor.x du paragraphe 2.3 de [L-S] par ces nou-
veaux Y., Yorx, Y1.x €t Yor.x, ce qui nous permet d’établir :

THEOREME 2.1. — Pourn — k — q+1 < s < n — k, il existe des opérateurs bornés T de
ngs +1(@g) vers C,ll/sz(wl;) tels que pour chaque (n,s) forme différentielle f de classe @' surwe,
ona:

f=0Ta f+ T3y f .
Lopérateur

k(k+1)

j“sgz (_1)(}‘Z+S)(k+1)+T [/ g(g) A [RM]n,s(gy') + (_1)n+s+l
Eewg

/ g(&) A [GM]n,s(gy'):| H
Eebwg

ot Gy est l'analogue pour Qg du noyau Gy dans le paragraphe 2.3 de [L-S].

Démonstration du théoreme. — Elle estidentique a celle du théoreme 2.3.1 de [L-S], puis-
que notre section 14 est (g+k) holomorphe en z, on ales annulations nécessaires de la preuve
du théoreme 2.3.1 de [L-S]. La régularité intérieure provient de la régularité du noyau Ry, car
pour le noyau Gy, on intégre sur bwg. U



3. Finitude du (n,n — k — q + 2)-iéme groupe de d;,-cohomologie 4 support compact

Dans cette partie, nous allons établir un résultat de finitude de la dimension du (n,n — k —
q + 2)-iéme groupe de 9,-cohomologie & support compact dans M.

Commencons d’abord par définir quelques notions qui vont nous aider a établir le résultat.

DErINITION 3.1. — Une configuration affine q-convexe pour M est la donnée d’'une collec-
tion ordonnée [U,D,,p1,...,P:P-1,--- Pkl

« U est un convexe de C" (biholomorphe normalement a un convexe de C").

e YU,P1,--PP-1,---,P—k SOt des fonctions a valeurs réelles de classe @ définies sur U
telles que:

i) D={ze U | y(z) <0}etdy(z) + 0 pourz € oD.

ii) Pourl = (iy,...,i;) € J(k), les fonctions {piy,...,pi.} sont des fonctions définis-
santes de M sur U .

iii) 0piy A -+ AOpj, + OsurU.

iv) SionnoteQ, ={ze U | py(z) <0},ve{+l,...,+k}=J, MnU= ﬂjﬁv,

je
U\M=U Q,,U=U Q,. :
JjeJ jel

v) Pouriy,...,ip, 4 < k,ij € Jtelsquelij| = |ipl sih # j,dy(z) Adpj(2) A--- A
dpi)(z) # 0sur{z € U | ¢(2) = p;(2) = - - - = p;(2) =0}

vi) Pour tout A = (Ag,A1,...,Ar) un élément d'un k-simplexe, la forme de Lévi
PX Aoy + A1piy + - - + Appi) admet au moins (q + k) valeurs propres stricte-
ment positives en tout point de U .

Remarque. — D’apres le théoréme 2.3.1, on a une formule d’homotopie pour les formes
différentielles de classe @' sur 55 N M (pour > 0) qui sont de bidegrés (n,s) avecn -k — g+
1<s<n-—k.

DEFINITION 3.2.
1) Une bosse q-convexe pour M est une collection ordonnée [Uy,U,,Dy,Dp,W1,W2,p1,
02, PkrP-1,---,P—k] telle que

. Uy cC U, sont des ouverts relativement compact dans X et U, est biholomorphe a un
domaine relativement compact de C",

« [Ub,Di,@i,p1, - PiP-1,----P—k), I = 1,2 est une configuration affine q-convexe
pour M.

« Dy C DyavecD, \ D; cCc Uy etDy ¢ U.

Remarque. — Siu € ngr(Di NU,nM),i=12avecdu = 0,soit > 0et Dg, undomaine
a bord lisse obtenu par les fonctions maxg de [He-Le] et qui approxime D; N Uy, alors d’apres
la formule d’homotopie du paragraphe 2, T,u € cl/2

nr—1(Dg; N M) et est solution de Opv = u
sur Dg, N M.



2) On dit que [01,0,,V ] est un élément d'extension q-convexe dans M, si 01, 0, sont des
domaines de M a bord @ etV est un ouvert relativement compact dans M tels que :

. 010y

« 02\OyCCV;

. il existe une bosse q-convexe [Uy,Us,D1,D2,y1,W2,01, - . . Ljs0—1, - - 0—k | telleque:V =
MnUWetpouri=12;0;nV ={zeV |yp;i(z) <0} =D;nV.

3) On dit que 0, peut-étre obtenu de 61 par un élément d'extension q-convexe dans M, s'il
existe V dans M, tel que[01,0,,V ] est un élément d’extension g-convexe dans M.

THEOREME 3.3 (Th. 4.1.4 de [R]). — Soit M une sous-variété CR générique q-concave de co-
dimension k d'une variété analytique complexe X de dimension n. Soit [ D,G] une extension
g-convexe stricte dans M et (U;) je; un recouvrement de G\ D par des ouverts de M. Alors, il
existe des ouvertsde M ; 0¢,01, . ..,0N, Vo,V1,...,VN_1 tels que:

« 0p=DetOy=G;
. Pourtouti € {0,1,...,N —1},[0;,0:41,V;] est un élément d’extension q-convexe dans M ;

. Pourtouti € {0,...,N — 1}, il existe jo € I, telqueV; C C Uj,.

On peut maintenant établir le théoréme de finitude.

THEOREME 3.4. — Soit X une variété analytique complexe de dimension n, M C X unesous-
variété de X. On suppose :

« M est une variété CR générique de codimension k ;
« M est q-concave a l'infini.

Alors dim HO'f;”7k7q+2(M) < o0,

Pour faire la preuve du théoréeme, nous avons besoin de deux lemmes.

LEMME 3.5. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et M une sous-
variété CR générique de X de codimension k. On suppose que M est q-concave, 1 < q < ”%k
Soit @ une fonction de classe €~ sur M, (q + k)-convexe telle que: si a := infgepr @(8) et b :=
Supgep W(E), alors pour tout &,y €la,bl, U'ensemble {cx < ¢ < y} est compact, alors pour
tout o,y €la,bl, x < yettoutd > 0, on al'assertion suivante: il existe un opérateur linéaire et
continu

T gokir t Zmnkogeo UXSWHEM) = G2 (@ =8 < @ <y +683 M)

tel que 5an"ik7q+2f = f sur {¢ < vy}, pour toute forme différentielle f appartenant a
Zp ke gr2 L < @l M),

Démonstration dulemme. — Soit f € Zg n—k—q+2 ({ax < @p}; M), posons Qy = {P < «}.

Pour montrer le lemme, il suffit de montrer que pour tout y €]a,b[ et 5" > 0 tel que y +

&' < b, il existe un opérateur linéaire et continu Ty : 70 ({fa<y<y+d6hLr M) —

n,n—k—q+2



Crllfs_k_q+1 ({y <y+8})telqued,Ty f = fsur {y < y + 8'}. En effet, soit x une fonction
de classe @ sur M a supportcompactdans {¢ < y+5'} etquivautldans ({a—6 <y < y}).

Alors u = xTn( f) convient.

Soienty €]a,b[ et 6’ > Otelque y + 6" < b. Qs est une extension g-convexe stricte de
Qaig. D’apres le théoreme 4.1.4 de [R], il existe 0,01, ...,0N,Vp, V1, ..., Vy—1 des ouverts de M
tels que 6y = Qaig, On = Q5 et [0;,0i+1,Vi],i =0,...,N — 1 est un élément d’extension
g-convexe. [ = 0sur Qg, donc il existe uy = Ty( f) = 0 sur Oy telle que duy = f sur 0y. Nous

allons montrer que f est 0,-exacte sur ;.

Puisque [0y,01,V] est un élément d’extension g-convexe, il existe une bosse g-convexe

[V,U,Do,D1,W0,W1,P1s - »PksP-1,---,P—k] telle que [U,Dyy@ip1,....06P-1,. - P—k]
est une configuration affine g-convexe, i = 0,1.

Soit B > 0, D;g, i = 0,1 un domaine a bord lisse qui approxime D;. Puisque la formule
d’homotopie marche pour des formes différentielles définies jusqu’au bord, on a besoin pour
pouvoir répéter le processus d’avoir une solution u; de dpu = f sur 01 définie sur 6;.

Considérons 51 oD Dyg et V o5 V des domaines de X , tels que 51 \ Dy CcC V et on
sait résoudre le 517 sur 51 N M pour les (n,r) formes différentielles avec n — k — g + 1 <
r < n — k. D’apres la formule d’homotopie précédente, il existe un opérateur linéaire et
continu Tl de C2,n—k—q+2(51 N M) vers C,ll,/,ik,qﬂ(f)l N M) tel que dYN"l(f) = fsur 51 NnM;
d(Ti(f) = Ty(f)) = 0sur Dog 0 M et Ti(f) = To(f) € CY,_4_ o1 (Dog N M). D'apres la
formule d’homotopie, il existe un opérateur linéaire continu Tyg de Cg’n_ keg+1 (Dog N M) vers

c,llfs_k_q(DOB n M) tel que dTog(T) — To) (f) = (Ty — Ty) (f) sur Dog N M.

Soit xo une fonction de classe #* sur X a support compact dans v qui vaut 1 sur 07 \ 6.
To(f) +dxo(T = ) () = Ti(f) = d((1 = xo)(Ti = To)(f)) sur 6 .

Posons
T(f)+d (xo(Ti = ) (/) sur 0y

w=TNT(f)=1. ~ .
T(f) = d((1=x0) (T = T)(f)) sur 01\ 0y,

Alors u; convient et est obtenue par un opérateur linéaire continu; u; = Ty( f) en dehors d'un
voisinage de 01 \ 6p. On reprend le méme raisonnement avec [61,0,,V;] pour obtenir u, =
(f) sur 0, telle que duy = f sur 0,. On continue le processus et au bout de N-étapes, on
obtient uy = Tn( f) sur Oy telle que duy = fsurOyn; In(f) = Tny-1(f) en dehors d'un
voisinage de Oy \ On_1.

Par un choix convenable des voisinages de 9j+1 \ Gj, j=0,....N-1,onaIy(f)=To(f)
sur Qqy_s. |

LEMME 3.6. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et M une sous-
variété CR générique de codimension k de X. On suppose que M est q-concave a linfini, 2 <
qg< ”%k et p, €~ comme dans la définition 0.2. Soient g, € R donnés tels que xy < X < Cwo
etxg esttelquesiE € M avec (&) = g, alors @ est (g + k) concaveen &.
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Alors pour tout 6 > 0, il existe des opérateurs linéaires et continus:
T, : 70 ({p < a}; M) — CM2 ({p < a+685M)
n—k—q+2 . n,nfqu-kz (VS » n’n_k_q+1 (2SS y
et

Ko kg2 Zppi—gre (@ S 0l M) — 2,72 1 ({9 < co}s M)
telsqueﬁan_k_quzf = [+ Ky—k—g+2 f pourtoute f € Zg’n_k_qJr2 {p < a}; M).

Démonstration du lemme. — D’apres le lemme 3.5 pour 6 > 0 suffisamment petit, il
existe un opérateur linéaire

T izt Zmnk—qra 1@ S ;M) — G2 L (léo = 6 < @ < a+ 535 M)

tel que 6b L q+2f f sur {0(0 - g < cp}.

Soit Uy, unvoisinage ouvert dans M de {xgp < @} contenu dans {(xo— 5 < @} M\ Uy, est

compact. Soit (U}) j=1,..,n unrecouvrement ouvert fini de M\ Uy, par des ouverts pour lesquels

on ale théoreme 0.1 de [L-S], c’est-a-dire il existe pour chaque Jj un opérateur linéaire continu
J . 0 cl/2

T, q+2 : Znn—k—q+2(M) Con i q+1(U])te1queab ke qu2f f sur U; pour toute

f € n n—k—gq +2(M). (Uyy,(Uj) j=1,..,n) est un recouvrement ouvert fini de M. Considérons

une partition (x* x5 .. ,x"Y) de 'unité relativement au recouvrement (Uxy,(Uj) j=1,..,n) tel

que x* = 1 dans un voisinage de {g < @}.
On pose

N

Tn—k—q+2 =X T —k— q+2 +ZX T —k— q+2

j=1
et

— A L&
Kp—k—q+2 = OpX~ A T —k— q+2+zabx AT n k—g+2 *
Jj=1

Pourz ¢ {®@ < o}, 0px=,0px7, j = 1,...,N sont nulles, donc K;,__4+2 est a support dans
{@ < ol

fecr2 (U,

opxY, j = ol,...,Nest € asupport compact dans U] et T e k—g+1

n,n—q+2
doncapxI AT 1y € Y2 L (M) AINSI Ky kgaa € CUE ) (19 < oo} M),

En plus
N N .
FXF+Y X F =X T o F+ D XTI f
j=1 j=1
d’ ol
N
f= aan—k—q+2f — | opx™ A Tnoiqu+2f +Zabxj A T —k— q+2f ’

j=1
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etsid, f =0

N
517 ébxa/\T k— q+2f+ZabX]/\T k- q+2f
j=1

N N
=— |G A F+Y BXI A f = Fa|ax*+D ! | =0

j=1 j=1
N . — N .
car x*+ > x/ =1,donco, { x*+ > x/ | =
j=1 j=1
Ainsi Ky k-g+2 f € Z nn k—g+2 (1@ < xo}; M). O
Démonstration du théoreme. — cf.la preuve du théoreme 2.1 de [L-Le2001]. O

4. Théoreme de séparation de type Andreotti-Vesentini sur les variétés CR
génériques g-concaves

On va s’'intéresser a la séparation de HY ! (M). Rappelons d’abord quelques définitions
et résultats de [L-Le2001].

DEFINITION 4.1. — Soit M une sous-variété d'une variété analytique complexe X de dimen-
sion n. On suppose que M est CR générique de codimension réelle k et de classe €~ . Soient p, q
des entiers naturels avec0 < p < net0 < g < n — k. Lopérateur 0, est régulier en bidegré
(p,q), si pour tout courant T de bidegré (p,q — 1) sur un ouvertQ de M et tel que d;,T soit une
(p,q) forme différentielle de classe €* sur Q, alors il existe une (p,q — 1) forme différentielle u
de classe €% sur(Q, telle qued,u = 0, T.

DEFINITION 4.2. — Soit M une sous-variété de classe € d’'une variété analytique complexe
X de dimension n. On suppose que M est CR générique de codimension réelle k. Soient p, q des
entiers naturels avec0 < p < net0 < g < n— k. Ondit que M satisfait a la propriété de la !
propagation de l'exactitude en bidegré (p,q), si on a l'assertion suivante:

Il existe une suite (K,) nen de sous-ensembles compacts de M tels que K, CCK +1 pour tout

ne N M= | K,etsip est une (p,q) forme différentielle de classe @l sur M, 5bcp = 0,
neN

qui satisfaitébwn = @ sur K,,, ol Y, est une forme dzﬁerentzelle de classe @' sur K,,, on peut
trouver une forme différentielle 11 de classe @' sur K n+1, telle que OpWnt1 = @ sur K n+1 et

Un+1 = YPn SurKn—l

Rappelons enfin ce théoréme de [L-Le2001].

THEOREME 4.3 (de [L-Le2001]). — Soit M une sous-variété de classe € d'une variété analy-
tique complexe X de dimension n. On suppose que M est CR générique de codimension k. Soient

p, q des entiers naturelsavec0 < p< net0 < g< n-k.

12



Supposons que l'opérateurdy, est régulier en bidegré (n— p,n—k—q) et satisfait a la propriété
de la classe @' propagation de l'exactitude en bidegré (n — p,n — k — q) pourunt € N U {400},

Considérons les assertions suivantes:
@ Eb g (M) ={fe@ (M| (f@) =0VepeZ )}
pg+1ty “pq+1\ ’ ’ n—-p,n—-k—q ’

(ii) H{,p’cqﬂ(M) est séparé;
(i) By M) ={@ @y o (M) (@) =0V feZ, (M}
(iv) HO’Z*”’"*’“’(M) est séparé;

alors (i) = (ii) = (iii) = (iv).
En plus, sion a (i) pour{ = +oo, Uapplication naturelle deHoﬁl*p’nfk*q(M) - (Hoij(M)),

est un isomorphisme algébrique.

THEOREME 4.4. — Soit X une variété analytique complexe de dimension n. M C X, une
sous-variété de classe €~ de X. On suppose :

o M est une variété CR générique de codimension k ;

e M est q-concave al'infini,2 < q < ”%k

Alors HS;'Fl (M) est séparé.

n,n—k—q+2

Démonstration. — On a sous les hypothéses du théoréme que dim Hy . (M) < 4o,
donc HOn’Cn_k_q+2 (M) est séparé.

Pour faire la preuve du théoreéme, il suffit d’apres le théoreme 4.3 de montrer que::

i) Le 517 est régulier en dimension (0, — 1).

ii) Le 517 satisfait a la propriété de la ¢ propagation de I'exactitude en bidegré (0,qg — 1).

Lassertion i) provient du lemme de Poincaré pour le d;, pour les petits degrés sur une va-
riété CR générique g-concave, de la régularité des fonctions CR et de I'isomorphisme de de
Rham-Weil (voir [L-Le99], proposition 5.2).

Le point ii) est une conséquence du lemme 4.2.3 et du théoreme 4.2.5 de [R].

O
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