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0. Introduction

Soit M une sous-variété CR générique de codimension k d’une variété analytique complexe

X de dimension n. On suppose que M est q-concave.

D 0.1. — Une fonction ϕ définie sur M est dite (q + k)-convexe (respectivement

(q + k)-concave) au point p ∈ M , si pour toute extension ψ̃ de classe C
2 deϕ (respectivement

−ϕ) à un voisinage de p dans X , la forme de Lévi de ψ̃ restreinte à l’espace tangent complexe

T C
p (M ) possède au moins q valeurs propres strictement positives.

D 0.2. — On dit que M est q-concave à l’infini, 1
�

q
� n−k

2 , si

a) M est q-concave ;

b) il existe une fonction ϕ de classe C
2 sur M , un compact K ⊂ M et une constante c∞ ∈

R ∪ {+∞} tels que :

i) ϕ < c∞ sur M |K ;

ii) {z ∈ M | ϕ(z)
�

c} est compact pour tout c < c∞ ;

iii)ϕ est (q + k)-concave en tout point p de M |K .

En combinant les théorèmes 4.2.7 et 4.2.9 de [R], on a le résultat suivant de finitude des

groupes de ∂b-cohomologie de classe C
∞ de M .

T 0.3. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et M une sous-

variété CR générique de codimension k de X . On suppose que M est q-concave à l’infini, 1
�

q
� n−k

2 . Alors,

dim H 0,r
∞ (M ) < +∞ pour 0

�
r

�
q − 2.

Classification math. : 32F40, 32F10.

Mots-clés : q-concave, variété CR, théorème de séparation, q-concave à l’infini.
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Dans ce travail, on s’intéresse à la séparation du groupe H
0,q−1
∞ (M ) muni de la topologie

quotient naturelle. On a

T 0.4. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n, M ⊂ X , une

sous-variété CR générique de classe C
∞ de X . On suppose :

•M est une variété CR générique de codimension k ;

•M est q-concave à l’infini, 2
�

q
� n−k

2 .

Alors H
0,q−1
∞ (M ) est séparé.

Un résultat de même nature a été initialement établi par Andreotti et Vesentini [A-V] pour

les variétés analytiques complexes X , q-concaves au sens de [He-Le], c’est-à-dire possédant

une fonction d’exhaustion (q + 1)-concave en dehors d’un compact de X . Dans ce cas,

dim H 0,r
∞ (X ) < +∞ pour 0

�
r

�
q − 1 et H

0,q
∞ (X ) est séparé. Si M est une sous-variété

CR générique q-concave et compacte, Henkin [He] a obtenu la finitude de la dimension du

groupe H 0,r
∞ (M ) pour 0

�
r

�
q − 1 et la séparation de H

0,q
∞ (M ). Ce résultat de Henkin a été

généralisé par Hill et Nacinovich [H-N] aux variétés CR abstraites q-concaves compactes.

Le cas des hypersurfaces réelles d’une variété analytique complexe a été étudié dans

[L-Le2001] par la méthode des représentations intégrales.

Dans [L-Le98] et [L-Le2001], il a été annoncé que la méthode utilisée dans [L-Le98] et

[L-Le2001] peut s’étendre aux variétés CR génériques pour lesquelles on a des formules de re-

présentation intégrale. D’après les travaux de Moulay Y. Barkatou et Christine Laurent-

Thiébaut [B-L], on a sur les variétés CR génériques q-concaves des formules de représentation

intégrale.

Partant donc des formules de représentation intégrale de [B-L] et [L-S], on construit une

formule d’homotopie. Cette formule nous permet suivant [L-Le2001] de montrer que le

(n,n−k−q + 2)ième groupe H
n,n−k−q+2

0,c (M ) de ∂b-cohomologie des formes différentielles

continues à support compact dans M est de dimension finie. La séparation de H
0,q−1
∞ (M )

est alors déduite par dualité grâce au théorème 3.4 de [L-Le2001], au lemme 4.2.3 et au théo-

rème 4.2.5 de [R].

1. Préliminaires et notations

Soient X une variété analytique complexe de dimension n, M ⊂ X une sous-variété réelle

de classe C
2 de X . Soit k la codimension réelle de M .

D 1.1.

i) M est dite CR, si la dimension de T C
z (M ), l’espace tangent complexe à M en z est indé-

pendante du point z ∈ M .

ii) M est dite CR générique si dimC T C
z (M ) = n − k en tout point z ∈ M .
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Soient U ⊂ X , un ouvert et ρ1, . . . ,ρk des fonctions de classe C
2 sur U telles que :

M ∩U =
{

z ∈ U | ρ1(z) = · · · = ρk(z) = 0
}

avec dρ1 ∧ dρ2 ∧ · · · ∧ dρk ≠ 0.

La variété M est CR générique sur M ∩U si et seulement si ∂ρ1 ∧ · · · ∧ ∂ρk ≠ 0 sur M ∩U .

Les fonctions ρ1, . . . ,ρk sont appelées fonctions définissantes de M sur U .

D 1.2. — Soit M une sous-variété CR générique de codimension k d’une variété

analytique complexe de dimension n.

i) M est dite q-concave (1
�

q
� n−k

2 ) au point z ∈ M , si pour tout ouvert U de coor-

données locales autour de z et ρ1, . . . ,ρk des fonctions définissantes de M sur U , la forme de Lévi

Lρx (t ) = �
α,β

∂2ρx

∂zα∂z̄β
(z)t αt̄ β, restreinte à T C

z (M ) admet au moins q-valeurs propres strictement

négatives, où ρx = x1ρ1 + · · · + xkρk , avec x = (x1, . . . ,xk) ∈ R
k \ {0}.

ii) M est dite q-concave si M est q-concave en tout point de M .

Soit X une variété analytique complexe de dimension n et M une sous-variété de X . On

suppose que M est une variété CR générique q-concave (1
�

q
� n−k

2 )de codimension k.

Soient z0 ∈ M , U un ouvert de coordonnées locales autour de z0 et ρ̂1, . . . ,ρ̂k des fonctions qui

définissent M sur U . Soit c > 0 une constante. Posons

ρ j = ρ̂ j + c

k�
ν=1

ρ̂2
ν (1)

ρ− j = −ρ̂ j + c

k�
ν=1

ρ̂2
ν .

On définit � comme l’ensemble de tous les sous-ensembles I ⊂ {±1, . . . ,±k} tels que |i| ≠ | j|

pour tout i, j ∈ I avec i ≠ j . Pour I ∈ � , |I | désigne le nombre d’éléments de I , � (`), 1
�
`

�

k, est l’ensemble de tous les I ∈ � avec |I | = ` et � ′(`), 1
�
`

�
k est l’ensemble de tous les

I ∈ � de la forme I = (i1, . . . ,i`) avec |iv | = ν, pour ν = 1, . . . ,`.

Soient I = (i1, . . . ,i`) un élément de � (`), (e1, . . . ,ek) la base canonique de Rk . Posons

e− j = −e j pour 1
�

j
�

k. ∆I =
{ `

�
j=1
λ j ei j

| λ j � 0 ,
`

�
i=1
λi = 1

}
définit alors un (|I | − 1)-

simplexe.

Soit ρλ = λ1ρi1 + · · · + λkρik
, une fonction définissante de M dans la direction de λ =

(λ1, . . . ,λk) ∈ ∆I . Il est connu (voir [B-L]) qu’il existe un ouvert U ′ ⊂⊂ U , tel que si C � 0

est suffisamment grand dans (1), alors pour tout I ∈ � et tout λ ∈ ∆I , la forme de Lévi L
X
ρλ
(z)

admet au moins (q + k) valeurs propres strictement positives.

P 1.3. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n, M une sous-

variété de X . On suppose que M est une sous-variété CR générique de codimension k. Soient

p ∈ M , U un ouvert de coordonnées locales autour de p, ρ̂1, . . . ,ρ̂k des fonctions de classe C
2

sur U qui définissent M etϕ une fonction définie sur M . Considérons les assertions suivantes :
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i) Il existe un ouvert U ′ ⊂⊂ U relativement compact dans U contenant p, ψ, ρ1, . . . ,ρk ,

ρ−1, . . . ,ρ−k des fonctions de classe C
2 sur U ′, ρ1, . . . ,ρk ,ρ−1, . . . ,ρ−k définies comme dans (1)

tels que les conditions suivantes soient vérifiées :

a)ψ = ϕ sur U ′ ∩ M .

b) (ρi1 , . . . ,ρik
) avec I = (i1, . . . ,ik) ∈ � (k) sont définissantes de M dans U ′.

c) Pour tout λ = (λ0, . . . ,λk) appartenant à un k-simplexe, la forme de Lévi L
X (λ0ψ +

λ1ρi1 + · · · + λkρik
)(p) admet au moins (q + k) valeurs propres strictement positives.

ii)ϕ est (q + k) convexe en p ∈ M .

Alors ii)⇒ i).

Démonstration. — Supposons que ii) est réalisée. Puisque M est q-concave, il existe un

ouvert de coordonnées U autour de p, des fonctions ρ1, . . . ,ρk ,ρ−1, . . . ,ρ−k de classe C
2 sur U

tels que pour (λ1, . . . ,λk) appartenant à un (k − 1) simplexe, I = (i1, . . . ,ik) ∈ � (k) la forme

de Lévi L
U (λ1ρi1 + · · ·+λkρik

) admet au moins (q + k) valeurs propres strictement positives.

Soit ψ̃ une extension deϕ dans un voisinage de p dans X . On suppose U suffisamment petit

de sorte que ψ̃ = ϕ sur M ∩U . Posonsϕc = ψ̃ + c
k

�
ν=1
ρ2
ν avec c >> 0.ϕc = ϕ sur M ∩U et

est donc aussi une extension deϕ à U . Pour montrer i), il suffit de montrer cette assertion plus

précise :

A 1.4

Il existe une constante cλ > 0 telle que pour tout c � cλ, tout (i1, . . . ,ik) ∈ � (k), λ =

(λ0,λ1, . . . ,λk) un élément d’un k-simplexe, la forme de Lévi L
X (λ0ϕc +

k

�
ν=1
λνρiν )(p) admet

au moins (q + k) valeurs propres strictement positives.

Nous allons d’abord prouver que pour λ0 = [0,1], la forme de Lévi

(∗) L
M
(λ0ψ̃ +

k�
ν=1

λνρiν )(p) restreinte à T C
p M

a q-valeurs propres strictement positives.

Si λ0 = 0, c’est la q-concavité de M en p.

Si λ0 = 1, c’est l’hypothèse sur ψ̃ dans la définition 0.1 au voisinage de p.

Considérons 0 < λ0 < 1. Posons ϕλ = ψ̃ +
k

�
ν=1

λν
λ0
ρiν . ϕλ est aussi une extension de

ϕ. D’après la réalisation de ii), L
M (ϕλ)(p) admet au moins q-valeurs propres strictement

positives.

Mais L
M (λ0ϕλ) = λ0L

M (ϕλ) et L
M (λ0ϕλ) = L

M
(
λ0ψ̃+

k

�
ν=1
λνρiν

)
etλ0L

M (ϕλ) admet

q-valeurs propres strictement positives. Ce qui donne (∗).

Preuve de l’assertion : elle est identique au cas hypersurface traité dans [L-Le95].
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R 1.5

a) D’après la proposition 2.2.9 de [R], siϕ est une fonction (q + k) convexe au point p ∈ M

au sens de la définition 0.1, alorsϕ est (q + k)-convexe au sens de la définition 2.2.8 de [R].

b) Dans toute la suite quand nous parlerons d’une extension de la fonctionϕ dans un voi-

sinage de p, alors il s’agira d’une extensionψ qui vérifie l’assertion i) de la proposition 1.3.

D 1.6. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et M une sous-

variété de X de codimension réelle k. On suppose que M est CR générique et q-concave (1
�

q
�

n−k
2 ).

On dit que [D,G] est une extension strictement q-convexe dans M , si D et G sont des ouverts

de M avec D ⊆ G tels que :

i) G \ D est compact ;

ii) il existe un voisinage W de G \ D dans M , une fonction (q + k)-convexeϕ définie sur W

tels que :

a) D ∩W = {z ∈ W | ϕ(z) < 0} et G ∩W = {z ∈ W | ϕ(z) < 1} ;

b) ∀z ∈ ∂D ∪ ∂G, dϕ(z) ≠ 0.

N 1.7. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n, M une sous-

variété CR générique de codimension k de X . Soit Ω ⊂ M , un ouvert de M . Si ` ∈ N ∪ {+∞},

on note C
`
p,q(Ω) (respectivement C

`
p,q(Ω)) l’espace des (p,q)-formes différentielles de classe

C
` surΩ (respectivement surΩ).

Pour ` ∈ N et α ∈]0, 1
2], C

`+α
p,q (Ω) (respectivement C

`+α
p,q (Ω)) désigne le sous-espace de

C
`
p,q(Ω) (respectivement C

`
p,q(Ω)) dont les dérivées d’ordre ` sont holdériennes d’ordreα. Soit

D ⊂ M un sous-ensemble de M , on note C
`
p,q(D; M ) (respectivement C

`+α
p,q (D; M )) le sous-

espace de C
`
p,q(M ) (respectivement de C

`+α
p,q (M )) à support compact dans D. C

`
p,q(c; M ) est

le sous-espace de C
`
p,q(M ) dont les éléments sont à support compact.

On associe à ces espaces, les sous-espaces suivants :

Z`p,q(Ω) = C
`
p,q(Ω) ∩ Ker ∂b, Z`p,q(Ω) = C

`
p,q(Ω) ∩ Ker ∂b

E `p,q(Ω) = C
`
p,q(Ω) ∩ Im ∂b, E `p,q(Ω) = ∂bC

`
p,q−1(Ω)

E `+αp,q (Ω) = ∂bC
`+α
p,q−1(Ω), E `+αp,q (Ω) = ∂bC

`+α
p,q−1(Ω)

Z`p,q(c; M ) = C
`
p,q(c; M ) ∩ Ker ∂b, E `p,q(c; M ) = ∂bC

`
p,q−1(c; M )

Z`p,q(D; M ) = C
`
p,q(D; M ) ∩ Ker ∂b, E `p,q(D; M ) = ∂bC

`
p,q−1(D; M )

Z`+αp,q (D; M ) = C
`+α
p,q (D; M ) ∩ Ker ∂b, E `+αp,q (D; M ) = ∂bC

`+α
p,q−1(D; M )
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Ce qui nous donne les espaces quotients suivants :

H
p,q

`
(Ω) =

Z`p,q(Ω)

E `p,q(Ω)
, H

p,q

`
(Ω) =

Z`p,q(Ω)

E `p,q(Ω)
,

H
p,q

`+α(Ω) =
Z`p,q(Ω)

E `+αp,q (Ω)
, H

p,q

`+α(Ω) =
Z`p,q(Ω)

E `+αp,q (Ω)
,

H
p,q

`,c
(M ) =

Z`p,q(c; M )

E `p,q(c; M )
.

2. Formule d’homotopie en un point de q-concavité pour les grands degrés

Soientϕ, M , K comme dans la définition 0.2 et z0 ∈ M \ K . Supposons dϕ(z0) ≠ 0. On va

établir une formule d’homotopie pour un domaine dont le bord contient z0. Puisque ce sont

des résultats locaux, on peut supposer sans perte de généralité que X est Cn.

Considérons U , U ′ comme dans l’assertion i) de la proposition 1.3. Il n’y a pas perte de

généralité en supposantϕ(z0) = 0 et U ′ =
{

z ∈ Cn | |z − z0| < τ
}

, où τ ∈ R+
∗.

Soit ρ∗ une extension de −ϕ à U ′ ayant les propriétés de ψ dans l’assertion i) de la pro-

position 1.3. Posons Ω = {z ∈ U ′ | ρ∗(z) < 0}. Puisque dϕ(z0) ≠ 0, on peut choisir τ

suffisamment petit de sorte que Ω soit à bord lisse par morceaux. En posantω = Ω ∩ M , on

a la formule de Bochner-Martinelli-Koppelman sur ω pour les (n,r) formes différentielles de

classe C
1 surω avec n − k − q + 1

�
r

�
n − k, voir théorème 0.1 de [B-L].

Posons ρ̃(z) = |z − z0|
2 − τ2 et pour β > 0, ρ∗β = maxβ(ρ∗,ρ̃), où maxβ est le maximum

régularisé défini par [He-Le].

Soit I∗ = (i1, . . . ,ik ,∗) un multiindice avec I = (i1, . . . ,ik) ∈ � ′(k). D’après la définition

de ρ∗β, on a pour tout λ = (λ1, . . . ,λk ,λ∗) ∈ ∆I∗, la forme de Lévi L
U ′

(λ∗ρ∗β + λ1ρi1 + · · · +
λkρik

) admet (q + k) valeurs propres strictement positives.

Le plus gros sous-espace E λ∗ de Cn pour lequel L
U ′

(λ∗ρ∗β + λ1ρi1 + · · · + λkρik
) est

définie positive est de dimension supérieure ou égale à q + k. Posons Qλ∗ la projection de Cn

sur le supplémentaire orthogonal de Eλ∗ et Ωβ = {z ∈ Ω | ρ∗β(z) < 0}, c’est un domaine à

bord lisse qui approximeΩ.

Pour avoir une formule d’homotopie surωβ = Ωβ ∩ M , il nous faut définir les sections de

Leray ψI∗ et ψI•∗ du paragraphe 2.3 de [L-S] qui pour λ∗ = 0, sont égales aux sectionsψI et

ψI• du paragraphe 2.1 de [L-S].

Pour λ = (λ1, . . . ,λk ,λ∗) ∈ ∆I∗ posons ρλ = λ∗ρ∗β + λ1ρi1 + · · · + λkρik
, et pour j =

1, . . . ,n

ω
j

I∗(ξ,z,λ) = 2
∂ρλ

∂ξj
−

n�

k=1

aλjk(ξ)(ξk − zk) + A′
n�

k=1

Qλjk(ξk − zk),
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où aλjk sont des fonctions de classe C
∞ sur U ′, vérifiant

∣∣∣∣∣aλjk −
∂ρλ

∂ξj∂ξk

∣∣∣∣∣ <
αλ

2n2 sur U ′.

On pose

ωI∗(ξ,z,λ) =
(
ω1

I∗(ξ,z,λ), . . . ,ωn
I∗(ξ,z,λ)

)

ΦI∗(ξ,z,λ) = 〈ωI∗(ξ,z,λ),ξ − z〉

et

ψI∗(ξ,z,λ) =
ωI∗(ξ,z,λ)

ΦI∗(ξ,z,λ)
.

On se fixeψI (ξ,z,λ) du paragraphe 2.1 de [L-S] commeψI∗(ξ,z,λ) avec λ∗ = 0.

La section ψ0I∗(ξ,z,λ) est définie à partir de ψI∗ et la section de Bochner-Martinelli

comme dans 2.3 de [L-S].

Posons ρ• = 1
k
(ρ1 + · · ·+ρk), I • = (i1, . . . ,ik ,•) un multiindice où (i1, . . . ,ik) ∈ � ′(k). Pour

λ = (λ1, . . . ,λk ,λ•) ∈ ∆I• avec λ• ≠ 1, on sait définir les sectionsψI• etψ0I• (cf. paragraphe 2.2

de [L-S]). Considérons maintenant le multiindice I •∗ = (i1, . . . ,ik ,•,∗) où (i1, . . . ,ik) ∈ � ′(k).
Soit λ = (λ1, . . . ,λk ,λ•,λ∗) ∈ ∆I•∗. Pour λ• ≠ 1, on pose λ′ =

(
λ1

1−λ•
, . . . ,

λk
1−λ•

, λ∗1−λ•

)
; λ′ ∈ ∆I∗.

On définit la section ψI•∗(ξ,z,λ) en remplaçant ρλ
′

intervenant dans la construction de ψI•

par ρλ
′

= λ′1ρi1 + · · · + λ′kρik
+ λ′∗ρ∗β, où λ′j =

λ j

1−λ0
, j = 1, . . . ,k,∗. Là aussi pour λ∗ = 0,

ψI•∗(ξ,z,λ) = ψI•(ξ,z,λ).ψ0I•∗(ξ,z,λ) est alors définie de manière standard.

On remplace les sectionsψI∗,ψ0I∗,ψI•∗ etψ0I•∗ du paragraphe 2.3 de [L-S] par ces nou-

veauxψI∗,ψ0I∗,ψI•∗ etψ0I•∗, ce qui nous permet d’établir :

T 2.1. — Pour n − k − q + 1
�

s
�

n − k, il existe des opérateurs bornés Ts de

C 0
n,s+1(ωβ) vers C 1/2

n,s (ωβ) tels que pour chaque (n,s) forme différentielle f de classe C
1 surωβ,

on a :

f = ∂bTs−1 f + Ts∂b f .

L’opérateur

Tsg = (−1)(n+s)(k+1)+ k(k+1)
2

[ �
ξ∈ωβ

g(ξ) ∧ [RM ]n,s(ξ,•) + (−1)n+s+1

�
ξ∈bωβ

g(ξ) ∧ [GM ]n,s(ξ,•)

]
;

où GM est l’analogue pourΩβ du noyau GM dans le paragraphe 2.3 de [L-S].

Démonstration du théorème. — Elle est identique à celle du théorème 2.3.1 de [L-S], puis-

que notre sectionψI∗ est (q+k)holomorphe en z, on a les annulations nécessaires de la preuve

du théorème 2.3.1 de [L-S]. La régularité intérieure provient de la régularité du noyau RM car

pour le noyau GM , on intègre sur bωβ.
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3. Finitude du (n,n − k − q + 2)-ième groupe de ∂b-cohomologie à support compact

Dans cette partie, nous allons établir un résultat de finitude de la dimension du (n,n − k −

q + 2)-ième groupe de ∂b-cohomologie à support compact dans M .

Commençons d’abord par définir quelques notions qui vont nous aider à établir le résultat.

D 3.1. — Une configuration affine q-convexe pour M est la donnée d’une collec-

tion ordonnée [U ,D,ψ,ρ1, . . . ,ρk ,ρ−1, . . . ,ρ−k] ;

• U est un convexe de Cn (biholomorphe normalement à un convexe de Cn).

• ψ,ρ1, . . . ,ρk ,ρ−1, . . . ,ρ−k sont des fonctions à valeurs réelles de classe C
2 définies sur U

telles que :

i) D = {z ∈ U | ψ(z) < 0} et dψ(z) ≠ 0 pour z ∈ ∂D.

ii) Pour I = (i1, . . . ,ik) ∈ � (k), les fonctions {ρi1 , . . . ,ρik
} sont des fonctions définis-

santes de M sur U .

iii) ∂ρi1 ∧ · · · ∧ ∂ρik
≠ 0 sur U .

iv) Si on note Ων = {z ∈ U | ρν(z) < 0}, ν ∈ {±1, . . . , ± k} =: J , M ∩U =
⋂
j∈J
Ων ,

U \ M =
⋃
j∈J
Ων , U =

⋃
j∈J
Ων .

v) Pour i1, . . . ,i`, `
�

k, i j ∈ J tels que |i j | ≠ |ih| si h ≠ j , dψ(z) ∧ dρi1(z) ∧ · · · ∧

dρi`
(z) ≠ 0 sur {z ∈ U | ψ(z) = ρi1(z) = · · · = ρi`

(z) = 0}.

vi) Pour tout λ = (λ0,λ1, . . . ,λk) un élément d’un k-simplexe, la forme de Lévi

L
X (λ0ψ + λ1ρi1 + · · · + λkρik

) admet au moins (q + k) valeurs propres stricte-

ment positives en tout point de U .

Remarque. — D’après le théorème 2.3.1, on a une formule d’homotopie pour les formes

différentielles de classe C
1 sur Dβ∩M (pour β > 0) qui sont de bidegrés (n,s) avec n− k − q +

1
�

s
�

n − k.

D 3.2.

1) Une bosse q-convexe pour M est une collection ordonnée
[
U1,U2,D1,D2,ψ1,ψ2,ρ1,

ρ2, . . . ,ρk ,ρ−1, . . . ,ρ−k

]
telle que

• U1 ⊂⊂ U2 sont des ouverts relativement compact dans X et U2 est biholomorphe à un

domaine relativement compact de Cn,

• [U2,Di ,ψi ,ρ1, . . . ,ρk ,ρ−1, . . . ,ρ−k], i = 1,2 est une configuration affine q-convexe

pour M .

• D1 ⊂ D2 avec D2 \ D1 ⊂⊂ U1 et D1 Æ U1.

Remarque. — Si u ∈ C 0
n,r(Di ∩U2∩M ), i = 1,2 avec du = 0, soit β > 0 et Dβi

un domaine

à bord lisse obtenu par les fonctions maxβ de [He-Le] et qui approxime Di ∩U2, alors d’après

la formule d’homotopie du paragraphe 2, Tr u ∈ C 1/2
n,r−1(Dβi

∩ M ) et est solution de ∂bv = u

sur Dβi
∩ M .
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2) On dit que [θ1,θ2,V ] est un élément d’extension q-convexe dans M , si θ1, θ2 sont des

domaines de M à bord C
2 et V est un ouvert relativement compact dans M tels que :

• θ1 ⊆ θ2 ;

• θ2 \ θ1 ⊂⊂ V ;

• il existe une bosse q-convexe
[
U1,U2,D1,D2,ψ1,ψ2,ρ1, . . . ,ρk ,ρ−1, . . . ,ρ−k

]
telle que : V =

M ∩U2 et pour i = 1,2 ; θi ∩ V =
{

z ∈ V | ψi(z) < 0
}

= Di ∩ V .

3) On dit que θ2 peut-être obtenu de θ1 par un élément d’extension q-convexe dans M , s’il

existe V dans M , tel que [θ1,θ2,V ] est un élément d’extension q-convexe dans M .

T 3.3 (Th. 4.1.4 de [R]). — Soit M une sous-variété CR générique q-concave de co-

dimension k d’une variété analytique complexe X de dimension n. Soit [D,G] une extension

q-convexe stricte dans M et (Ui)i∈I un recouvrement de G \ D par des ouverts de M . Alors, il

existe des ouverts de M ; θ0,θ1, . . . ,θN , V0,V1, . . . ,VN−1 tels que :

• θ0 = D et θN = G ;

• Pour tout i ∈ {0,1, . . . ,N − 1}, [θi ,θi+1,Vi] est un élément d’extension q-convexe dans M ;

• Pour tout i ∈ {0, . . . ,N − 1}, il existe j0 ∈ I , tel que Vi ⊂ ⊂ U j0 .

On peut maintenant établir le théorème de finitude.

T 3.4. — Soit X une variété analytique complexe de dimension n, M ⊂ X une sous-

variété de X . On suppose :

• M est une variété CR générique de codimension k ;

• M est q-concave à l’infini.

Alors dim H
n,n−k−q+2

0,c (M ) < +∞.

Pour faire la preuve du théorème, nous avons besoin de deux lemmes.

L 3.5. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et M une sous-

variété CR générique de X de codimension k. On suppose que M est q-concave, 1
�

q
� n−k

2 .

Soitψ une fonction de classe C
∞ sur M , (q + k)-convexe telle que : si a := infξ∈M ψ(ξ) et b :=

supξ∈M ψ(ξ), alors pour tout α,γ ∈]a,b[, l’ensemble {α
�
ψ

�
γ} est compact , alors pour

tout α,γ ∈]a,b[, α < γ et tout δ > 0, on a l’assertion suivante : il existe un opérateur linéaire et

continu

T αn−q−k+2 : Z 0
n,n−k−q+2 ({α

�
ψ}; M ) → C 1/2

n,n−k−q+1 ({α − δ
�
ψ

�
γ + δ}; M )

tel que ∂bT αn−k−q+2 f = f sur {ψ < γ}, pour toute forme différentielle f appartenant à

Z 0
n,n−k−q+2 ({α

�
ψ}; M ).

Démonstration du lemme. — Soit f ∈ Z 0
n,n−k−q+2 ({α

�
ψ}; M ), posonsΩα = {ψ < α}.

Pour montrer le lemme, il suffit de montrer que pour tout γ ∈]a,b[ et δ′ > 0 tel que γ +
δ′ < b, il existe un opérateur linéaire et continu TN : Z 0

n,n−k−q+2

(
{α

�
ψ < γ + δ′}; M

)
→

9



C 1/2
n,n−k−q+1

(
{ψ

�
γ + δ′}

)
tel que ∂bTN f = f sur {ψ < γ + δ′}. En effet, soit χ une fonction

de classe C
∞ sur M à support compact dans {ψ < γ+δ′} et qui vaut 1 dans

(
{α−δ

�
ψ

�
γ}
)
.

Alors u = χTN ( f ) convient.

Soient γ ∈]a,b[ et δ′ > 0 tel que γ + δ′ < b. Ωγ+δ′ est une extension q-convexe stricte de

Ω
α− δ2

. D’après le théorème 4.1.4 de [R], il existe θ0,θ1, . . . ,θN ,V0,V1, . . . ,VN−1 des ouverts de M

tels que θ0 = Ω
α− δ2

, θN = Ωγ+δ′ et [θi ,θi+1,Vi], i = 0, . . . ,N − 1 est un élément d’extension

q-convexe. f ≡ 0 surΩα, donc il existe u0 = T0( f ) = 0 sur θ0 telle que du0 = f sur θ0. Nous

allons montrer que f est ∂b-exacte sur θ1.

Puisque [θ0,θ1,V0] est un élément d’extension q-convexe, il existe une bosse q-convexe

[V ,U ,D0,D1,ψ0,ψ1,ρ1, . . . ,ρk ,ρ−1, . . . ,ρ−k] telle que [U ,Di ,ψi ,ρ1, . . . ,ρk ,ρ−1, . . . ,ρ−k]

est une configuration affine q-convexe, i = 0,1.

Soit β > 0, Diβ, i = 0,1 un domaine à bord lisse qui approxime Di . Puisque la formule

d’homotopie marche pour des formes différentielles définies jusqu’au bord, on a besoin pour

pouvoir répéter le processus d’avoir une solution u1 de ∂bu = f sur θ1 définie sur θ1.

Considérons D̃1 ⊃⊃ D1β et Ṽ ⊃⊃ V des domaines de X , tels que D̃1 \ D0 ⊂⊂ Ṽ et l’on

sait résoudre le ∂b sur D̃1 ∩ M pour les (n,r) formes différentielles avec n − k − q + 1
�

r
�

n − k. D’après la formule d’homotopie précédente, il existe un opérateur linéaire et

continu T̃1 de C 0
n,n−k−q+2(D̃1 ∩ M ) vers C 1/2

n,n−k−q+1(D̃1 ∩M ) tel que d T̃1( f ) = f sur D̃1 ∩M ;

d(T̃1( f ) − T0( f )) = 0 sur D0β ∩ M et T̃1( f ) − T0( f ) ∈ C 0
n,n−k−q+1(D0β ∩ M ). D’après la

formule d’homotopie, il existe un opérateur linéaire continu T0β de C 0
n,n−k−q+1(D0β ∩ M ) vers

C 1/2
n,n−k−q(D0β ∩ M ) tel que dT0β(T̃1 − T0)( f ) = (T̃1 − T0)( f ) sur D0β ∩ M .

Soit χ0 une fonction de classe C
∞ sur X à support compact dans Ṽ qui vaut 1 sur θ1 \ θ0.

T0( f ) + d(χ0(T̃1 − T0)( f ) = T̃1( f ) − d((1 − χ0)(T̃1 − T0)( f )) sur θ0 .

Posons

u1 = T1( f ) =




T0( f ) + d
(
χ0(T̃1 − T0)( f )

)
sur θ0

T̃1( f ) − d
(
(1 − χ0)(T̃1 − T0)( f )

)
sur θ1 \ θ0.

Alors u1 convient et est obtenue par un opérateur linéaire continu ; u1 = T0( f ) en dehors d’un

voisinage de θ1 \ θ0. On reprend le même raisonnement avec [θ1,θ2,V1] pour obtenir u2 =
T2( f ) sur θ2 telle que du2 = f sur θ2. On continue le processus et au bout de N -étapes, on

obtient uN = TN ( f ) sur θN telle que duN = f sur θN ; TN ( f ) = TN−1( f ) en dehors d’un

voisinage de θN \ θN−1.

Par un choix convenable des voisinages de θ j+1 \ θ j , j = 0, . . . ,N −1, on a TN ( f ) = T0( f )

surΩα−δ.

L 3.6. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et M une sous-

variété CR générique de codimension k de X . On suppose que M est q-concave à l’infini, 2
�

q
� n−k

2 etϕ, C
∞ comme dans la définition 0.2. Soient α0,α ∈ R donnés tels que α0 < α < c∞

et α0 est tel que si ξ ∈ M avecϕ(ξ) � α0, alorsϕ est (q + k) concave en ξ.
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Alors pour tout δ > 0, il existe des opérateurs linéaires et continus :

Tn−k−q+2 : Z 0
n,n−k−q+2 ({ϕ

�
α}; M ) -→ C 1/2

n,n−k−q+1 ({ϕ
�
α + δ}; M )

et

Kn−k−q+2 : Z 0
n,n−k−q+2 ({ϕ

�
α}; M ) -→ Z 1/2

n,n−k−q+2 ({ϕ
�
α0}; M )

tels que ∂bTn−k−q+2 f = f + Kn−k−q+2 f pour toute f ∈ Z 0
n,n−k−q+2 ({ϕ

�
α}; M ).

Démonstration du lemme. — D’après le lemme 3.5 pour δ > 0 suffisamment petit, il

existe un opérateur linéaire

T αn−k−q+2 : Z 0
n,n−k−q+2 ({ϕ

�
α}; M ) -→ C 1/2

n,n−k−q+1 ({α0 − δ < ϕ < α + δ}; M )

tel que ∂bT αn−k−q+2 f = f sur
{
α0 −

δ
2 < ϕ

}
.

Soit Uα0 un voisinage ouvert dans M de {α0
�
ϕ} contenu dans {α0−

δ
2

�
ϕ}. M \Uα0 est

compact. Soit (U j) j=1,...,N un recouvrement ouvert fini de M\Uα0 par des ouverts pour lesquels

on a le théorème 0.1 de [L-S], c’est-à-dire il existe pour chaque j un opérateur linéaire continu

T
j

n−k−q+2 : Z 0
n,n−k−q+2(M ) → C 1/2

n,n−k−q+1(U j) tel que ∂bT
j

n−k−q+2 f = f sur U j pour toute

f ∈ Z 0
n,n−k−q+2(M ). (Uα0 ,(U j) j=1,...,N ) est un recouvrement ouvert fini de M . Considérons

une partition (χα,χ1, . . . ,χN ) de l’unité relativement au recouvrement (Uα0 ,(U j) j=1,...,N ) tel

que χα ≡ 1 dans un voisinage de {α0
�
ϕ}.

On pose

Tn−k−q+2 := χαT αn−k−q+2 +
N�

j=1

χ j T
j

n−k−q+2

et

Kn−k−q+2 := ∂bχ
α
∧ T αn−k−q+2 +

N�
j=1

∂bχ
j
∧ T

j
n−k−q+2 .

Pour z ∉ {ϕ
�
α0}, ∂bχ

α,∂bχ
j , j = 1, . . . ,N sont nulles, donc Kn−k−q+2 est à support dans

{ϕ
�
α0}.

∂bχ
j , j = α,1, . . . ,N est C

∞ à support compact dans U j et T
j

n,n−q+2 f ∈ C 1/2
n−k−q+1(U j),

donc ∂bχ
j ∧ T

j
n−k−q+2 ∈ C 1/2

n,n−k−q+2(M ). Ainsi Kn−k−q+2 ∈ C 1/2
n,n−k−q+2 ({ϕ

�
α0}; M ).

En plus

f = χα f +
N�

j=1

χ j f = χα∂bT αn−k−q+2 f +
N�

j=1

χ j∂bT
j

n−k−q+2 f

d’où

f = ∂bTn−k−q+2 f −


∂bχ

α
∧ T αn−k−q+2 f +

N�
j=1

∂bχ
j
∧ T

j
n−k−q+2 f


 ,
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et si ∂b f = 0

∂b


∂bχ

α
∧ T αn−k−q+2 f +

N�
j=1

∂bχ
j
∧ T

j
n−k−q+2 f




= −


∂bχ

α
∧ f +

N�
j=1

∂bχ
j
∧ f


 = f ∧


∂bχ

α +
N�

j=1

∂bχ
j


 = 0

car χα +
N

�
j=1
χ j = 1, donc ∂b


χα +

N

�
j=1
χ j


 = 0.

Ainsi Kn−k−q+2 f ∈ Z 1/2
n,n−k−q+2 ({ϕ

�
α0}; M ).

Démonstration du théorème. — cf. la preuve du théorème 2.1 de [L-Le2001].

4. Théorème de séparation de type Andreotti-Vesentini sur les variétés CR
génériques q-concaves

On va s’intéresser à la séparation de H
0,q−1
∞ (M ). Rappelons d’abord quelques définitions

et résultats de [L-Le2001].

D 4.1. — Soit M une sous-variété d’une variété analytique complexe X de dimen-

sion n. On suppose que M est CR générique de codimension réelle k et de classe C
∞. Soient p, q

des entiers naturels avec 0
�

p
�

n et 0
�

q
�

n − k. L’opérateur ∂b est régulier en bidegré

(p,q), si pour tout courant T de bidegré (p,q − 1) sur un ouvertΩ de M et tel que ∂bT soit une

(p,q) forme différentielle de classe C
∞ sur Ω, alors il existe une (p,q − 1) forme différentielle u

de classe C
∞ surΩ, telle que ∂bu = ∂bT .

D 4.2. — Soit M une sous-variété de classe C
∞ d’une variété analytique complexe

X de dimension n. On suppose que M est CR générique de codimension réelle k. Soient p, q des

entiers naturels avec 0
�

p
�

n et 0
�

q
�

n − k. On dit que M satisfait à la propriété de la C
`

propagation de l’exactitude en bidegré (p,q), si on a l’assertion suivante :

Il existe une suite (Kn)n∈N de sous-ensembles compacts de M tels que Kn ⊂⊂
◦

K n+1 pour tout

n ∈ N, M =
⋃

n∈N
Kn et si ϕ est une (p,q) forme différentielle de classe C

` sur M , ∂bϕ = 0,

qui satisfait ∂bψn = ϕ sur
◦

K n , où ψn est une forme différentielle de classe C
` sur

◦

K n, on peut

trouver une forme différentielle ψn+1 de classe C
` sur

◦

K n+1, telle que ∂bψn+1 = ϕ sur
◦

K n+1 et

ψn+1 = ψn sur
◦

K n−1.

Rappelons enfin ce théorème de [L-Le2001].

T 4.3 (de [L-Le2001]). — Soit M une sous-variété de classe C
∞ d’une variété analy-

tique complexe X de dimension n. On suppose que M est CR générique de codimension k. Soient

p, q des entiers naturels avec 0
�

p
�

n et 0
�

q
�

n − k.
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Supposons que l’opérateur ∂b est régulier en bidegré (n−p,n−k−q) et satisfait à la propriété

de la classe C
` propagation de l’exactitude en bidegré (n− p,n− k − q) pour un ` ∈ N∪ {+∞}.

Considérons les assertions suivantes :

(i) E `p,q+1(c; M ) =
{

f ∈ C
`
p,q+1(c; M ) | 〈 f ,ϕ〉 = 0,∀ϕ ∈ Z `n−p,n−k−q(M )

}
;

(ii) H
p,q+1
`,c

(M ) est séparé ;

(iii) E∞n−p,n−k−q(M ) =
{
ϕ ∈ C

∞
n−p,n−k−q(M ) | 〈ϕ, f 〉 = 0,∀ f ∈ Z `p,q(c; M )

}
;

(iv) H
n−p,n−k−q
∞ (M ) est séparé ;

alors (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv).

En plus, si on a (i) pour ` = +∞, l’application naturelle de H
n−p,n−k−q
∞ (M ) →

(
H

p,q
∞,c (M )

)′

est un isomorphisme algébrique.

T 4.4. — Soit X une variété analytique complexe de dimension n. M ⊂ X , une

sous-variété de classe C
∞ de X . On suppose :

• M est une variété CR générique de codimension k ;

• M est q-concave à l’infini, 2
�

q
� n−k

2 .

Alors H
0,q−1
∞ (M ) est séparé.

Démonstration. — On a sous les hypothèses du théorème que dim H
n,n−k−q+2

0,c (M ) < +∞,

donc H
n,n−k−q+2

0,c (M ) est séparé.

Pour faire la preuve du théorème, il suffit d’après le théorème 4.3 de montrer que :

i) Le ∂b est régulier en dimension (0,q − 1).

ii) Le ∂b satisfait à la propriété de la C
∞ propagation de l’exactitude en bidegré (0,q − 1).

L’assertion i) provient du lemme de Poincaré pour le ∂b pour les petits degrés sur une va-

riété CR générique q-concave, de la régularité des fonctions CR et de l’isomorphisme de de

Rham-Weil (voir [L-Le99], proposition 5.2).

Le point ii) est une conséquence du lemme 4.2.3 et du théorème 4.2.5 de [R].
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