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INTRODUCTION

Cet article est la rédaction, promise depuis longtemps, d’un exposé systé-
matique sur « 'involutivité générique des systémes différentiels analytiques ».
Voici quelques explications.

La théorie des systémes différentiels en involution a été créée par E. Cartan
dans une série d’articles autour de 1900 ; voir notamment [Cal]. Son but est
d’obtenir un théoréme d’existence tout a fait général pour un systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles analytique; le systéme est a priori quelconque,
par exemple surdéterminé, ou méme sous-surdéterminé (par rapport a la situa-
tion classique du théoréme de Cauchy-Kovalevski, on a « trop » d’équations
pour certaines fonctions inconnues, et « pas assez » pour d’autres). Cartan
exprime sa condition en termes de systémes différentiels extérieurs; il appelle
« systémes en involution » ceux qui la vérifient. Ces conditions ont été éten-
dues ultérieurement par Kihler [Kah], pour donner finalement ce qu’on appelle
maintenant « le théoréme de Cartan-Kahler ». Cartan et, & sa suite, de nom-
breux géométres différentiels ont utilisé ce théoréme dans divers problémes, au
premier rang desquels il faut citer le « probléme d’équivalence » des structures
différentielles ; pour ce dernier probléme, je renvoie notamment a [Gar|, [Mol]
et [O]].

Cependant, pendant longtemps, la signification algébrique de la notion d’in-
volutivité est restée assez mystérieuse, malgré des travaux importants de Ja-
net [Jal], [Ja2] et Matsushima [Mat1], [Mat2]. Dans le méme ordre d’idée, je
signale aussi les premiers travaux de Kuranishi [Kul], [Ku2]|, dont je reparlerai
plus loin. La situation change, aprés 'introduction par Spencer de méthodes
cohomologiques dans les équations aux dérivées partielles; cf. [Spel], [Spe2].
Il faut ici citer notamment les articles de Guillemin-Sternberg [G-S], Singer-
Sternberg [S-S|, Quillen [Qu|, Kuranishi [Ku3|, Goldschmidt [Go|; a la suite
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de ces travaux, on aboutit & une autre définition des systémes en involution
(ou « involutifs » ), plus claire et maniable ; notamment elle peut étre appliquée
directement aux systémes d’équations aux dérivées partielles, sans passer par
I'intermédiaire des systémes différentiels extérieurs.

Outre les articles [Ku3] et [Qu] déja cités (ce dernier se limitant toutefois au
cas linéaire), on trouvera cette théorie exposée dans divers livres et articles plus
récents |[B-C-G]|, |Gas]|, [Ol], [Pol], [Po2], [Sei|, [Ya]. Certains de ces exposés
se placent dans le contexte des systémes différentiels extérieurs, d’autres dans
celui des équations aux dérivées partielles; le lien entre les deux points de
vue, souvent implicite, n’apparait & ma connaissance explicitement que dans
[Ku3]. Il reste que, & mon sens, en dehors des géométres différentiels, cette
théorie n’est pas aujourd’hui aussi connue qu’elle mériterait de 1’étre; ce fait
m’a incité & commencer cet article en en donnant une réexposition de plus.

Un probléme laissé en suspens par ces articles est le suivant : étant donné
un systéme différentiel qui n’est pas en involution, existe-t-il un moyen de le
ramener 3 un autre qui ait les mémes solutions et soit en involution ? Cartan,
en particulier dans son livre classique [Ca2] étudie ce probléme, et définit pour
cela la notion de « prolongement » d’un systéme. Dans le cas des équations
aux dérivées partielles, le prolongement s’obtient simplement en dérivant les
équations; dans le cas des systémes extérieurs, la définition est un peu plus
compliquée, mais analogue. Cartan affirme qu’en général, en itérant cette opé-
ration, on arrivera a un systéme en involution (peut-étre incompatible). Voici
comment il s’exprime a ce propos [CaZ2, p. 116].

« On voit d’aprés ce qui précéde que, si le systéme donné n’est pas en
involution, on a un moyen régulier d’en déduire une suite de nouveaux systémes
admettant les mémes solutions que le systéme donné. On peut démontrer, sous
certaines conditions qu’il n’est du reste pas facile de préciser, qu’on finira par
arriver & un systéme en involution » (souligné par Cartan).

Cette assertion, assez mystérieuse, est & l'origine d’un certain nombre de
travaux ; il faut mentionner avant tout les articles de Kuranishi [Kul|, [Ku2]|
ol il donne une version précise de cette assertion sous certaines hypothéses
de régularité; je mentionne aussi que, dans le cas des modules gradués sur
des anneaux de polynoémes (= traduction algébrique des systémes linéaires a
coefficients constants), le résultat est démontré chez Janet [Ja2]. La encore, la
version homologique de I'involutivité change les choses : le théoréme de Janet
devient une conséquence immédiate du théoréme de finitude de Hilbert ; quant
a Kuranishi, il réobtient trés simplement ses résultats dans [Ku3|, toujours
sous des hypothéses de régularité convenables.
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Cependant, pour obtenir un résultat général, il faut faire appel a d’autres
idées. Or, il se trouve que celles-ci ont été développées de facon tout a fait
indépendante dans les années 30 par Ritt, dans ses travaux sur « l’algébre
différentielle » ; je vais en parler maintenant.

Ritt, probablement en cherchant & préciser des idées de Drach sur la théo-
rie de Galois différentielle, se pose le probléme d’étudier systématiquement les
idéaux définissant des systémes d’équations aux dérivées partielle algébriques
(= polynomiaux) sur C [Ril]. Le premier résultat qu’il obtient, en collabora-
tion avec Raudenbush est un semi-analogue du théoréme de finitude de Hilbert :
les suites croissantes d’idéaux différentiels réduits (= égaux a leur racine) sont
stationnaires ; il est immédiat d’en déduire que de tels idéaux sont intersections
finies d’idéaux premiers.

Ritt en poursuivant son analyse, montre que, génériquement, les jets d’ordre
k de solutions se prolongent & 1’ordre k+ 1, et méme se prolongent en solutions
convergentes. Pour ce dernier résultat, il utilise, non la théorie des systémes
en involution, mais la théorie paralléle des « systémes orthonomes passifs » de
Riquier [Riq].

Incidemment, par rapport & la théorie de Cartan, celle de Riquier a les
avantages et les inconvénients suivants :

i) La notion de systéme orthonome passif dépend du systéme de co-
ordonnées choisies; mais, dans n’importe quel systéme de coordonnées, un
systéme différentiel peut étre rendu génériquement orthonome passif.

i1) Lanotion de systéme en involution est indépendante des coordonnées;
mais les critéres effectifs d’involutivité ne sont vérifiés que dans un systéme de
coordonnées générique.

Donc, en gros : pour les calculs effectifs, la théorie de Riquier peut étre
plus commode ; mais si I’on veut des notions globales sur des variétés, elle est
inutilisable, et il faut utiliser les systémes en involution.

Il est maintenant tentant de se dire ce qui suit : les arguments de Ritt, un
peu modifiés, vont montrer que, génériquement (i.e. hors d’une hypersurface
d’un espace de jets convenable), n’importe quel systéme algébrique d’équations
aux dérivées partielles vérifie les conditions de Kuranishi; un tel systéme est
alors génériquement involutif lorsqu’on le prolonge & un ordre assez grand.
Cela démontrera l'assertion de Cartan, & condition d’interpréter « sous des
conditions qu’il n’est pas facile de préciser » comme signifiant « aux points
génériques ».

Il est surprenant que les travaux de Ritt, et par voie de conséquence cette idée
aient totalement échappé aux géomeétres différentiels. Une exception cependant
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est celle de Pommaret [Pol], [Po2]|, qui donne une description des idéaux
différentiels premiers en termes d’involutivité générique. A vrai dire, il emploie
un argument un peu différent de celui qui est esquissé plus haut. Mais ce dernier
pourrait, lui aussi, étre aisément mis en forme.

Je n’ai pris connaissance de ce travail de Pommaret qu’assez récemment, et
I'article présent en est indépendant. Dans ce travail, je reprends la question,
avec les différences suivantes :

i) Je travaille dans une situation analytique, et non algébrique, c’est-a-
dire que je pars d’un systéme différentiel analytique. Comme les dérivations
donnent des fonctions polynomiales des dérivées ultérieures, on peut suppo-
ser que les équations considérées sont polynomiales par rapport aux dérivées
d’ordre £, pour £ >> 0. Un procédé classique de réduction raméne au cas
£ =1 (ce que faisait déja Ritt dans [Ri2], ou il donne une version analytique
« germique » du théoréme de Ritt-Raudenbush).

i1) Je donne des énoncés globaux, pour ce que j’appelle les « D-variétés ».
A noter que, pour les applications que j’ai surtout en vue, groupoides de Lie et
théorie de Galois différentielle, j’ai besoin & la fois de notions globales, et d’ad-
mettre des singularités. Dans le cas non-singulier, la notion de D-variété est
essentiellement équivalente & des notions développées par différents auteurs de-
puis les années 80 sous divers noms (« variational bicomplex », « differentiable
manifolds », etc. ), voir [Ts|, [Tu], [Vi], [Zh].

Ces auteurs développent principalement ces notions a propos de problémes
de calcul des variations; voir aussi dans [B-G| une version en termes de sys-
témes différentiels extérieurs. Ces notions ont été reprises plus récemment,
sous le nom de « diffiétés » par Fliess et ses co-auteurs en vue de problémes
de controle (« systémes plats ») ; voir notamment [F-L-M-R].

Je signale aussi que les F-variétés de Buium [Bu|, F un corps différentiel,
sont proches de la version algébrique des D-variétés; elles lui servent en parti-
culier pour des problémes d’arithmétique (conjecture de Mordell sur un corps
de fonctions).

Quelques détails maintenant sur l'organisation de cet article. Une premiére
partie, Chapitres I, II, III, est consacrée a une réexposition de la théorie des
systémes involutifs, en se placant du point de vue des équations aux dérivées
partielles. Il faut y ajouter I’appendice B, qui fait le pont avec le point de vue
« systémes différentiels extérieurs ». Les innovations sont ici uniquement de
nature rédactionnelle. J’en signale deux.
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D’une part, j'examine en détail les différentes méthodes d’obtention des obs-
tructions au prolongement (souvent appelées « torsion » dans la littérature);
je les compare et vérifie qu’elles coincident au signe prés.

D’autre part, dans la démonstration de I'existence des solutions convergentes
(théoréme de Cartan-Kéhler), je reprends en la précisant la méthode que j’avais
employée dans un article antérieur [Mal2], méthode qui sépare complétement
les questions de convergence de celles relative & l'existence des prolongements.
A priori, cette méthode n’était pour moi qu’une curiosité destinée & varier la
présentation ; j'ai donc pris connaissance avec surprise et intérét des travaux
récents de Morimoto [Mo2|, [Mo3], ou il utilise cette méthode dans un cas o
la réduction classique & Cauchy-Kovalevsky ne semble pas s’appliquer. L’incon-
vénient de cette présentation est, bien stir, de passer sous silence le « premier
théoreme de Cartan-Kéhler » (dont 1’énoncé habituel n’est qu'un corollaire) ;
cet énoncé est une remarquable version surdéterminée de Cauchy-Kovalevsky,
qui me semble avoir un intérét théorique par elle-méme.

Concernant ’appendice B, j’aimerais faire deux remarques :

i) Je me limite aux systémes différentiels extérieurs usuels, sans faire la
théorie des prolongements. Il est possible d’avoir une notion généralisant un
peu les D-variétés en termes de systémes différentiels extérieurs (en gros, il
suffit pour cela de reprendre les constructions de [B-GJ| en y admettant des
singularités). Contrairement & mes intentions initiales, j’ai renoncé a ajouter
un chapitre sur ce sujet. Aprés une tentative de rédaction, je I’ai trouvé lourd
et sans idée vraiment nouvelle.

i1) Le sujet traité ici se borne, suivant Cartan, a la recherche des germes
de solutions convergentes. Le sujet ne doit pas étre confondu avec le sujet, bien
plus vaste, de 1’étude générale des systémes différentiels extérieurs, de leurs
singularités (p. ex. des singularités des feuilletages), de leur comportement
global, etc.

La partie essentielle de cet article est formée des Chapitres IV et V. Au
Chapitre IV, je donne les définitions des D-variétés, et j'énonce les résultats
principaux. Ces résultats sont déja annoncés, en grande partie dans [Mal4] et
[Mal5], mais j’ai repris ici la question & zéro pour la raison suivante : ces deux
articles, quoiqu’écrits avant celui-ci, en sont la suite logique, et en utilisent
les résultats. Pour éviter tout risque de cercle vicieux, j’ai donc préféré les
ignorer dans le cours principal du texte, et ne les mentionner qu’a propos de
remarques accessoires. Au Chapitre V, je donne les démonstrations essentielles,
théoréme de finitude et théoréme d’involutivité générique; ce chapitre est le
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développement d’une note [Mal3] o la méthode suivie ici est esquissée. Enfin,
a l’appendice A, je donne les propriétés des « variétés affines au-dessus d’une
variété analytique complexe » qui sont utilisées & partir du Chapitre I'V. Il s’agit
de résultats classiques, et dans le cas algébrique, et dans le cas analytique
(Nullstellensatz, cohérence de la racine, etc. ); dans le cas mixte considéré
ici, je n’ai pas de référence. Fort heureusement, le théoréme de comparaison
de Grauert-Remmert permet de se ramener facilement & une situation déja
connue.

Un mot encore : la définition des D-variétés, telle qu’elle est donnée ici,
n’est en aucun cas intangible; d’une part, une définition analogue peut étre
facilement donnée dans un contexte algébrique sur C, ou sur un corps de ca-
ractéristique 0 algébriquement clos. Les mémes résultats sont vrais, avec des
démonstrations plus simples; par exemple, le théoréme de Frisch sur le carac-
tére ncethérien des anneaux de fonctions holomorphes sur un polydisque fermé
est simplement remplacé par le théoréme de finitude de Hilbert.

D’autre part, dans la situation analytique, il pourrait étre commode dans
certaines questions de considérer des situations mixtes plus compliquées, i.e.
des schémas relatifs au-dessus d’une variété C-analytique, au sens de Ha-
kim [Ha|. Je me suis contenté du cas affine relatif parce que cette notion
générale, assez lourde, n’apportait pas ici de résultats substantiellement nou-
veaux, et parce que le cas traité suffisait pour les applications que j’ai surtout
en vue, & savoir une extension au cas non linéaire de la théorie de Galois
différentielle.

Merci, pour terminer, aux nombreux collégues qui m’ont encouragé, et avec
qui j’ai eu l'occasion de discuter de ces questions. Parmi eux, je citerai avant
tout H. Goldschmidt et M. Kuranishi que je remercie de leur accueil et de leur
hospitalité lors de nombreux passages & Columbia. Merci aussi aux colleégues
du groupe de calcul formel de 'INRIA & Sophia-Antipolis, en particulier &
E. Hubert qui m’a introduit aux travaux de Ritt et Kolchin, et & A. Quadrat
qui m’a signalé les références a Janet que j’ignorais. Merci enfin & A. Guttin-
Lombard pour son travail de saisie toujours aussi impeccable.



CHAPITRE 1

MODULES GRADUES, INVOLUTIVITE

1. Complexe de Koszul

Dans tout ce chapitre, k désigne un corps infini, de caractéristique quel-
conque; pour les applications aux équations aux dérivées partielles, dans les
chapitres ultérieurs, k sera soit C, soit un corps de fonctions sur C.

Soit n un entier, fixé une fois pour toutes; on pose A = k[1,...,&], et
on note Ay C A l'espace des polynomes homogénes de degré £; on pose aussi
A =V.

Soit M un A-module (unitaire). Rappelons la définition du compleze de
Koszul K.({1,...,8, ;M) ou, en abrégé K.(£ ; M) (|Bol], [Se|) : on prend
K, (&, M) = APV ®M, le produit tensoriel étant pris sur k ; avec les conventions
usuelles, on a donc K, =0 pour p ¢ [0,n]; la différentielle d est k-linéaire, et
définie par la formule suivante, ou le signe ~désigne, comme d’habitude, que
le terme correspondant doit étre omis

(L) d(& A A& @m) =3 (1T A A& A A&, @& m .

On vérifie immédiatement qu’on a d?> = 0. Les groupes d’homologie corres-
pondants sont notés H,(§, M).

Exemple 1.2. — i) Sin =1, le complexe K(& ;M) est 0 —» M LN
M — 0; donc Hy (& ; M) =ker & ; Ho(&1, M) = coker &;.
it) Hy(§ ;M) ={meM|&m=---=&m=0}.

ii) Ho(§ ;M) =M/ &M.

On écrira aussi le second membre M/(¢1,...,&,) M.
Les deux propriétés suivantes sont immédiates :
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1.3. — K.({ ;M) «ne dépend pas de &1, ..., &, », mais seulement de V'; i.e. si

I'on a une autre base 71, ...,7, de V, K.(§ ; M) est canoniquement isomorphe
aK(n;M);
Cela résulte de la formule suivante : si l'on a aq,...,qp € V, alors

d(ar A Aay®@m) =Y (1) ar A AQ A Aoy @ aym .
(Démonstration : développer les «; en fonction des &;.)

1.4. — Une suite exacte courte 0 - M’ — M — M" — 0 donne naissance a
une suite exacte longue

Hy1(€ 3 M") -2 Hy (€, M) — Hy(€, M) — Hy(¢,M") s ...

Ceci est un cas particulier de la suite exacte de cohomologie (voir n’importe
quel traité d’algebre homologique) ; la fleche § est définie ainsi : si 'on a m” €
APHYV @ M" avec dm" = 0, on reléeve m"” en m € APT'V @ M ; dm est &
valeurs dans APV ® M’ et c’est un cycle dont la classe dans H,(¢€, M') est
indépendante de m ; par définition, cette classe est dm”.

Faisons maintenant agir A sur K.(§ ; M) par a(§;, A--- A&, @m) = &, A
-+ A&, ® am; on a le résultat suivant :

Proposition 1.5. — Pour tous p et i, on a §Hy(€ ; M) = 0.

Supposons par exemple ¢ = 1; on définit un « opérateur d’homotopie »
0: APV QM — APV @M par £(as A+ Aapy®m) =& Aar A+ Aay @ m.
On vérifie qu’on a, pour m € APV Q@ M : &4m = dém + £dm ; si donc m est un
cycle, on a dm = 0 et &ym = dém.

Corollaire 1.6. — Si M est de type fini sur A, les Hy(§ ; M) sont de type
fini sur k.

Du fait que A est ncethérien, on déduit immédiatement que les Hy(¢, M)
sont de type fini sur A; par la proposition précédente, ils sont donc de type

fini sur A/(&1,. .-, &) = k.
La proposition qui suit est un peu moins évidente :

Proposition 1.7 — Il existe une suite exacte --- — Hp(&a,..., &, ; M) L3N

Hp(ﬁ?a"'agn aM) _)Hp(é.la'-'agn ’M) _)Hp—1(£25'-'a§n aM) g_)

Pour établir cette proposition, considérons le complexe double K. (& ; K. (&2,
.y &y M) ; ce complexe se décrit ainsi : on pose V' = k&, qu’on identifie
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ak,et V' = k& @ --- @ k&, ; la premicre différentielle est identifice a &7 ; la
seconde est notée d"

(VYeAV' oM L5 (V)@A~'V'eM

| 6|

AV @ M N AV @ M

le complexe simple associé est donc, en degré p, AP71V" @ M & APV" @ M,
avec la différentielle (}‘f” dg, )

En identifiant AP~'V" @ APV" & APV par (a,3) — &1 A a + (3 on vérifie
que le complexe simple considéré n’est autre que K.(&1,...,&, ; M). D’autre
part, les éléments de ce complexe simple dont la premiére composante est
nulle forment un sous-complexe, égal a K.({a,...,&, ; M) ; le quotient est égal
a K.(&,...,&, ; M)[1] (i.e. le complexe décalé de un vers la gauche, avec la
différentielle —d"). La suite exacte de cohomologie donne alors la suite exacte
cherchée ; pour achever la démonstration il suffit d’identifier & & ’homomor-
phisme de liaison de cette suite exacte (les autres fleches sont évidentes). Ceci
peut étre laissé en exercice au lecteur.

2. Cas des modules gradués

On rappelle qu'un A-module M est dit gradué si 'on a une décomposition
en somme directe M = &M, avec AgMy; C My, 4; on ne considérera ici que
des graduations positives; ou bien, ce qui revient au méme, on conviendra que
My =0 pour £ < 0.

Pour r € Z, on définit le module décalé M(r) par M(r)y = M,y si £ > 0,
M(r)¢ = 0 sinon. Faire attention que, si 'on a r > 0, dans M(r) on « perd »
My, ..., M,_;. Donc, en général, on n’aura pas M (r)(s) = M(r+ s); ceci sera
seulement vrai en degrés assez grands.

Dans la suite, les modules gradués seront toujours supposés de type fini;
prenons des générateurs m;, 1<¢<p qu’on peut supposer homogeénes de degré
7; (sinon, on les remplace par leurs composantes homogeénes) ; considérant ’ap-
plication (a1,...,ap) — > a;m;, on voit ceci : M gradué, est de type fini si et
seulement s’il est un quotient de ®A(—r;), avec r; > 0.

Considérons le complexe de Koszul K.(§ ; M) ; la différentielle d est homo-
gene de degré +1 pour la graduation, donc K.(§ ; M) est somme directe de
complexes 0 = A"V @ M, = A" 'V @ Myi1 — -+ — Mypn — 0.



10 CHAPITRE I. MODULES GRADUES, INVOLUTIVITE

La partie homogeéne de degré g de Hy(§, M), i.e. celle qui provient des cycles
de APV ® M, sera notée Hp (£, M) |ou H), (M) si aucune confusion n’est
possible].

Les suites exactes 1.4 et 1.7 se lisent ici ainsi

2.1. — Si ’'on a une suite exacte de A-modules-gradués 0 - M' — M —
M" — 0, on a des suites exactes longues

P
Hp 1,4 1(M") — Hpo(M') — Hp (M) — Hyo(M") — -+

2.2. — Pour M gradué, on a une suite exacte

3
Hp,q—1(§27 s ,fn; M) _1) Hp,q(f% .. afn; M)
— Hypo(&1ye oy ny M) — Hy_ 1 4(&ay ... Ens M) =5 -+
Les cas particuliers p = 0 et p = 1 s’interprétent ainsi

2.3. — Si Hy4y(M) = 0 pour q > £, alors M est engendré par My, ..., My
et réciproquement.

En effet H(),q(M) = Mq/(&l; .. afn)Mq—l-

2.4. — On vérifie facilement qu’'on a Hp4(A) = 0 pour tous p, g sauf p = 0,
g=20.

Soit alors M un module gradué engendré par ses éléments de degré 0 (ce
sera en pratique le cas dans les applications) ; si 7 = dimy Mp, on a alors une
suite exacte de modules gradués 0 - N — A" — M — 0; en prenant les suites
exactes de cohomologie, on trouve, pour (p,q) # (0,0) et (—1,+1) des isomor-
phismes Hpi14-1(M) =% Hp4(N); en particulier, on a le résultat suivant :
Hi 4(M) =0 pour g > £ (£ > 0) équivaut & : Hoq41(N) =0, i.e. au fait que
N est engendré par ses éléments de degré < £.

Voici maintenant les résultats principaux de ce paragraphe :

Théoréme et Définition 2.5. — Pour M, A-module gradué (de type fini,
comme toujours), il existe £ > 1 tel qu’on ait Hp (M) = 0 pour tout p et
pour q > £. On dit alors que M est L-involutif (si £ = 1, on dit simplement
« tnvolutif »).

Ceci résulte immédiatement de 1.6.

Suivant Mumford ([Mu], [B-M]), les géomeétres algébristes disent « £-régula-
rité » pour « f-involutivité » [la définition de Mumford est un peu différente,
et se référe au faisceau cohérent sur szl défini par M ; il est cependant facile
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de voir que les deux définitions sont équivalentes : voir par exemple [B-C-G]
ou comparer la définition 3.2, i) de [B-M]| avec la proposition 5.7 ci-dessous].
J’ai gardé la terminologie traditionnelle des géomeétres différentiels, a la suite
d’E. Cartan.

La définition de l'involutivité adoptée ici n’est pas non plus celle d’E. Car-
tan. En fait, la condition (%), qui intervient ci-dessous est due & Matsushima
([Mat1]|, [Mat2]) (sous une forme équivalente, en termes d’équations aux dé-
rivées partielles). Le théoréme ci-dessous montre ’équivalence de la condition
de Matsushima avec la définition adoptée ici. Son équivalence avec la définition
de Cartan sera vue ultérieurement.

Théoréme 2.6 (Guillemin-Serre-Sternberg), [G-S] ou [B-C-GJ)
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. M est £-involutif.

2. Il existe une base (11,...,n,) de 'V, possédant pour tout ¢ > £, la propriété
suivante :
(¥)g Pouri=1,...,n, Uapplication

ni s Mg/(n1, ..., ni—1)Myg—1 — Myi1/(m1, ..., mi-1) M,
est injective ; de plus, My/(n, ..., M) Mg—1 = 0.

Il sera commode d’employer la terminologie suivante : une suite (91,...,7)
de vecteurs indépendants de V sera dit £-réguliére si les conditions intervenant
dans (), sont satisfaites pour ¢ = 1,...,7 et pour ¢ > £. D’autre part, il sera
aussi commode de se ramener au cas £ = 1 en remplagant M par M (¢ — 1).

On écrira alors M, = @ M, et on définira de méme H,(M),..
>0

Lemme 2.7. — Supposons n1 1-régulier. Alors, pour tout p, on a une suite
ezacte 0 - Hy(M)y — Hy(M/mM)y — Hp_1(M)4 — 0.

Soient en effet respectivement K et ) le noyau et 'image de 1 : M — M,
munis des graduations induites par M. La suite exacte 0 - K — M — Q(1) —
0 donne une suite exacte

Hp o(K) — Hp,o(M) — Hpq+1(Q) 2 Hy_1,4+1(K) .
Par hypothése, K, = 0; donc la fleche Hj (M) — Hp 441(Q) est surjective
pour ¢ = 0 et bijective pour g > 1.
On considére ensuite la suite exacte 0 - Q@ - M — M/mM — 0, et la
suite exacte de cohomologie correspondante

Hy4(Q) — Hpg(M) — Hp((M/m M) 2 Hy 1,4+1(Q) — Hp—1,4+1(M) .
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Alors, pour ¢ > 1, la premiére fleche peut étre remplacée par Hp 4 1(M) —
H,,(M), et la derniére par Hy_14(M) — H,_14+1(M), on vérifie que ces
fléches sont égales & la multiplication par 71 ; d’aprés 1.5, elles sont donc nulles;;
d’ou le résultat.

Lemme 2.8. — Les hypothéses suivantes sont équivalentes :
1) Hy(M) = 0.
2) Il existe n € V' 1-régulier.
3) Presque tout n € V est 1-régulier.

(Presque tous = tous sauf ceux qui sont contenus dans une réunion finie
d’hyperplans de V).

3) = 2) est trivial.

2) = 1). Hy(M)4 = 0 signifie que les m annulés par &1, ...,&, sont dans
My ; ceci est évidemment conséquence de 2).

1) = 3). Soit P un supplémentaire dans My de Ann(&q,...,&,). Le sous-
module P@® M, = M’ de M n’a pas d’éléments annulés par ({1, ...,&,). Donc,
si P est un idéal premier associé a M’ (cf. [Bo2| ou[Se|), on a P 2 V; en
choisissant 7 n’appartenant a aucun des PNV, n est injectif sur M’ (I'existence
d’un tel 7 résulte de 'hypothése « k infini »).

Démonstration du théoréme 2.6. — On va démontrer par récurrence les équi-
valences suivantes :
i) Ho(M)y =--- = Hp p1(M)4+ =0, (p=1,...,n).
ii) 11 existe une suite (71,...,7,) 1-réguliére.
iii) Presque toute suite (71,...,7,) est 1-réguliére.

Ceci donnera le théoréme, compte-tenu de 1’équivalence triviale Ho(M)4 =
0= Mq/(fla S agn)Mq—l =0,¢9>1

(« Presque toute suite » signifie ici : 7, est hors d’une réunion finie d’hyper-
plans de V, 1o hors d’une réunion finie d’hyperplans de V' dépendant de 71,
etc. )

it) = 1) En appliquant ’hypothése de récurrence & M/m M et a la suite
1-réguliére (2, ...,7p), on trouve qu’on a

Hp(M/mM)y =--- = Hp_pro(M/mM), =0.

D’autre part, on a Hy(M); = 0 par 2.8. Alors le lemme 2.7 donne le résultat
voulu.
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i) = 11) On renverse le raisonnement : comme H,(M); = 0, presque tout
71 est 1-régulier; alors, le lemme 2.7 montre qu’on a

Hy(M/mM)y =--- = Hy pro(M/mM), =0.

Par hypothése de récurrence, presque toute suite (72,...,7,) est 1-réguliére
pour M/m M ; en particulier, on pourra choisir (72, ...,7p) linéairement indé-
pendant de 7 ; alors la suite (71,...,7p) est 1-réguliére pour M. O

Remarque 2.9. — FEn fait, le raisonnement précédent montre plus : disons
que (71,-..,m,) est strictement 1-réguliére si cette suite est réguliére et si,
de plus ann(n;; M) = ann(n1, ..., nn; M) ; ann(ne; M/n1 M) = ann(ng, ... ,7n ;
M/mM), etc.

Les raisonnements précédents montrent que, si M est 1-involutif, presque
toute suite (n1,...,7m,) est strictement 1-réguliére. En fait, nous verrons un
peu plus loin que toute suite 1-réguliére est strictement 1-réguliére.

On peut aussi se demander si les suites 1-réguliéres forment un ouvert de
Zariski dans les bases de V' ; cela pourrait sans doute se déduire des résultats
précédents, mais nous verrons au prochain paragraphe par une autre méthode
que tel est bien le cas.

3. Critéres effectifs d’involutivité

Sous la forme donnée ici, le théoréme qui suit est di & Quillen [Qu],[B-C-G];
voir aussi [B-S]. Auparavant, et avant que le théoréme 2.6 ne soit connu, Janet
avait en substance démontré le résultat suivant : les hypotheses du théoréme
pour £ entrainent le méme résultat pour ¢/ > £+ 1 ([Jal], [Ja2]; voir aussi
Matsushima ([Mat1], [Mat2]).

Théoréme 3.1. — Soit M gradué sur A; on suppose qu’on a Hyqo(M) =
Hi 4(M) = 0 pour g > £. On suppose d’autre part qu’il existe une base 1, ..., 1My
de V telle que, pour 1 <1 <mn,

M2 Me/(n1s -y mi1) Mgy — Moy / (i, -+, mi1) My
soit ingectif. Alors M est £-involutif, et (n1,...,nn) est £-régulier.

En pratique, ot 'on sera dans les conditions 2.4 (on a une suite exacte
graduée 0 > N — A" - M — 0, avec N engendré par ses éléments de degré
< £), les deux premiéres hypothéses du théoréme seront satisfaites. La derniére
donne alors un critére effectif d’involutivité.
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Démonstration. — Je vais donner une démonstration un peu différente de celle
de Quillen, démonstration qui sera réutilisée au Chapitre II. Posons A’ =
Clna,---,mm] = A/mA et M' = M/ M ; on a une suite exacte 0 — N’ —
A" — M' — 0 avec N' = N + 11 AP /m AP. Par suite N’ est engendré par ses
éléements de degré < £, et M’ satisfait les hypothéses de la proposition pour
la suite (72,...,7y); par récurrence sur n, on peut supposer que (92,...,7N,)
est ¢-involutif pour M’. Par suite, il suffit de prouver le résultat suivant : pour
m>£L+1,m : My, - Mpny est injectif; par récurrence sur m, il suffit de
prouver le résultat pour m = £+ 1.

L’injectivité de m : My — My signifie qu'on a m1 AY N Npypq = m1 Ny et il
s’agit de démontrer le méme résultat avec £ remplacé par £+ 1.

Pour cela, notons H' I’homologie de Koszul par rapport a (n2,...,7,), et
donnons d’abord qu’on a Hi,z+1(N,) = 0; en effet, en prenant la suite exacte
d’homologie associée a la suite exacte 0 — N’ — A? — M' — 0, et en faisant
attention aux degrés, on trouve une suite exacte

wor > Hy (M) — Hi gy (N') — Hi (A7) — -+

Le premier terme s’annule par I’hypothése de récurrence et le théoréme 2.6, et
le dernier s’annule par 2.4; d’ou le résultat.

Prenons maintenant o € 7]1A§+1 N Nygpos;onaa=mpB =X, Vi € Net1,
B € A}, ; notant ; (i > 2) la classe de v; dans Ny, on a X'n7; = 0

+1 _
(X' =3"). Le résultat démontré ci-dessus nous donne des d;; € Ny, d;; = —0j;
t>2
(2 < i,j < n) avec 5; = Y¥'n;d;;. En relevant les 0;; en des d;; € Ny, avec
dij = —dji, on a v = X'n;di; + mid;; hypothése mAf, N Ngy1 = Ny donne
d; € Ny. Finalement, on a a = m B = my1 + Lnin1d;, avec 1 € Nyy1, 6; € Ny;
donc on a B =y + Xn;d; € Ny4q ; ceci achéve la démonstration. O

Prenons maintenant un A-module gradué M, et une base quelconque (71,
..., M) de V'; écrivons les suites exactes

0 — kern; — My/(n1,-- - mi—1)Me—1
— Me+1/(771, v aﬂi—l)MZ — MZ+1/(771, v ani)Me — 0.

En écrivant que la somme alternée des dimensions est nulle, et en faisant la
somme de ces égalités pour 1 = 1,...,n, on trouve I’'égalité suivante :

(3.2) ) dimkern; + dim My,

= " dim Mg/ (n1, .., mi1) Moy + dim Moy /(1. .., 10) My .
%
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De 14, et du théoréme 3.1, on déduit le résultat qui suit.

Théoréme 3.3 (« Critére de Cartan »). — Soit M gradué sur A, avec
Hyq(M) = Hi 4(M) =0 pour g > £. Soit (m1,...,m,) une base de V ; alors
1) dim My < Y- dim Me/(m1, ...y mim1) Mi—1.

(2
2) On a légalité si et seulement si la suite (n1,...,n,) est £-réquliére.

Introduisons maintenant, suivant Cartan, les « caractéres » définis ainsi;
pour 71 = (7717 s ann) base de V, 0_11' pose ﬁé(ﬂ) = dlme/(nla s ani—l)Ml—la
(1<i<n+1), et 'on pose 3, = inf Bj(n) ; on a les résultats suivants :

n

3.4. — Pour £ fixé, 'ensemble des n pour lesquels le minimum est atteint (pour
i=1,...,n+ 1) est un ouvert de Zariski de I’espace des repéres (n1,...,7n)
(écrire nj = > N\jrék, et considérer le rang des applications M, é:ll — M, définies
par (mi,...,mi—1) — Y n;m;). Une telle base sera qualifiée ci-dessous de
« minimale ».

3.5. — Supposons qu’on ait Hy (M) = Hy 4(M) = 0 pour ¢ > £. Alors, pour
que M soit £-involutif, il faut et il suffit qu’on ait ﬁl} = ﬁl} +---+ 87 ; dans ce
cas une base 7 est £-régulicre si et seulement si elle est minimale. Ceci montre
en particulier que les bases £-réguliéres forment un ouvert de Zariski (non vide
si M est ¢-involutif, vide sinon).

En effet le second membre de l'inégalité 3.3, 1) est supérieur ou égal a
ﬁé +--++ 37 et le minimum est atteint pour les bases minimales ; donc I'égalité
ne peut étre obtenue que pour une telle base; et si elle est obtenue pour 'une
d’elles, elle le sera pour toutes les autres.

Les résultats précédents permettent de retrouver facilement le théoréme de
Hilbert relatif & la dimension de M, lorsque ¢ — 400 ; en effet M est £-involutif,
pour un certain £; le théoréme 2.6 montre alors que M/(ni,...,ni—1)M est
¢-involutif sur k[n;,...,n,]; par conséquent, on aura, pour q > /, ﬂé 41 =
ﬁé + o+ By, (1<i<n), et, B;H'l = 0. On en déduit par récurrence la formule
suivante (je laisse les détails au lecteur) :

(36)  dim My (= Bh,) = B + (:)ﬂz? +o (T o 2>ﬁ? :

Ce polynéme est de degré i — 1, avec i = sup{j | ﬁz # 0} ; la caractérisation
de la dimension par le polynéme de Hilbert-Samuel[Se| montre donc que la
dimension de M est égale a 4.



16 CHAPITRE I. MODULES GRADUES, INVOLUTIVITE

Remarque 3.7. — Au lieu des ﬁé, il est plus usuel de considérer les afl définis

i _ @i pgitl.
par ag —.ﬂq By s
q>4 ay > aflﬂ. Pour le voir, il suffit de traiter le cas £ = 1, ce qui va étre

évidemment, on a af] > 0. Si M est £-involutif, on a, pour

fait au prochain paragraphe.

4. Forme normale d’un module involutif

Les résultats de ce paragraphe sont relatifs au cas ou £ = 1 (bien sir, si
M est £-involutif, avec £ > 2, on peut les appliquer & M (£ — 1); mais ceci
ne donnera aucun renseignement sur My, ..., My_5). Soit donc M involutif, et
soit 1 une suite 1-réguliere. Montrons d’abord le résultat annoncé en 2.9, a
savoir que 7 est strictement 1-réguliére; on va utiliser un argument de [Ku3] :
montrons par exemple que ’annulateur K; dans M est égal a I"annulateur de
71 ; soit m € M, avec mym = 0; par 1-régularité, on a m € My ; d’autre part,
pour 7 > 2, on a n1(n;m) = nymm = 0; utilisant & nouveau la 1-régularité, on
anym = 0; d’ou le résultat.

Soit maintenant 7 une base 1-réguliere de M, et soit K; l'annulateur de
(m,...,mn) dans M/(m,...,ni—1)M ; on pose encore Ko = 0, K41 = My ; on
aKyCKiC: - CKpq1;etpour,1 <i<n,on ades suites exactes

0—)K1 —)M() —)Ml/(‘lh,...,’rh'_l)Mo —)Ml/(’f]l,...,’lh')M() —0.

Soit P; un supplémentaire de K; dans K;1, et posons af) = dim P; (0<i<n).
OnadimK; =a +---+a) ', dimMy = o +--- + of, et, en utilisant les
suites exactes précédentes :

(4.1) o =p -t =ap+- o (1<i<n).

Cette formule montre, en particulier, le résultat annoncé en 3.7, & savoir que
o} est une fonction décroissante de i.

Pour trouver la forme normale cherchée, donnons-nous, pour chaque 7 €
[0,n] une base (e;;) de P; (1<j<ad); pour simplifier les notations, nous no-
terons cette base e;, en écrivant les e; j en colonne. Les propriétés précédentes
des K; donnent alors pour chaque paire (4,7) avec ¢ > j, une relation

(4.2) mie; = > afimke

les aff étant des matrices de type (a(‘;,ag), nulles sauf peut étre pour k<j

et k</l. Par exemple, pour n = 3, on obtiendra les formules suivantes, ol *

s . kz
désigne les a;7,

i) meg = n2eg = 1,9 =0
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i) N2€1 = *M1€1 + *N1€y + *7M1€3
N3e; = *Me; + *nN1ey + *N1e3
i) nN3ey = *11€; + *N1ey + *N1€3 + K2 + *7)2€3.

; kL
Les coefficients a;}

relations que nous allons déterminer. Auparavant, suivant [Qu|, donnons un
résultat dont nous verrons ultérieurement qu’il est étroitement lié au théoréme
de Cartan-Kahler ; pour cela, considérons 1’application

ne sont pas quelconques ; ils doivent satisfaire certaines

dans laquelle on gradue le premier membre par le degré des polyndémes; on a
le résultat suivant :

Théoréme 4.3. — L’application u est un isomorphisme de k-vectoriels gra-
dués.

La surjectivité est évidente & partir de (4.2) Pour démontrer la bijectivité,
il suffit d’établir ’égalité des dimensions en chaque degré. Pour cela, on va
démontrer plus généralement les isomorphismes

Kpi1 ® © Klipsnse 1] @ P =5 M/ (. .mp) M
1>p

Ici encore, les surjectivités sont évidentes. Le résultat est évident pour p =
n car Kpy1 = My = M/(m,...,nn)M ; supposons-le donc vrai pour p et
démontrons-le pour p — 1. On va montrer, par récurrence sur r, que les dimen-
sions en degré r des deux membres, notées respectivement 37 et B2, sont
égales. Le résultat est vrai pour r = 0; d’autre part, d’aprés le §3, on a
gF = p_, +---+ (" ; donc il suffit d’établir le résultat analogue avec S
remplacé par ' ; mais cela résulte immédiatement de 1’égalité

E—I—r—l)

dimk[nla"'andr = ( r

Pour étudier maintenant les relations auxquelles doivent satisfaire les aff,

considérons a priori le A-module gradué M défini par les relations (4.2) avec
ff vérifiant seulement les conditions indiquées en (4.2) La suite (91,...,7,)
n’est pas forcément 1-réguliére (auquel cas, par exemple 4.3 ne sera pas vrai).
Nous allons chercher les conditions pour qu’elle le soit. Pour cela, soit IV le

noyau de la surjection A ® My — M ; en particulier, on a une suite exacte

a

00— N, —VRIMy— M; — 0.
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Posons, pour ¢ > j : Ny =1 ®e; — Eaffnk ® eg; nyj; est considéré comme
une colonne, & composantes dans V ® M ; les coefficients des n;; engendrent
Ny, et il est facile de voir qu’ils sont linéairement indépendants sur k; donc
ils forment une base de N7 ; une base d'un supplémentaire dans V ® Mj est
donnée par les (composantes des) 7; ® €j, avec 1 < j.

Par définition, N est engendré par N ; notons alors le noyau Q de AQ N1 —
N ; on a en particulier des suites exactes

0—)N2—)A2®M0—)M2—)0
0—Qs— VN, — Ny —0

Q2 est 'ensemble des ) bjj ® n;; tels qu’on ait ) byn;; = 0 dans Na (b;j, des
1>]

lignes a a{) composantes, & valeurs dans V') ; par exemple, comme n;, = 7; ® ¢,

on aura 7;n; o — 171 = 0.

Pour trouver les relations cherchées entre les aé“f, nous allons écrire que la
suite (91,...,7,) est l-réguliére. Par le critére de Cartan 3.3, il suffit d’écrire
quon a dimMy = Y B, avec i = +---+af, @t = o) +---+al; on
a d’autre part dim N7 = nad + (n — 1)ag + --- + o ' (utiliser par exemple
la base précédemment considérée de Np). Utilisant les deux suites exactes ci-
dessus, on trouve alors que le critére de Cartan équivaut a 'une des assertions

équivalentes suivantes :

4.4. — 1) On a dim Ny > 048 (n;1)+- . -+a§ [(";Ll) — (pgl)} +---, avec égalité
si et seulement si ) est 1-régulier.
2) On a dim @y < ag (g) + -+ aﬁ(”;”) + -+, avec égalité si et seulement
si i est 1-régulier.
Comme les ngn;;,
rement indépendants, la premiére assertion signifie aussi que n est 1-régulier
si et seulement si ces éléments, qui sont en nombre voulu, forment une base

de NQ.

k < i sont des éléments de Ny qui sont visiblement linéai-

D’autre part, le nombre dim 2 s’interpréte comme la dimension de I’espace

des relations, & coefficients dans V', entre les composantes des n;;; on se le

rappellera facilement en remarquant qu’il est égal au nombre obtenu dans le
cas particulier trivial ou tous les aff sont nuls; en effet, dans ce cas, on a
n;; = n; ® ¢;, et les relations sont simplement ngn;; — ning; = 0 (i, k > 7).
En fait, on peut voir M comme une déformation du module défini par les
relations triviales; le résultat précédent exprime simplement la platitude de

cette déformation ; je n’insisterai pas la-dessus.
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On procéde maintenant par récurrence; on suppose qu’on a déja obtenu
les conditions pour que (n2,...,n,) soit l-régulier pour M/n; M, en tant que
k[na,...,nn)-module. 11 est équivalent, et un peu plus commode de travailler,
au lieu de M/m M, avec M défini ainsi : M = M/mM en degrés > 1; M, =
Myo Ki(= P, ®---® P,) en degré 0. Alors une base de MO est formée
par e;,...,e€,; les équations correspondant & (4.2) s’obtiennent en prenant les
équations (4.2) ou 4 > 2, 7 > 1 et en y faisant 71 = 0. Avec des notations
évidentes, soit 7;; la base ainsi obtenue de J\Nl'l; on suppose (n2,...,m1) 1-
régulier pour M ; donc 1’égalité analogue & 4.4 pour QQ est satisfaite.

Le résultat est alors le suivant :

Proposition 4.5. — Dans les conditions précédentes, pour que (11,...,7n)
soit 1-régulier (ou, ce qui revient au méme, pour que l’égalité dans 4.4 soit
vérifiée), il faut et il suffit que la condition suivante soit satisfaite :

Toute relation entres les n;; a coefficients dans V= kne @ -+ @ kny (plus
exactement, & coefficients vecteurs-lignes dont les composantes sont dans 1% )
se reléve en une relation entre les ny, a coefficients dans V.

Nécessité. — Sil'on a ) byn;; = 0, on aura ), bjn;; = mp, p € V® Mpy;
I'image de m1p dans My est nulle; donc, par 1-régularité, I'image de p dans
M est nulle, et 'on a p € Ny ; écrivant p en fonction des ny,, on obtient le
relévement cherché.

Suffisance. — Si la condition précédente est satisfaite, les relations entre les
7i1, au nombre de dim Qs = o (";1) + -+ 4+ af("5P) + -+ donnent, en les
relevant, un nombre au moins égal de relations entre les n;;.

A celles-13, il faut ajouter les relations triviales Mk 0 — Nl o = 0, visible-
ment indépendantes des précédentes, car portant seulement sur les n, ; elles
sont au nombre de o (g) ; on trouve donc qu’on a dim Qe > af (’21) 4ot
of ("5F) 4 -+ D’aprés 4.4 on a donc I'égalité et la suite 7 est 1-réguliére.

La démonstration précédente donne une méthode pour écrire une base de
Q2 ; elle donne aussi une méthode pour écrire, par récurrence, les conditions

kL

que doivent satisfaire les a; dans (4.2) pour que la suite 7 soit réguliere.

Ezemple 4.6 (classique). — Supposons qu’un seul des o} soit # 0, par
exemple . Les équations sont alors les suivantes :

nier = aime; (1=2,...,n).
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Modulo 71, on a nie; = 0 et les relations triviales m;m; — nje; = 0 (i #
j) pour relever ces relations, on écrit 0 = m;ne; — nmer = ni(ajnie; —
a;nje;); d’ott ajnje; —a;n;e; = 0. Utilisant & nouveau les équations, on trouve
aja; —aa; = 0.

Ezemple 4.7 — A titre d’autre exemple, traitons le cas n = 3, en supposant
pour simplifier qu’on a e3 = 0. Les équations portant sur e, n’intervenant
pas, et pouvant étre omises, les seules équations & considérer sont donc les
suivantes :

e = anie; + fne;

n3er = Ymey + omey

N3€9 = Ami€y + pmes + vipes -
Modulo 71, 12, on a une seule équation n3es = 0, qui ne donne aucune relation.
Modulo 71, on a ne; = 0, n3e; = 0, 7365 = vnee,, et la relation triviale
n2n3e; —N3nze; = 0; pour la relever, on multiplie la premiére équation par —ns,
la seconde par 7, et on les ajoute ; on trouve 71 (yn2e; +dm2e0 —anze; —Bnses) =
0, d’ow ymae; + dn2ey — amse; — Brzey = 0.

Utilisant & nouveau les équations, on écrit les composantes de cette relation
sur la base (n1e1,m1€9,M2e5) de M ; ceci donne les relations ya — ay — A =

¥8 —ad — By =386 —Pr=0.

5. Syzygies

Les résultats ici sont classiques; voir par exemple [Bol],[Se]. Ils ne seront
guére utilisés dans la suite, et sont surtout donnés pour leurs relations avec
I'involutivité. Comme précédemment, on pose A = k[&1,...,&,]; un A-module
gradué est dit « gradué-libre » s'il est de la forme @ A(—r;), avec ; > 0; on a

K3

déja vu au §2 que, pour M gradué de type fini, il existe un morphisme surjectif
L <+ M — 0, avec L gradué libre, ¢ de degré 0.

Définition 5.1. — (L, ¢) est dit minimal si

L/(&l;;&n)L — M/(é.l;,gn)M
est bijectif.

On a le résultat suivant :

Proposition 5.2. — Un tel (L,e) minimal existe, et est unique & isomorphis-
me non unique pres.
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Pour montrer I'existence, on prend une base sur k de M = M/ (&1, ...,&,) M,
formée d’éléments homogeénes ; on la reléve en des éléments homogénes de méme
degré de M et on étend en une application L = M ® A — M ; cette application

.. . k
est surjective en vertu du lemme suivant :

Lemme 5.83. — Soient P et QQ gradués et u : P — ) homogéne de degré 0; on
suppose P/(&1,...,&n)P — Q/ (&1, ---,&n)Q = 0 surjectif ; alors u est surjectif.

SiP=0,ona®/(,-.-,6)Q = 0; donc @ = 0 [car @ ne peut pas avoir
d’éléments de degré minimal ; c’est aussi un cas particulier de 2.3].

Dans le cas général, soit R = cokeru; ’exactitude & droite du produit
tensoriel (%)k montre qu'on a R/(&1,...,&,)R =0, donc R = 0.

Soit maintenant une autre paire (L', ¢’) minimale ; comme L' est gradué libre,
on a un isomorphisme canonique L' ~ L'/(&,...,&,)L'® A, donc L' ~ L.
k

D’autre part, il existe u : L — L' homogene de degré 0 qui rende le diagramme
suivant commutatif :

L S M
oL
L = M

(prendre des générateurs homogenes de L et relever a L' leur image dans M).
D’apres le lemme précédent, u est surjectif ; comme L, et L; ont méme dimen-
sion pour tout ¢, u est bijectif. D’oll la proposition.

En général, u n’est pas unique. Cependant, il le sera, par exemple, si M est
engendré par ses éléments de degré minimal, par exemple de degré 0; en effet
dans ce cas M se reléve 3 M de maniére unique.

Maintenant : une résolution de M est une suite exacte (éventuellement in-
finie) — L, i) i) Ly = M — 0 les L; étant gradués-libres, et les d; de
degré 0.

Une telle résolution est dite minimale si € est minimal et si, pour tout p,
L, — Imd, est minimal. Le résultat suivant se démontre immédiatement par
récurrence 3 partir de 5.2.

Proposition 5.4. — Tout M gradué de type fini admet une résolution mini-
male ; deux telles résolutions sont isomorphes (en général, non canoniquement).

Observons encore ceci : soit — L, — --- — Lg — M — 0 une résolution

graduée libre de N ; posons L, = L,/(&1,...,&,) Ly (= Lp,® k). Pour que la
A
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résolution soit minimale, il faut et il suffit que les fleches Ep : fp — Zp_l soient
nulles.

Par récurrence, il suffit de voir ceci : soit Ly N Ly — M — 0 une
présentation graduée-libre de M ; alors « € minimal » équivaut & d; = 0. Soit
N = kere = Imd;; la condition « di = 0 » équivaut au fait que la fleche
N — L est nulle; mais la suite exacte N — L — M — 0 montre que cette
condition équivaut & « L — M est bijectif ».

Le théoréme suivant relie les relations minimales avec le complexe de Koszul.

Théoréme 5.5. — Soit (L.,d) une résolution minimale de M ; alors on a
un isomorphisme (en général, non canonique) de A-modules gradués L, ~
Hp(M) % A(—p).

Tout d’abord, par les constructions précédentes, L ~ Hy(M)®A; soit N =
ker(e : Ly — M) ; on a une suite exacte k

H,1(Lo) — Hpy1(M) — Hy(N) — Hp(Lo) — -+

Utilisant H,(Lo) = 0 pour p > 1, et Ho(Lg) =% Ho(M), on en déduit qu’on
a Hpy1(M) = Hu(N), p > 0; en mettant les degrés, on trouve un isomor-
phisme de degré 0 Hp_1(M)(—1) ~ Hp(N); comme L; — N est minimal, on
a Ly ~ Hy(N) (% A~ H{(M) (% A(—1); on continue de méme par récurrence.

Corollaire 5.6 (Hilbert). — Une résolution minimale est de longueur <n.

Proposition 5.7. — Si M est £-involutif, la résolution minimale de M vérifie
Ly=®A(—r;p) avec p <rip <L—1+p.

Réciproquement, si M admet une résolution qui satisfait ces conditions, alors
M est £-involutif.

La premiére assertion résulte immédiatement du théoréme précédent et du
fait que, pour M f-involutif, H, ,(M) = 0 pour tout p et ¢ > £.

Pour démontrer la réciproque, on utilise un raisonnement analogue & celui
de 5.5. Tout d’abord, la condition sur Ly montre qu’il est engendré par ses
éléments de degré < £ —1; donc il en va de méme de M, et Hy (M) = 0,
q > £. Posant ensuite N = ker ¢, et raisonnant comme ci-dessus, on trouve des
isomorphismes gradués Hj,1(M)(—1) ~ H,(M), p > 1, et une suite exacte
graduée 0 — Hi(M)(—1) — Ho(N) — Hy(Lo) ; utilisant la condition sur Ly,
on trouve Hy¢(N) =0, g > £+ 1, d’ot Hp4(M) =0, g > £; et ainsi de suite
par récurrence. D’ot le résultat.
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Comme indiqué plus haut, on comparera ce résultat avec la définition 3.2 ()
de [B-M].

Terminons par quelques remarques sur le cas involutif (£ = 1). Dans ce cas,
dans la résolution minimale, L, est engendré par ses éléments de degré p. Donc
kerd, 1 = Imd, a la méme propriété. En raisonnant comme & la remarque qui
suit 5.3 on en déduit, par récurrence, que la résolution minimale est unique,
a isomorphisme canonique prés, et que l'isomorphisme L, ~ H,(M) (%)A(—p)
est canonique.

Remarquons aussi que les calculs faits au §4 donnaient une expression « ex-
plicite » de Ly, Lo, di, do en fonction d’'une base 1-réguliére; on pourrait
probablement calculer de méme les termes suivants de la résolution ; je laisse
la question au lecteur intéressé.

Indiquons pour finir comment on peut ici décrire la fléche

dy: Hy(M)® A(=p) — Hy 1 (M)® A(p+1)

qui, ici, est canonique.

On a H,(M) = Hpo(M) = Zpo(M) = les éléments a de APV @ My qui
vérifient da = 0, 0 la différentielle de Koszul. Sur AV @ A® M (les ® sont pris
sur k), on a deux différentielles :

0" = (la différentielle de Koszul sur AV @ M) ®idy

d = (la différentielle de Koszul sur A’V @ A) ®idy

On remplace §' par § = (—1)P¢' sur A’V @ A® M ; alors, on a d§ + 6d =0
et d + ¢ est une différentielle sur AV ® A Q@ M.

i) On montre que AV ® A ® M, muni de d + ¢ et de 'augmentation
évidente A @ M — M est une résolution de M sur A; il suffit de traiter le cas
M = A, auquel cas c’est simplement la « résolution diagonale » classique.

i) On considére le sous-complexe formeé des Zp, (M) ® A (modulo 'iso-
morphisme A @ M =5 M ® A); on va voir qu'il a la méme cohomologie
que le précédent : par conséquent, ce complexe est la résolution minimale de
M ; la fleche correspondante est la fleche induite par d : Z,o(M) @ A —
Zp-1,0(M) ® A.

Pour établir ce résultat, prenons a € Z, o(M) ® A, avec da =0 (ou ea =0
si p = 0); on sait quon a a = (d + 6)b, avec b € AP''V @ A ® M ; donc
b="by+---+bg, b; € ANV RA® M; ; montrons par récurrence descendante
sur (@ qu’on peut supposer by = --- = by = 0. On a db; = 0, dby + 0bg—1 =
0,...,dbp = a; comme M est involutif, il existe ¢ € AP*2V ® A ® M,_1, avec
dc = bg; alors on a a = (d+ 6V, ¥’ = b— (d + d)c, et ' ne contient de
termes que jusqu’en degré g — 1; par récurrence, on a donc a = (d + 6)b, avec
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be APP'V ® A® My; alors, on a 6b = 0 et a = db; ceci donne le résultat
cherché.



CHAPITRE 11

SYSTEMES DIFFERENTIELS : THEORIE
FORMELLE

Dans ce chapitre et les suivants, j'utiliserai librement les notions de base
relatives aux espaces analytiques complexes et aux faisceau analytiques cohé-
rents. Pour ces questions, voir notamment [Gu-R/|, [Gr|, [Na|. La définition
des espaces analytiques et celle des sous-espaces analytiques sont celles de [Gr]|,
i.e. « avec éléments nilpotents ». Dans un premier temps, je n’aurai vraiment &
utiliser que des notions élémentaires, principalement le théoréme des fonctions
implicites et ses variantes.

1. Notion de systéme différentiel

1.1. — Donnons-nous trois entiers n, p, £ avec n > 0, p > 0, £ > 0. Un systéme
différentiel (analytique) d’ordre £ & n variables et p fonctions est défini par la
donnée

i) D'un ouvert Y, C C* x [] C?, avec a = (aq,...,0p) € N, |a| =
a1+ - +ap. || <€

i1) D’un idéal cohérent Z (= sous-faisceau cohérent d’idéaux) du faisceau
Oy, des fonctions holomorphes sur Yj.
Soit Zy = (|Zy|, Oyz,) le sous-espace analytique fermé de Y, défini par |Z;| =
I'ensemble des zéros de Z, Oz, = Oy,/Z. 1l sera commode de noter, un peu
abusivement, (Z) le systéme différentiel défini par (Y, Z).

1.2. — Supposons, ce qui est toujours possible localement, Z défini par g fonc-
tions holomorphes fi, ..., fg, et notons (xi,yjo-‘) les variables de Yy (1 <i <mn,
1 <j <p;|al <¥£).Par définition une solution du systéme (Z;) au voisinage
de z° = (z9,...,2Y9) est une famille § = (71, ...,%,) de fonctions holomorphes
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de z au voisinage de 20, vérifiant, pour 1 < k < q, fr(z,0%7) = 0, avec 0% =
oMt - 09, 0; = a [Blen entendu, on sous-entend qu’on a (2%, 8%¢(z%)) € Y.

Une solution formelle est définie de la méme maniére, avec § € C[[z—z°]]P; il
est clair que ces notions ne dépendent que de Z, et pas des générateurs choisis;
en fait, elle ne dépendent méme que de la racine de Z, mais ce fait ne sera pas
utilisé systématiquement avant le Chapitre IV.

1.3. — Par contre, ce qui suit dépend de Z lui-méme : soit § = (§1,-..,Pp) un

jet d’ordre m en z° de fonction de z ; un tel jet s’écrit j = Y éya’o(m—xo)a,
la|<m

avec a! = 1!+ -+ a,!; il peut aussi étre identifié & la famille (z°, yo"o)‘aEm. Sup-

posons qu’on ait m = £+k, k > 0, et supposons qu’on ait a = (2°,y*?) 4 < €

Yy; alors, pour f € Z,, f(z,0%y) définit de fagon évidente un jet d’ordre k
de fonction de z au voisinage de z°. Si ce jet est nul pour tout f € Z, on
dira que (z,y) est une solution formelle d’ordre m (ou : un jet d’ordre m de
solution) de (Z;). En particulier, il est clair qu'une solution formelle d’ordre ¢
est simplement un point de Zy, et qu’une solution formelle d’ordre oo est ce
qu’on a appelé plus haut une solution formelle.

Il est commode d’écrire les choses ainsi : pour m > £, posons Y, = Y; X

II  C; on identifie dans la suite les fonctions sur Y;, a des fonctions
L+1<]al<m
sur Y;,4+1 au moyen de la projection évidente py1 @ Y1 — Yy, (je laisse
le lecteur puriste rétablir les ]oT_nl+1 dans les formules qui suivent). On a des
opérateurs de dérivation de Oy,, dans Oy, , définis par

0 R
(14) D;f = +ZBJ; ;‘+51’ gi =(0,...,1,...,0), le 1 & la i-éme place.
On a évidemment D;D; = D;D;; pour € N*, on posera donc DF = Dfl
Dg" ; dans la situation considérée ci-dessus, avec f € Z,, la formule de Taylor
donne

fl@,0%9) = = g (DA f) (%, g2 (& — a%) .
Par conséquent, y est une solution formelle d’ordre m = £ + k si et seulement

si g veérifie (DAf) (20, y®0) = 0, f € T,, |B| < k. Ceci justifie la définition
suivante :

Définition 1.5. — On appelle prolongement d’ordre k& de (Z;) le systéme
différentiel défini par (Y, Zm), m = £+k, I, 'idéal cohérent de Oy;, engendré
par les DT, 8| < k.
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Notant (Z,,) ce prolongement, on pose encore les définitions suivantes :

Définition 1.6. — i) On dira que (Zy) est formellement intégrable &
Pordre 1 (ou : que les conditions d’intégrabilité d’ordre 1 sont satisfaites) si
|Zos1| — | Ze| est surjectif.

1) On dira que (Z;) est formellement intégrable a l'ordre k (resp. for-
mellement intégrable) si (Z,,) est formellement intégrable a l'ordre 1 pour
£<m <L+ k—1 (resp. pour tout m > £).

Dans ce chapitre ci, nous donnerons des conditions suffisantes d’intégrabilité
formelle. Dans le suivant, nous examinerons les solutions analytiques (théoréme
de Cartan-Kahler) ; en fait, nous démontrerons le résultat suivant : si (Zp) est
formellement intégrable, par tout point de |Z,| passe une solution analytique.
Au Chapitre IV, nous examinerons dans quelle mesure, d’un systéme donné,
on peut déduire un systéme formellement intégrable équivalent, i.e. ayant les
mémes solutions.

Exemple 1.7. — Les exemples ci-dessous sont classiques. Le premier montre
la nécessité de prolonger les systémes pour obtenir un systéme formellement
intégrable. Le second montre que, par ce procédé, on peut seulement espérer
obtenir un systéme formellement intégrable « au point générique », i.e. en
Otant certains points singuliers. Je renvoie au Chapitre IV pour des énoncés
généraux dans ce sens.

i) Prenons p = 1, £ = 1, et considérons le systéme linéaire 01y = 0,
2100y + 2203y +- - -+ xn—10,y = 0 (autrement dit, avec des notations évidentes,
l'idéal engendré par v, z1y5 + -+ + zp—19y,,). Le premier prolongement (Z3)
contient yh, car [01, 2202 + -+ - + Tp_10,] = 02 ; de méme, (Z3) contient y4 car
(02,2102 + -+ + £p—10,] = O3, et ainsi de suite; finalement (Z,) contient le
systéme (Z]) défini par yi,...,y!, (ou si l'on préfere d1y = --- 0,y = 0). 1l
est facile de voir que (Z]) est formellement intégrable, et qu’il est équivalent &
(Z1) ; mais, pour l'obtenir, on a da faire n — 1 prolongements.

i1) Prenons n = 1, p = 1, et prenons (Z;) défini par 'équation zy'+y—f,
f une fonction holomorphe de z au voisinage de 0; il est facile de vérifier que
(Z1) est formellement intégrable sur x # 0 ; par contre, il ne l'est pasen z =0 :
posons en effet f = > byz", et cherchons y sous la forme ) a,, 2™ ; il existe
une solution formelle unique (d’ailleurs convergente) définie par a,, = pros
mais un jet d’ordre m de solution est défini par ap =bp/p+1,p <m —1, et
ar, quelconque; donc |Z,,11| — |Z,,| n’est pas surjectif.
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Notons aussi que le systéme défini par z2y’+y— f = 0 posséde des propriétés
analogues, mais que la solution formelle en 0, n’est pas nécessairement conver-
gente. Ce phénoméne, d’ailleurs bien connu, reléve de la théorie des « points
singuliers irréguliers » des équations différentielles ordinaires, sujet qui sort du
cadre du présent exposé.

2. Module caractéristique

On garde les notations du paragraphe précédent ; on écrira « f € Oy,, »
pour « f € Oy, 4, avec a € Y, » Pour f € Oy, , on appelle « symbole
de f » lexpression 6f = > 6—‘2}%53}3", autrement dit la différentielle de f

Jila=m
modulo les dz; et les dyf, |a| < m — 1. De la formule (1.4) on déduit qu’on a
OD;f = &6 f, avec &(goy?) = g6y?+6j, ej =(0,...,1,...,0),g € Oy, ; comme
les {; commutent, on pourra écrire dy5 = £*0y;, £ = (é1,-..,&,); on a donc
6f € Oy, [E1,- -, &ledy; = Oy, &1, -, &), ou [ -] désigne les polynomes
j

homogeénes de degré 4.
Soit maintenant Z = 7, un idéal cohérent de Oy, ; on pose les définitions
suivantes :

Définition 2.1. — i) On appelle symbole d’ordre £ de Z le sous-Oz,-
module cohérent N; de O, [¢]; engendré par les classes mod Z des 6f, f € Z.
ii) On appelle symbole de 7 le sous-module gradué N de Oy, [¢]P engen-
dré par Ny.
ii1) On appelle module (ou systéme) caractéristique de (Z;) le module
gradué quotient Oy, [¢]P/N.

Soit (Yz41,Ze+1 = Z') le prolongement d’ordre un de (Yy,Z), et soit Zgyq
Pespace analytique correspondant; notons q : |Zy1| — |Ze| la projection et
q* ¢ 10z, — Oy, .. I'application évidente (souvent dans la suite g letqg*
seront sous-entendus). Notons encore N’ et M’ le module des symboles et
le module caractéristique de (Zg41). D’une part, N’ est engendré par Ny, ;
d’autre part, de la formule 6D; f = §;6f, on déduit que Ny ; est engendré par
q¢*¢ Nyt C q*q_l(Qzl [5]? 41~ On déduit de 1a que la méme formule est vraie
pour N}, avec £+1 remplacé par k > £+ 1. En utilisant I’exactitude & droite du
produit tensoriel, on en déduit ceci : si M est le module M, avec My remplacé

par Oz,[¢]), on a
(2.2) M'=0z, ® q'M;
¢ 10z,
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suivant 'usage ceci sera noté ¢* M, .

Pour les prolongements suivants, on a des formules analogues que je laisse
au lecteur.

En fait, les modules précédents seront utiles principalement par l'intermé-
diaire de leurs valeurs ponctuelles : pour a € |Zy|, on notera Ny(a) le sous-
espace de (C[ﬁ]g engendré par les valeurs en a des éléments de Ny, et de méme
pour N ; on définira alors M(a) comme le quotient C[¢{]P/N(a); il revient
au méme de le définir comme étant égal & M (’)® C, (méme argument que

Z
ci-dessus). Si maintenant b est un point de ‘Z£+1l‘, avec ¢(b) = a, on aura
Ny(b) = Ni(a), k > £+ 1, et M'(b) = My (a) (je laisse les vérifications au
lecteur).

Pour énoncer les propriétés qui suivent, je supposerai que Zp est lisse, i.e.
que | Zy| est une sous-variété non singuliére de Yy, et que Z est 'idéal de toutes
les fonctions nulles sur | Zy| ; dans ce cas, Oz, s’identifie a ’espace des fonctions
holomorphes, au sens usuel, sur la variété analytique complexe |Zy|; voir au
Chapitre IV une situation plus générale.

2.3. — Pour que M, soit localement libre sur Oz, il faut et il suffit que la
dimension de M,(b) soit localement constante sur |Zy|. L’assertion directe est
évidente; la réciproque résulte du fait suivant : si dim My(b) est localement
constante, My est localement conoyau d’une application OTZZ - OSZZ de rang
constant.

Proposition 2.4 (|Go|). — Outre la lissité de Zy, faisons les hypothéses sui-
vantes :
i) My et My, 1 sont localement libres.
ii) Pour tout k > £ et tout b € |Zy|, on a Hy (M (b)) = 0.
Alors, pour k> £+ 2, My, est localement libre.

Ici, on note Ho (-) = Hok(&1,---,&n; ) (cf. 1.2), et on pose T = C& +--- +
C¢y,. La suite exacte 0 — N(b) — C[¢] — M(b) — 0, jointe a la derniére
hypothése, implique qu’on a Hj y41(N (b)) = 0, k > £; ceci, joint au fait que
N est engendré par ses éléments de degré ¢ implique ’exactitude de la suite

AT @ Ni(b) — T & Niy1(b) — Nipio(b) — 0 (k> £) |

Raisonnons par récurrence, et supposons dim N (b) et dim Ny1(b) locale-
ment constants; 'image de la premiére fleche a une dimension semi-continue
inférieurement ; le noyau de la seconde coincide avec le noyau de la fléche
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évidente T ® Ny41(b) — C[€]},, ; donc sa dimension est semi-continue supé-
rieurement ; comme ces deux espaces coincident, leur dimension est localement
constante ; donc celle de Ngo(b) l'est aussi et le résultat suit de 2.3.

Le résultat précédent, qui sera constamment utilisé par la suite, a 1’incon-
vénient de n’étre pas « effectif », en ce sens qu’il demande une infinité de
vérifications (pour k > £). Voici un résultat effectif qui 'implique :

Proposition 2.5. — On suppose Z; lisse, et My et My, 1 localement libres.
On suppose en outre que, en un point a € |Zy|, M(a) est L-involutif, et que la
base (m1,...,nn) de T est L-réguliére. Alors les mémes propriétés sont vraies
pour b voisin de a.

On utilise le critére de Cartan 1.3.3; pour tout &, voisin de a, on a
dim My 11(b) <> dim Me(b)/(n1, - .., mi—1) M1 (b)

(on a d’ailleurs ici My_1(b) = C[£]7_,).

Par hypothése on a 1’égalité pour b = a; le premier membre est constant et
les termes du second membre sont semi-continus supérieurement, donc ont un
maximum local en a. Par suite, ils sont constants, et 1’égalité est vraie pour
tout b voisin de a.

On remarquera que la démonstration donne aussi la constance locale de
dim My(b)/(n1,- .. ,mi—1)Mp—_1(b). Au lieu d’utiliser 2.4, on peut alors en dé-
duire la constance locale de dim My (b), k > £ + 1, en utilisant 1.(3.6).

3. Prolongement des solutions formelles

Le théoréme d’existence des solutions formelles démontré ici est une variante
du théoréme de Cartan-Kéhler, qui est due & Goldschmidt [Go]. La démons-
tration de cet auteur sera donnée au §4; dans ce paragraphe-ci, j’emploierai
une méthode duale, plus proche des calculs usuels en algeébre différentielle (on
pourra plus ou moins comparer, p. ex. avec la notion « d’ensemble cohérent »
de [Ro]); dans le cas linéaire, voir aussi [Mall].

La traduction en termes de systémes différentiels extérieurs n’est rien d’autre
que « l’absorption de la torsion », & la Cartan, cf. [B-C-G]; ce point sera vu
a l'appendice B.

3.1. — On garde les hypothéses des paragraphes précédents, et on se place en
outre dans les hypothéses suivantes :

i) Zy est lisse;

i1) My et My, sont localement libres;
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ii) La projection « oubli des yf, |a| =£ », q:|Z| - C* x [ CP est
o <e—1
localement de rang constant ; en outre, pour a € |Zy|, si f € I, est indépendante
des yg, || = £, on a, pour 1 <i<n :D;f €L,

Dans cette section, pour simplifier, on écrira O pour Oy, ; ceci ne créera pas
d’ambiguité. La derniére hypothése sera utilisée via le lemme suivant :

Lemme 3.2. — Dans les hypothéses précédentes, soit f € I,, avec 3%’;— €1,
J
1 <j<p, |a| =L Alors, pour tout i, on a D;f € 1,0y, .

Soit Z;, I'ensemble des g € Z, qui sont indépendantes des y, |a| = £. La
lissité de Z; et le fait que ¢ soit de rang constant entrainent qu'on a f €
O.T! + T2 (choisir des coordonnées locales adaptées & Z; et ). Par hypothése,
on a D;Z] C T, et le lemme s’ensuit.

Ce lemme a la conséquence suivante : prenons n€Ny,; n est représenté
dans O,[€]) par Y hidgk, hr€Oq, g€y ; il est aussi représenté par dg, avec
g =2 hrgr€eZ.

Posons Djg = h; + > hi,j,gy? avec h, hijs € O ; la classe de

DlBl=t+1
ces €léments modulo I, ne dépend que de m; en effet, si n est représenté

par dg', ¢ € I,, g — ¢ vérifie les conditions du lemme. On note D;n €

02,0 & Oze,ayf la classe ainsi obtenue.
3| Bl=t+1
Définissons maintenant la torsion du systéme (Zy) (on pourrait tout aussi

bien dire « la courbure » ; cf. exemple plus bas). D’aprés 'hypothése i1) et 2.3,
Papplication surjective d : T ® Ny — Nyi1 : Y. & ® nj — > &in; a un noyau
Z(T ® Ny) localement libre, et sa valeur en a € | Zy| est égale & Z(T ® Ny(a)).

Soit alors n = )_& ®n; € Z(T ® Ny); le fait que dn = 0 entraine immeédia-
tement que, dans la somme Y D;n;, les coefficients des yf , |8l = £+ 1, sont
nuls; on pose alors la définition suivante :

Définition 3.3. — Pour n = > & ®@n; € Z(T ® Ny), on pose 7(n) =
Y>> Din; € Oz,. On appelle torsion du systéme (Z;) I'application 7 : Z(T ®
N;) — Oy, ainsi définie.

On vérifie immédiatement que cette application est Oz,-linéaire, donc définie
fibre par fibre. Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant :

Théoréeme 3.4. — Avec les hypothéses précédentes, soit (Zyi1) le premier
prolongement de (Z;) [cf. 1.5]. Pour que a € |Zy| soit l'image d’un point
b € |Zpy1], il faut et il suffit qu’on ait 7(-)(a) = 0.
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Pour f € Z,, posons D;f = D.f + DY f, avec Dif = %+ > %yyﬁi,
' j,|a\§é—1 !

DI'f = %y}”“ ; on consideére D) f(a) comme élément de C, (en rem-
Jla|=t

J
placant les yj* par leur valeur en a), et D! f(a) comme forme linéaire dans les
variables yf, 1Bl = £+ 1.

Soient fi,..., fr des générateurs de Z,; pour trouver b € |Zy;1|, de pro-
jection a, on doit résoudre par rapport aux yf le systéme linéaire D fi(a) +
D!fr(a) =0,1<i<mn,1<k<r.La condition pour cela est la suivante :
toute relation Y Ay DY fr(a) = 0, A\ € C, entraine Y iy D; fx(a) = 0.

Posons g; = Y A\igfr, n = &i®0g; ( mod Z,) ; larelation Y N DY f(a) =

k

0 signifie qu’'on a dn(a) = 0, donc n(a) € Z(T ® Ny(a)); alors la relation
> AikD' fr(a) = 0 signifie 7(n)(a) = 0. D’ou le théoréme.

Ezemple 3.5. — Soit X un ouvert de C"; sur X, on considére le systéme
d’équations 0; y+A; y =0,y = (y1,- - ,Up)T, A; des matrices p x p dépendant
holomorphiquement de z; dans le langage ci-dessus, on pose Yy = X x (P,

Y] = X x [[ @, et T est défini par les composantes des y* + A; v, (1 <
la|<1 - B
i <n).Ic, |Z1| = Yp est bijectif, et on peut identifier Oz, & Oy, ; on a alors

Ny = ® Oy, [€]16yj, et Z(T ® Ny) est engendré par les & ® &0y, — &k ® &idy; 5
J

posant 0y = (dy1,...,0yp), on trouve qu’on a

(& ® &kdy — & @ &idy) = T[é}' ®(y* +Ary) — & @0y + A g)]
= D;(y* + Ar y) — Di(y’ + Ai y)

0A,  0A;

- (8:51' By, + [Ai’AkD LA
On trouve donc la courbure de la connexion de forme ) A; dx;; ceci était a
prévoir, puisque la nullité de la courbure est la condition de prolongement &
l'ordre 2 des jets de solution d’ordre 1.

Pour terminer cette section, montrons que la torsion, qui est définie sur les
cycles de T'® Ny, s’annule sur les bords convenablement définis. On reprend
donc les hypothéses du théoréme ; pour simplifier, on va travailler localement,
au voisinage d'un point a € |Zg| (avec les hypotheéses faites, Z,_1 ne pourrait
étre défini que comme variété immergeée).

Au voisinage de a la projection g, qui est de rang constant, définit un germe

de sous-variété lisse Z' = Z) ; de C* x ] CP; les fonctions nulles sur |Z’|
o <é-1
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s'identifient & Z;, ensemble des g € Z, indépendantes des y§, |a| = £ [cf. 3.2].
Considérons alors le sous-module Ny, , de ® Oz, ,q[]¢—10y; engendré par les
symboles g d’ordre £ — 1 avec g € 7. La formule ;69 = dD;g, jointe au fait
qu’on a D;g € Z,, montre qu’on a EiNé—La C Ny, ; par suite, on a une fleche
de Koszul d : A’T ® Néfl’a — T ® Ny,q ; son image est dans Z(T' ® Ny,); le
résultat est alors le suivant :

Proposition 3.6. — La torsion T s’annule sur l'image de d.

Soit n € A2T®Né71’a ; n est représenté par Y & AE;Q0gij, avec gi; € I, et
1<j
dn est représenté par ) & ® 0D;g;; — & ® 6D;g;5 ; done 7(dn) = ) D;jDjg;j —
D;D;g;; = 0; d’ou le résultat.

8.7. — Voici maintenant le théoréme de prolongement annoncé. Les notations
sont celles des §1 et 2 ; en particulier Ny, N, M, etc. sont les modules définis par
le systéme (Yy,Z), noté aussi (Z;). On note les prolongements comme en 1.5.

Théoréme 3.8 (|Go]). — On fait les hypothéses suivantes :
i) Zy est lisse;
it) My et Myyq1 sont localement libres ; de plus on a, pour tout a € |Z|
et tout k > £, Hy (M (a)) = 0.
1) |Zos1| — |Zy| est surjectif.
Alors, pour tout k > £+ 1, Zy, est lisse et | Zy11| — | Zx| surjectif.

Par récurrence, il suffit de démontrer que les hypothéses du théoréme sont
encore vérifiées, si I’on remplace £ par £ + 1.

i) La lissité de Zy,1 résulte de ce qu'il est défini par des équations li-
néaires affines en les variables yf |IB] = £+ 1, au-dessus de Zy, de ce que le
fibré vectoriel associé est le dual de My, 1 qui est localement libre, et de la
surjectivité de |Zyr1| — |Ze| (je laisse les détails au lecteur).

i1) D’apres 2.4, My, est localement libre pour tout k > £, en particulier
pour k = £+ 2. Soit alors M’ le module caractéristique de (Zy41). La formule
(2.2) montre que M' vérifie ii), avec £ remplacé par £ + 1.

i11) Pour démontrer que |Zpio| — |Zy41| est surjectif, on applique main-

tenant 3.4 et 3.6 & Z,41. Pour tout a € |Zy44|, on a
Hs (M (a)) = Hi4(M(a)) =0 .

De ceci et des propriétés de rang constant des N, on déduit que Z(T ®
Nit1)/d(A*T ® Np) est nul, donc aussi Z(T ® Ny ,)/d(A*T ® N;), avec Nj, =
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OZqu*q_lNk, g la projection Zyy1 — Z;. On vérifie tout de suite que ce der-
nier module est celui qui intervient dans 3.6 appliqué a (Z41). Donc la torsion
est nulle et |Zyyo| — |Zg41]| est surjectif, ce qui démontre le théoréme.

On remarquera l’analogie du dernier raisonnement avec celui du Chapitre I,
Théoréme 3.1 (cf. Chapitre III, Remarque 5.4).

Systémes différentiels involutifs 3.9. — Le théoréme précédent donne
I’occasion d'une définition qui jouera un role essentiel dans les chapitres sui-
vants. Les notations sont les mémes qu’en 3.7.

Définition 3.10. — On dit qu’un systéme (Z;) est £-involutif (ou involutif, si
aucune confusion n’est a craindre) si les conditions suivantes sont satisfaites :
i) Zy est lisse;
it) My et My sont localement libres. De plus, pour tout a € |Zy|, M(a)
est /-involutif.
i11) |Zyp1| — |Ze| est surjectif.

Autrement dit, (Z;) est involutif s’il satisfait les hypothéses du théoréme
3.8, avec de plus M(a) involutif pour tout a € |Z|. Il résulte aussitot de ce
théoréme que, si (Zy) est involutif, ses prolongements (Zy) le sont aussi pour
tout k£ > 0.

L’hypothése « involutive » est en principe plus restrictive que les hypothéses
de 3.8, mais elle a 'avantage d’étre plus effective, [cf. 2.5]. D’autre part, la
restriction n’est en fait qu’apparente : en effet, si (Z;) vérifie les hypotheéses de
3.8, pour tout point a € |Zy|, on peut trouver un voisinage ouvert U, de a dans
Yy et un entier k tels que (Zy1) soit involutif au-dessus de U, (d’une maniére
vague « localement, les prolongements de Z; finissent par devenir involutifs ») :
pour voir ce résultat, il suffit de choisir k tel que M (a) soit £ + k-involutif, et
d’appliquer 2.5 et 3.8.

La définition des systémes involutifs adoptée ici, a la suite de [G-S], [Go],
[Qul], est basée sur l'expression de I'involutivité en termes de complexe de Kos-
zul. La version de Cartan lui-méme sera vue ultérieurement, avec les systémes
différentiels extérieurs.

4. Prolongement des solutions formelles (suite)

Le but de ce paragraphe est de reprendre les calculs du précédent d’une
maniére duale, plus proche des calculs habituels des géométres différentiels.
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Dualité sur les symboles 4.1. — Soit C¢]; le dual sur C de Iespace C[¢],

des polynémes homogenes de degré £en & = (£1,...,&,). Onécrita = ) an&”®
laf=£

un tel polynome, et b = (b%)|4|=¢ un élément du dual, la dualité étant donnée

par (a,b) = " aab®. Il est commode ici d’identifier b au polynéme homogéne

> ébawa € Clzl¢, z = (z1,...,zy) ; alors, si on fait agir & sur b par & = %,

on a (a,b) = a(b)|$:0. Dans cette dualité, le transposé de &; : C[¢]; — C[€]o41
est donné par 0; = a‘?ci : Clz]eg1 — Clzle.

Les mémes notions s’appliquent sans changement avec C[¢] remplacé par
CIEJP (ici, il faut prendre les a, et b* & valeurs dans CP et l'on pose aqb® =
Z @q,jb}). Le complexe de Koszul fabriqué avec C[¢]P a pour dual le compleze
dje Spencer, dont la différentielle extérieure est obtenue en transposant la dif-
férentielle de Koszul 1.(1.1). Notant dz1,...,dz, une base de T* = C[{]}, et
remarquant que la différentielle de Koszul peut s’écrire dm = " dz; 1 (&;m),
on trouve que d* : APT* @ C[¢], — APTIT* @ Clz]y_1 est la différentielle exté-
rieure usuelle ; si donc on a w =) dz; A--- Adz;, ® bj,..;,, on aura

dw = Z d:vj ANdxy, A--- A d.’Eip A ijiy--ip .

Par exemple avec des notations évidentes, si 'on a w = > dz; @ (b%), |a| = ¢,
on aura d*w = Y dz; Adz; ® (cf), |B| = £—1, avec c?j = bjm'si - bf+€j.

Plus généralement, si M est un C[¢]-module homogéne de type fini, on dé-
finira M* par (M*); = Mj, dual de M, sur C, et on aura un complexe de
Spencer d* : APT* ® M; — APT'T* ® M} | défini de la méme maniére.

Espaces de jets 4.2. — Je vais rappeler ici le langage des espaces de jets;
comme ce sujet est bien connu, ce rappel sera aussi minimaliste que possible.

Soit m : Y — X une submersion de variétés analytiques complexes (lisses),
et £ un entier > 0. On note Jy(m), ou Jy(Y) lorsqu’aucune confusion n’est a
craindre, ’espace des jets d’ordre £ (= développements de Taylor tronqués a
Pordre £) de sections de 7. Par exemple, un élément de J1(Y') est une paire
(b,0), avec b € Y, o une section de l'application tangente, tm : Ty — T'x q,
a = 7(b).

Si X est un ouvert de C", et Y = X xY”', Y’ ouvert de CP, et 7 la projection,
Ji(Y') s’identifie a 'ensemble des (z,y%)|q|<¢; avec z € X,y = ey yre
pour 1 < |a| < £, c’est-a-dire & un ensemble du type des Yy considérés au §1.
Ceci le munit d’une structure analytique complexe lisse. Dans le cas général,
en prenant des coordonnées locales, on munit Jy(Y") d’une structure analytique
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complexe lisse (on vérifie immédiatement que les changements de cartes sont
holomorphes).

Faisons encore les remarques suivantes :

i)  Soit py la projection Jy(Y) — Jp1(Y) (£ > 1) : c’est une fibration
vectorielle affine (ceci se voit immédiatement par changement de coordonnées).
Le fibré vectoriel associé est le tangent relatif Ty,;;,_, (i.e. le fibré des vecteurs
de Jy¢(Y') de projection sur Jy_1(Y') nulle) ; son dual est donc le fibré des formes
relatives §27,/7,_,, dont les éléments ont été considérés au §2 sous le nom de
« symboles ».

Prenant des coordonnées comme au §2, et utilisant la dualité de 4.1, on a
donc, en a = (z%,y*") des identifications

QJl/Jg_l(a) = C[f]? ; TJl/Jl_l(a) ~ Clz — 550]? .

i1) La notion de systéme différentiel peut étre définie en partant d’un ouvert
Yy C Jy(Y) et d’un sous-espace analytique fermé Z; de Yy ; ce qui a été fait aux
§2 et §3 (prolongement, systéme caractéristique, torsion, etc. ) subsiste sans
changement dans ce cadre un peu plus général.

Ceci résulte du fait suivant : les dérivations D; définies au §1 ne dépendant
en fait que d’un choix de coordonnées dans X, et pas dans Y ; si I’on préfére
la différentielle Y dz; ® D; est indépendante de tout choix de coordonnées. Je
laisse la vérification au lecteur.

4.3. — Pour énoncer les résultats qui suivent, il sera commode de faire la
convention suivante : soit Z — X un morphisme de variétés analytiques
complexes (lisses), et soit Z' C Z louvert éventuellement vide des points ol
est une submersion ; alors, pour £ > 1, on pose Jy(Z) = Jy(Z').

Soient X un ouvert de C* et Y = X xY’, Y’ ouvert de CP ; on a les résultats
suivants :

Lemme 4.4. — Soit Z une sous-variété analytique lisse de Y (= une sous-
variété lisse fermée d’un ouvert de 'Y ), et soit Z1 — J1(Y) son prolongement
d’ordre 1 au sens de 1.5. Alors, on a Z1 = J1(Z).

L’assertion est évidente au voisinage d’un point a € |Z] ou la projection
Z — X est une submersion. Prenons maintenant un point a ol ce n’est pas le
cas; il faut démontrer que 'image de Z; — Z ne contient pas a.

Posons a = (z,y) € C"*P, et soient fi,..., f; des générateurs de l'idéal de
Z en a; les points de Z; qui sont au-dessus de a sont les (z,y,4*) qui vérifient
fre(z,y) = 0; gi’: +> %y§ =0,1<k<gq,1<1<n.Lexistence d'un tel
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point donnerait un relévement de 7,, X dans T, Z, ce qui est impossible puisque
ToZ — T, X n’est pas surjectif.

Le lemme suivant utilise I’application classique ji : Jor1(Y) — Ji(Je(Y)),
ou le second membre est défini & partir de la projection « source » Jy(Y) — X,
et ol j; est défini ainsi : soit o une section de Y — X au voisinage de z°; elle
définit une section de J;(Y') — X (en chaque z, on prend le jet d’ordre £ de o
en z); d’ou une section de Ji(Jy(Y)); on vérifie immeédiatement que sa valeur
en 2 ne dépend que du jet d’ordre £+ 1 de o en z°.

Lemme 4.5. — Soit Z; une sous-variété lisse de Jy(Y) et soit Zyy1— Jpi1(Y)
son prolongement d’ordre 1. On a

| Zos 1| = |J1(Ze)| O |j1 e (V)| C [J1(Je(Y))] -

Prenons a = (7,y%)|q<¢ dans |Zy|, et soient f1,..., f; des générateurs de
I'idéal de Z; en a; alors, d’aprés le lemme précédent, |Ji(Zg)| est ensemble
(z,y%, y**) des zéros des équations fx(z,y*) = 0; %@;—’z +> %i,’;yjo-"i =0. Un tel
point est dans |Zp;1]| si et seulement s'il existe des y?%, |«| ) + 1 tels qu’on
ait Yy =y |a| < £; cette condition équivaut au fait que ce point est dans
J1Jer1(Y).

4.6. — En fait la démonstration donne le résultat plus précis suivant :
Z€—|—1 = Jl(Zg) X JZ—H(Y)
1(Je(Y))

(ceci ne servira pas ici; pour la définition du produit fibré, voir [Gr]). On peut
voir que, moyennant une définition convenable de Ji(Zy), le méme résultat est
vrai pour un sous-espace analytique quelconque Zy de Jy(Y).

4.7. — L’étude du prolongement en termes de jets se fait maintenant ainsi.
On prend encore X = C", Y = X x (P, Y; un ouvert de Jy(Y), et enfin Z;
une sous-variété lisse de Y;; on suppose que Z, vérifie les conditions i) & 44i)
de 3.1.

Désignons par ¢ la projection Jy(Y) — Jp—1(Y); soit a € |Z|, a’ = ¢(a),
et Z' = Z,_, la projection ¢(Z;) au voisinage de a; I’hypothése iii) montre
que le prolongement d’ordre un Z, de Z;_, contient Z;; d’aprés les lemmes qui
précedent Jy(Zy_,) = Z,_, est surjectif, donc Z; ; — X est une submersion.
Comme Z; — Z;_, est une submersion, a fortiori Z, — X est une submersion.

Restant une fois pour toutes au voisinage de a, désignons par Zpy; —
Je+1(Y) le prolongement d’ordre un de Zy. Pour chercher a quelle condition
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il existe b € |Zy41| de projection a, on opére de la maniére suivante : les pro-
priétés de lissité précédentes permettent de trouver ¢ € J1(Zy) ayant les deux
propriétés suivantes :

i) Sa projection sur Ji(Z;_1) est égale a j1(a);

i1) Sa projection sur Zp (par l'application évidente Ji(Zy) — Zj) est
égale a a.

Explicitement, posons a = (z°, y%) (on écrit ici y® pour y*°, pour simplifier),
et soient fi,...,f, des générateurs de l'idéal de Z; en a; alors, on a ¢ =
(9, ya,yo"i)‘odsg, avec les propriétés suivantes :

@) Yy =y pour || < £—1;
B) fela®y®) =0; G+ 3 glyi" =0, 1<k<q 1<i<n.
7,

Dans ¢, seuls les (y**), |a| = £ ne sont pas fixés ; pour que I’on ait ¢ € | Zg4 1],
il faut et il suffit, d’aprés 4.5 qu'il existe des %, |8] = £ + 1 tels qu’on ait
y©t = yotei ol = £, 1 < i < n; il revient au méme de demander qu’on ait
yoteid —yoteii =0, la| =£—-1,4,5=1,...,n.
Fixons alors un ¢, et cherchons & quelle condition on peut le remplacer par
d = (20 9y'®, 4> vérifiant les hypothéses voulues; on doit avoir 4@ = 3,
la| < £,y =y = y2F8 o <€ —1;enfin y®* =y — 2% |a| = £; les
2% doivent satisfaire les deux conditions suivantes :
i) > %z‘.”izo, 1<i<m;
Jilal=t 7
i1) Z¥TER — pOTEL = YOt — Ot ol =4 — 1,4, =1,...,n.
Utilisons maintenant la dualité sur les symboles 4.1. Soient Ny(a) C C[¢]) le
symbole de Z; en a, et My(a) = C[£]) /Ne(a) (cf. §2). Notons Ng(a)™ = My(a)*
l'orthogonal de Ny(a) dans Clz — z°). Notons encore 2’ (resp. y') I'élément
de Clz — 2%} donné par les (2*") (resp. (y**')), avec |a| = £, et posons w =
Ydo; ® 24, m =Y dz; @ ¥'.
La premiére condition signifie qu’on a 2* € Ny(a)*, ou w € T* ® Ny(a)*; 1a

p

415 la condition pour

seconde qu'on a d*w = d*m, donc w — 7 € d*C[z — 9]
que l’on puisse trouver un tel w est donc la suivante :

4.8. — La classe o de 7 dans T* ® Clz — 2% /T* ® Nj(a) + d*Clz — 2°)7,
est nulle.

On vérifie immédiatement que o ne dépend que de a, et pas du représentant
¢ choisi ; d’autre part, on a Clz — z°1)/N;"(a) = Ny(a)*, et I'espace considéré
est simplement le dual Z(T'®Ny(a))* de Z(T'® Ny(a)). Finalement, on a obtenu
une classe o(a) € Z(T' ® Ny(a))* dont la nullité est nécessaire et suffisante pour
que a admette un prolongement & |Zp11]|.
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On pourrait conclure & partir de 14 en démontrant des analogues de 3.6 et
3.8 avec la cohomologie de Koszul remplacée par la cohomologie de Spencer
et 7 remplacé par o. A la présentation prés, c’est la démarche de [Go]. Ici,
je vais faire un peu autrement, en comparant les classes o(a) et 7(a) qui, par
construction, appartiennent toutes deux a Z (T ® Ny(a))* ; plus précisément, je
vais démontrer (toujours sous les hypothéses de 3.1) le résultat suivant :

Proposition 4.9. — On a o(a) = —7(a).

Soient g1,...,9n € Oz, q, vérifiant ) &;0g; = 0; alors ), D;g; ne dépend pas
des dérivées d’ordre £ + 1, et, par définition, on a

(T(a),Y_ & ®bgi) = Z D;gi(a)
=3 [S—ﬁi(a) + 22 (]

Ceci démontre la proposition.






CHAPITRE III

LE THEOREME DE CARTAN-KAHLER

1. Normes formelles

A). — Je reprends les notations de I1.4.1; on a donc une dualité entre C[¢],
et Clz]e définie ainsi : si a=30an% b=3 Lb%® ona (a,b) =Y asb*; en
identifiant &; et 0; = 5—, on a aussi (a,b) = a b)|w:0.

J’utiliserai les normes sulvantes (cf. [Mal2]); pour r = (r1,...,m), 73 > 0,

et b € C[z]y, on pose
1
(1.1) |b|, = sup — |b%|r®
a f!

C’est une norme de type £ ; la norme duale, de type £, est donnée par

(12) aly =2 laalo® (i = )

Ty
Pour b € C[z]g, on a les propriétés suivantes :
1.3. — Sif>1,0ona |bl, <) F|0ib|,; en particulier |b, < ) r;|0;b],.
1.4. — |0;b], < f|b|r, d’ou, par récurrence
Vil
(= atre

Proposition 1.5. — Pour b € Clz],, ¢ € Clz]p, on a |bc|, < |b||c|r.

|0%b|, < |b|,« .

Cette proposition résulte immédiatement de l’identité suivante, avec y €
NE™ fixe.

! (L+m
(16) Z af'yﬁ' N é!m!)

a+pB=y
|a|=¢
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En effet, on a (z +y)" = > o}—é!x"‘yﬂ ; dans cette formule, on prend tous
a+B=y

les z; égaux & u et tous les y; égaux & 1; le premier membre vaut (u+ 1)

> (%4™)uk. Pour obtenir (1.6), il suffit de comparer les coefficients de u’ dans

les deux membres.

+m

B). — Soit maintenant 7" une indéterminée; soit b = > by € C[[z]], by € Clz],
une série formelle ; on pose
(1.7) blrr = bels T .

On utilise dans la suite la notation classique suivante : si ’on a deux séries
& termes positifs u = ZueT‘f, v = ZwT‘f, on écrit u < v si, pour tout £, on
a up < vy.

Les premiéres propriétés qui suivent sont immédiates. Les suivantes résultent
del1l.3al5

(1'8) |)\b r T = |>\| |b|r,T> reC
b+ c

r,T < |b

nT + el -
1.9. — Siby =0, 0n a |b|r,T < Z’l"iT|aib|7-,T.
1.10. — |9l < 5o |blr -

Proposition 1.11. — Soient b',... 0" € C[[z]], sans terme constant, soit
Q= > agy® € Cllyr,...,yp|] et soit ¥ = > cqy® une majorante de ® (i.e.
|aa| < cq pour tout a). Alors on a

D8] € T [Pl)

Par développement en série, il suffit de voir que, pour b,c € C[[z]], on a
|bely 7 < |blr7|c|r - Ceci résulte immédiatement de 1.5.
Notons finalement la proposition suivante :

Proposition 1.12. — Soit b € C[[z]]. Alors «b converge » équivaut & « |b|, T
converge » (pour un T, ou pour tout ).

Si b converge, |b|,r converge a cause de I'inégalité a! < |a|!. Dans I'autre
sens, I'assertion résulte de I'inégalité £!/a! < n’ (£ = |a|) ; cette derniére résulte
L _ 8«

= z%.
al=¢
Moyennant un choix de norme convenable sur CP, les résultats précédents

a son tour de la « formule du binéme » (1 + -+ + zp)

s’étendent aux séries appartenant a C[[z]]P ; j’utiliserai ce fait dans la suite sans
autre commentaire.
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2. Majoration préliminaire

On se place dans la situation des modules involutifs considérée en 1.4, le
corps de base étant ici C. On écrit donc A = C[¢y,...,&,] = C¢]; Ay = C[¢],
désigne le sous-espace de A formé des polynémes homogénes de degré £; on
prend M involutif sur A, engendré par My ~ CP; on a une suite exacte de
modules gradués 0 - N — AP - M — 0, N étant engendré par Nj.

Quitte a faire un changement de base, on peut supposer ({1,...,&,) 1-
régulier. Reprenons les notations de 1.4 : My = CP est somme directe de
sous-espaces Pj, < j < n, de dimensions respectives o ; désignant par e;
une base de Pj, M est alors défini par les relations 1.(4.2) e, = Zafffkgg,
avec 1 > j, aff =0 pour k > j et k > £. On pose encore

(2.1) ng=6&®e— Y aifér@e (i> 7).

Les lignes des n;; sont donc des générateurs de Ny C AY (= My ® Ay).
On sait par 1.5 que les relations entre les (lignes des) n;; sont engendrées par
celles de ces relations qui sont linéaires en £&. On écrira ) b;jjn;; = 0 une telle

6]
relation (b;; ayant ag colonnes et une ligne), et on choisit une base de ces
relations B¥ = (bfj), 1<k<r.

Comme au §1, on fait maintenant agir &; sur C[[z1,...,z,]] = C[[z]] par J;;
pour a € A, il est commode d’écrire a(0d) 'opérateur obtenu par cette action.
On considére alors le systéme différentiel

(2.2) nij(O)y := Oiyj — Y aff Oy = 2ij ,
avec yj, zij € Pj ® C[[z]].

Désignons par v; le sous-espace de C* formé des (z1,...,zy) qui vérifient
ZTjy1 = -+ = o, = 0, et introduisons les « conditions aux limites » suivantes :
(2.3) Yily, = 1w v € P;@Cf[z1,..., 2]

et les « conditions de compatibilité »
(2.4) D b5(0)zi; =0, 1<k<r.
Avec ces notations, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.5. — i) Etant donnés des z; vérifiant (2.4), et des u;
quelcongues, le systéme (2.2), avec les conditions aux limites (2.3) admet une
solution et une seule.
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it) Il existe 1 = (r1,...,715), s > 0 et C > 0 tels qu’on ait, pour tous
y = (yj), u = (uj) et z = (2;) vérifiant les conditions précédentes, l’inégalité

Yl < C{lulrr + 07 2l 1} -

En particulier, si u et z convergent, y converge.

Pour ces normes, voir la remarque a la fin du §1; d’autre part, pour ¢ €
C[[T7], 8" signifie la primitive sans terme constant.

Démonstration de i). — L’assertion équivaut aux deux suivantes :

a) Pour tout z = (z;;) vérifiant (2.4), I’équation (2.2) admet une solution ;

b) L’application y = (y;) = u = (u;) définie par u; = y;l,; est une
bijection des solutions de n;;(0)y = 0 sur & P; ® C[[z1,...,z;]].

L’assertion a) est un cas particulier de la suivante : supposons qu’on ait
une suite exacte de modules gradués C[¢]" N C[¢)? N Cl¢JP, avec A et B
homogeénes p. ex. de degré 1. Alors la suite transposée

=l 2% ) 2% cllay

est encore exacte (on écrit ici les éléments de C[¢]P etc. en ligne et les actions
a droite; les actions transposées sont écrites & gauche de la maniére usuelle).

Ce résultat est immédiat : en regardant degré par degré, on est ramené au
cas de la dimension finie.

Pour démontrer b), on remarque que le transposé de la restriction f —
flo; : Cl[z1, -, 20]] = C[[z1, ..., z4]] est 'injection évidente C[{1,...,&;] —
Cl&y, - .-, &) Moyennant quoi, on vérifie sans difficulté que b) est 1’assertion
duale du théoréme 1.4.3. O

Démonstration de ii). — On va démontrer, par récurrence sur m < n que ’on
peut trouver (rq,...,7ry) tels que yl,,, vérifie les inégalités cherchées. Suppo-
sons donc le résultat obtenu pour m — 1 et r1,...,7,;,_1 obtenus; montrons
que le résultat est vrai pour m, avec les mémes valeurs de (71, ...,7y,—1). Pour
Ym, - - - » Yn, la majoration est évidente, puisqu’elle est donnée par les conditions
aux limites y;ly,, = 2;-
Pour (yo,- .,ym 1), on utilise ’hypothése de récurrence, et les équations
Omy; = Y. akt ;Okye; en posant Y = (yo,...,Ym—1) et en changeant les no-
tations, on est ramené 3 la situation élémentaire suivante : on considére le
systéme différentiel

Bzm Z A'L ox;
Yig,=0o=U
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avec Y, Z € (Clz1,...,zn]]°, U € ([[z1,...,2m-1]]°, Ai des matrices (s,s)
constantes. Alors on a le résultat suivant :

Lemme 2.6. — i) Pour U et Z donnés, ce systéme admet une so-
lution Y wunique ;

1) Pour r1,...,1m-1 > 0, donnés, il existe r, > 0 et C > 0 tels
qu’on ait, pour tout (U, Z) : |Y|.r < C{|Ulr7 + 07| 2|7}

L’assertion ) est immédiate; pour démontrer 4i), on se raméne au cas ou
U=0enposant Y =U+Y,U; =0,2Z1 =2Z2+)> A oU (noter qu’on a

1 9z;
oU 1d
bec| . < 7 lUlr)-

Ty

Désignant par ,,! la primitive par rapport & 8, qui s’annule sur z,, = 0,
on est ramené & l'équation Y — 3" A;0,0'Y = 0,,'Z; on a |0;0,'Y |rr <
’;—T|Y|T,T ; en choisissant r,,, assez petit, on pourra s’arranger pour que la norme
de > A;0;0,,! soit inférieure & 1/2; donc 1’équation aura une solution unique
Y vérifiant |V, 7 < 2|0, Z|r 1 = 2rm07" | Z, 7 ; le résultat s’ensuit. O

3. Le théoréme de Cartan-Kihler

Pour énoncer les résultats de ce paragraphe et du suivant, il sera commode
d’utiliser la terminologie suivante :

3.1. — Soit (Zy) un systéme différentiel d’ordre £ (cf. I1.1), et soit a € |Zy|. On
dit que a est prolongeable, si pour tout k > 1, il existe b € |Zy4x| de projection
a. On dit qu’il est fortement prolongeable s’il est prolongeable et si tous ses
prolongements sont eux-mémes prolongeables.

D’une fagon imagée, « en prolongeant a n’importe comment, on pourra
toujours continuer ».

En pratique, pour vérifier la condition « fortement prolongeable », on devra
supposer que (Z;) vérifie les conditions du théoréme I1.3.8 ou, ce qui revient
essentiellement au méme, qu’il est involutif au sens de 11.3.9. Je ne connais
pas d’autre cas ou la condition de fort prolongement soit vérifiée; son emploi
par exemple dans les théorémes 3.2 et 4.1 ci-dessous est donc une commo-
dité d’exposition plus qu’une véritable généralisation ; cf. toutefois la situation
considérée par Morimoto dans [Mo2]| et [Mo3|.

Cela posé, considérons un systéme (Y;,Z) d’ordre un et soit a un point de
|Z1| (les notations sont celles de II.1); faisons les hypothéses suivantes :

i) Le jet a est fortement prolongeable.
ii) Le module caractéristique M (a) est involutif.
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Pour énoncer le résultat, nous reprenons les notations du §2 : on choisit les
coordonnées pour que (&1,...,&,) soit 1-régulier pour M(a), et que dans la
décomposition My(a) = & P;, P; soit engendré par les composantes de dy; (y;
variable vectorielle de dimension o). Supposons aussi pour simplifier que les
coordonnées (Z, 7, §°¢) de a soient nulles, et désignons, comme au §2, par v; le
sous-espace de C" défini par z;41 = --- = 2, = 0. Le théoréme est alors le
suivant :

Théoréme 3.2. — Sous les hypothéses 3.1, i) et 8.1, ii) et avec les notations
précédentes, on considére les conditions auz limites y;|y, = u;, avec u; € P; ®
Cllz1,- .-, zi)] et joui = 0.

Alors, le systeme (Y1,Z) admet une solution unique y € Cl[z1,...,z,]]P
vérifiant j&y = 0, et les conditions auz limites précédentes. De plus, si les u;
convergent, y converge.

Pour écrire un systéme de générateurs de Z au voisinage de 0, on reléve
d’abord les équations de M(a); avec les notations du §2, et en posant @ =
(nij) € AV avec ¢ = na + (n —1)ag + -+ + af ', on trouve un systéme

(3:3) Q)y = Alz,y) + Y Bilx,y)0iy + C(z,y,09) ,

avec A(0,0) = 0, B;(0,0) = 0, C ne contenant que des termes de degré > 2
par rapport aux 0;y dans son développement en série au voisinage de 0.
A ces équations, on doit ajouter éventuellement des équations du type

oF .
(3.4) F(z,y,0;y) =0, avec ﬁ(O) =0 (jécris « 7 » pour « & ») .
Y
Montrons d’abord qu’on peut oublier ces derniéres équations : soit Z' C 7
l'idéal engendré par les (lignes des) équations (3.3). On a le résultat suivant :

Lemme 3.5. — Le jet a = 0 est fortement prolongeable relativement & T', et
ses prolongements relativement a Z et ' coincident.

Le lemme se voit par récurrence ; supposons-le démontré a 1’ordre k, et soit b
un prolongement d’ordre &k de a ; les prolongements ¢ & 'ordre (k+1) de b rela-
tivement & Z forment un espace linéaire affine non vide, contenu dans 1’espace
des prolongements relativement & Z'; ces deux espaces ont méme dimension
puisque les équations déduites de i) ne font pas intervenir les coefficients de ¢
autres que ceux de b. Donc ces deux espaces coincident.

Dans la suite, on pourra donc supposer Z défini par (3.3). Notons y(¢) la
composante homogeéne de degré £ de y; notons aussi R(y) le second membre
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de (3.3) ; sa composante homogene de degré £ ne dépend que des y(k), k < £.
Avec ces notations, I’équation (3.3) équivaut a la suite d’équations

(3.6) Q(O)[y(£+1)] = R(y)(¢) -

Supposons déja trouvés y(2),...,y(£) vérifiant (3.6) pour k < £ — 1 et les
conditions aux limites : « y;|,; = u; & Pordre £ ». Alors I'hypothése de fort
prolongement montre lexistence d’un y(¢ + 1) vérifiant (3.6); lexistence et
I'unicité d’un tel prolongement vérifiant en outre les conditions aux limites
résulte alors de 2.5, 1).

Avec les notations de 2.5, cet y(£ + 1) vérifiera

ly(l+1)|, < Clu(€+1)|, + %|R(y)(€)|r} , avec r et C indépendants de /.

Montrons que ceci entraine la derniére assertion de I’énoncé. Quitte & changer
C, 'inégalité précédente entraine

> @)@ < Clelu(e+ Dy + [Ry)©O]] -
Passons aux normes formelles; posons f(T) = |yl,7, 9(T) = > |0ylrT, €t
§(T) = C Y Llu(f 4+ 1)[,T*; on aura
9(T) < 6(T) + C|R(y)lrr -

Utilisons maintenant 1.12; on trouve qu’il existe des séries convergentes a
termes positifs de 2 (resp. 3) variables a(v1,v2), B(vi,v2) [resp. y(v1,ve,v3)]
avec a(0,0) =0, 5(0,0) =0, v d’ordre > 2 en v3 telles qu’on ait

| Az, y)lr;r < T, f(T))
Z |Bi(z,y) 0yl < B(T, f(T))g(T)
|C($a Y, aiy)|’r,T < 7(T7 f(T)a g(T)) .
Enfin, comme y(0) = 0, quitte a changer la valeur de C, on a f(T) < CTy(T)
(cf. (1.8)); on aura donc
|R(Y)lrr < a(T,CTy(T)) + B(T, CTy(T))g(T) + (T, CTy(T),9(T)) -
Posons ((v,w) = a(v, Cvw) + B(v, Cvw)w + y(v, Cvw,w) ; ¢ est une série
convergente & termes positifs avec ((0,0) =0, g—g(O, 0)=0;o0na
9(T) < 6(T) + C¢(T,9(T)) , avec g(0) = 6(0) =0, & & termes positifs.
Supposons les u; convergents, donc § convergent. Montrons que la majora-
tion précédente entraine la convergence de g : d’aprés le théoréme des fonctions
implicites, I'équation h(T) = §(T) + C¢(T, h(T)) a une unique solution véri-
fiant h(0) = 0, et cette solution converge; on vérifie par récurrence sur ses
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coefficients que ceux-ci sont positifs, et qu’on a g(7T") < h(T"). Ceci entraine le
résultat cherché.

Remarque 3.7. — Le « théoréme de Cartan-Kéhler » usuel est 1’énoncé 3.2
sous les hypothéses un peu plus fortes suivantes :

i) Z; est involutif au voisinage de a;

ii) la projection de Z; (variétés des zéros de Z) sur l'espace Yy des
variables z;, y; est submersive.

Remarquons aussi que dans ce cas, on a Z = Z' [autrement dit Z est engendré

par les équations (3.3)]. Cela résulte immédiatement des propriétés de rang
constant impliquées par i) et ii).

4. Réduction a ’ordre un

Les notations sont celles de II.1. La « réduction a ’ordre un » se définit

intuitivement par le procédé classique qui consiste a rajouter les y®, 1 < |a| <

. . , . o .

£ — 1 comme nouvelles fonctions inconnues, avec les équations %% = yotei
3

Qytei 80¢+E'
la| <£€—2, et %sz = yamij, o] =2 —2.

De fagon plus précise, soit (Yp,Z) un systéme différentiel, et soit Z, I’espace

analytique correspondant ; on note U l'espace C" x ] Ccr(n+1) de coordon-
lo|<e-1

nées (z,y%,y*"), |a| <£—1,1 <4 <n (on écrit « i » pour « & »); on note

encore j; l’application Y, — U définie par §* = y®, §** = y*+%i |a| < £ -1

(en termes de jets, c’est application Jp(Y') = J1(Jp—1(Y)) considérée en 11.4).
Cette application donne un isomorphisme d’espaces analytiques

J1: (Y, Oy) = Zy = (|Z1|’Oil)’
avec | Z1| = j1(Y), O le quotient de Oy par I'idéal engendré par les g7 —

yotei ol < £ -2, et yoTEI — yoteit o = £ — 2. On voit aussi facilement
que, si 'on désigne par (Zy) les prolongements de (Z;), cet isomorphisme se

prolonge en une famille d’isomorphismes jgi1 : Yoip =~ Zgi1 qui commutent
aux D;.

Soit alors Z le sous-espace analytique de Z image de Zy par l'isomorphisme
précédent, et soient (Z}) les prolongements du systéme (Z1); on aura encore
des isomorphismes jy11 : Zgpx ~ Zgi1, commutant aux D;.

Dans cette correspondance, les modules caractéristiques se correspondent de
la maniére suivante, légérement différente du décalage considéré au Chapitre I;
soit M (resp. M) le module caractéristique de (Z;) (resp. (Z1)]; alors, on a
My =My 1, k>1,et Mg = My®---D My 1, 'action des & étant nulle
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sur My @ --- @ My_o, et étant P’action habituelle sinon (ceci se voit facilement,
soit par la définition des modules caractéristiques & partir des différentielles
relatives, soit par une vérification directe). On en déduit ceci : pour a € |Zy|,
et @ = ji(a), M(a) est £-involutif si et seulement si M (a) est involutif; en
particulier on a le résultat suivant : (Z,) est involutif si et seulement si (Z1)
est involutif.

Le résultat est alors le suivant :

Théoréeme 4.1. — Soit (Zy) un systéme différentiel, et soit a € |Zy|. On sup-
pose a fortement prolongeable. Alors a admet un prolongement d’ordre infini
convergent.

Soit M (a) le module caractéristique de (Zy) en a; il existe k tel que M(a)
soit (£ + k)-involutif; en remplagant a par un de ses prolongements d’ordre k,
on pourra supposer M (a) ¢-involutif; en se réduisant a ’ordre un, on est alors
ramené au théoréeme 3.2.

En fait, la démonstration précédente donne un résultat plus fort, & savoir
une description en termes de conditions aux limites, modulo un nombre fini de
termes, des solutions prolongeant un jet fortement prolongeable. Je n’exami-
nerai pas le cas général et me contenterai d’un exemple classique dont j’aurai
besoin par la suite.

Ezemple 4.2 (Le théoréme de Cauchy-Kovalevski)

Soit f une fonction holomorphe de (z,y%), z € C*, y* € C, |a| < ¥,
a # (0,...,0,£), définie au voisinage de (Z,7%) et a valeurs dans CP. Dési-
gnons par v le sous-espace de C"* défini par z,, = 0. On considére le systéme
différentiel 0ty = f(z,0%), avec les conditions aux limites 8%y|, = uy €
Cllz1 —Z1,.-.,xn — Tp]P, 0 < k < £—1; on suppose les uy, choisis de maniére
a avoir 0%y(Z) = g%, |a| < 4, |a| # (0,...,0,£). Dans ces conditions, on a le
résultat classique suivant :

Le systeme précédent a une solution unique. De plus si les u; convergent, y
converge..

L’existence et 'unicité de y se voient facilement par récurrence; pour éta-
blir la convergence, on peut raisonner directement comme en 3.2 en établissant
préalablement une généralisation de 2.6 aux systémes d’ordre n (ceci est es-
sentiellement la démonstration classique de ce théoréme, par la méthode des
fonctions majorantes).

Une autre méthode, un peu plus lourde, mais dans 1’esprit du présent pa-
ragraphe, consiste a faire une réduction & l'ordre un. Si @ est le point du
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nouveau systéme correspondant & a = (:E,gj"‘, f (:E,gj"‘)), on voit qu’on est dans
les conditions d’application de 3.2, et qu’on peut prendre la décomposition
My(a) = @©P; suivante : Py est engendré par les 64%, |a| < £ — 2; Py par
les 0y, |a| = £—1, a; # 0, Py par les 69, |a| = £—1, a1 = 0, ag # 0 et
ainsi de suite jusqu’a P, _o; enfin P, 1 est engendré par les §y®, |a| = £ — 1,
ap =+ = ap_9 = 0, et P, = 0. Les conditions aux limites du nouveau
systéme s’expriment immédiatement en fonction des u;, et le résultat s’ensuit.

5. Forme normale d’un systéme involutif

On a déja vu des résultats dans ce sens & la remarque 3.7. Pour obtenir des
résultats plus précis, je me restreindrai ici aux systémes différentiels (Y7,7)
d’ordre un qui possédent les propriétés suivantes :

i) Le systéme est involutif.
i1) 1l est quasi-linéaire, c’est-a-dire qu’on a Y7 = Yy x C"P, Y} un ouvert
de C" x (P, et que Z est engendré par des équations linéaires affines par rapport
aux yj- (ici encore, j’écris « 7 » pour « g; »).
i11) La projection |Z;| — Yj est une submersion (je rappelle que, en vertu
de i), Z; est lisse).

Montrons d’abord que tout systéme (Z;) involutif peut se ramener locale-
ment 4 un systéme du type précédent : ceci nous montrera que les résultats de
ce paragraphe peuvent s’appliquer & tout systéme involutif, avec toutefois les
mémes réserves qu’au début de 1.4. Tout d’abord, en prenant le premier pro-
longement (Z;41) de (Zy), et en le réduisant a ’ordre un, on est ramené a un
systéme d’ordre un (Y7,7Z) qui satisfait i) et ii). Soit p la projection Z; — Yp;
elle est localement (sur Yj) de rang constant a cause de 1) et 1), donc son image
est une sous-variété lisse Zy de Y ; d’autre part la projection Z; — X = C"
est une submersion [utiliser la surjectivité de |Z| — |Z1]|, et raisonner comme
en I1.4.4]. Donc Zy — X est une submersion. Au voisinage d’un point a € Zj,
on peut donc supposer Zy défini par yg41 = -+ = yp = 0. Pour j > ¢ + 1,
1<i<mn,ona yj- € T (utiliser la surjectivité de |Za| — |Z1| et la lissité de
Zy) ; alors, en faisant y; = y;- =0,5 2 q+1, on est ramené & un systéme en
Yi,.--,Yq, vérifiant i), ii), et ).

Prenons donc un systéme (Y7,7Z) vérifiant les trois conditions précédentes, et
plagons-nous au voisinage d’un point a € Yy, qu’on peut supposer étre le point
(0,0). Soit M son module caractéristique. Comme au §2, on peut supposer que
(&1, -..,&,) est 1-régulier pour M (a); alors, il est 1-régulier pour M (b), b voisin
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de a, et la dimension de M;(b)/(&1,--.,&i—1)Mp(b) est localement constante
pour tout ¢ au voisinage de a |cf. remarque & la fin de I1.2].

On reprend maintenant, « avec paramétres dans Yj », les constructions de
1.4 : soit K; Pannulateur de (&1,...,&,) dans M/(&,...,&-1)M; on a Ky C
-+ C Kpq1 = My ; soit P; un supplémentaire de K; dans K;y1; c’est un fibré
vectoriel sur Yy de dimension 046. On peut supposer les coordonnées choisies
pour qu’une base de P;j(a) soit dy;, (y; une coordonnée vectorielle de dimension
aj) ; alors, au voisinage de a, une base de P; sera e; = dy; + > ¢k (z,y)dy,
avec ¢j(0,0) = 0; en modifiant au besoin les P;, on peut méme supposer qu’on
a cjr, = 0 pour k < j.

Les équations de M s’écrivent alors comme 1.(4.2)

(5.1) Gie; =y aff(z,y)éke, -

Les aff sont soumis, en chaque point b = (z,y) € Yp voisin de a, aux conditions
décrites en 1.4 pour que M (b) soit involutif.

Le systéme différentiel s’écrit alors ainsi
(5.2) 9;Y; = > aff0kYe = fij(z,y)

avec les notations suivantes : on pose Y; = y; + > cjk(:z:, Y)Yk, et Ein = 0y +
Y- cjk(z,y)Oiyx (i.e. on ne fait pas opérer les dérivations sur les coefficients
Cjk)-

Pour écrire 'involutivité, il reste a écrire l'intégrabilité, c’est-a-dire la sur-
jectivité | Zs| — |Z1]| (toutes les autres conditions sont maintenant satisfaites).
On le fait en écrivant la nullité de la torsion comme en I1.3 : en principe, ceci se
fait explicitement car les calculs de 1.4 permettent de déterminer Z (7T ® Ny);
le probléme réside dans la longueur des calculs, qui croit trés rapidement avec
n et p, et la difficulté d’en donner une interprétation simple.

Traitons ici le premier exemple non trivial, & savoir le cas n = 2, a8 = a(l) =
1, a3 = 0. En changeant un peu les notations, le systéme s’écrit

O1yo + coyr = f
(5.3) Doy + cOoy1 = g
Ooy1 + b0y = h

avec b, ¢, f, g, h dépendant de z = (z1,z2) et y = (yo,y1), et ¢(0) = 0. Ici, yo et
11 sont scalaires. Les conditions d’involutivité de M sont triviale. Pour écrire
I'intégrabilité, on part de I'unique relation &2&1 (dyo +cdy1) —E1&2(dyo +cdyr) =
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0; en la relevant, on est amené & écrire que la relation
Dy f — D1g = (D2c)diy1 — (D1c)doyr

est conséquence de (5.3).
En faisant le calcul, on trouve qu’on doit avoir les deux relations suivantes :

T VR

Oy1 0z 6:l/0

99 _
y1 —

el
3$1h+3ycofh+3mz+3yo( _Ch)
0
B+ g+ g+ Lo fb—gheb+ glb— ot

Ici, le théoréme de Cartan-Kéhler fera intervenir les conditions aux limites :
40(0,0) et y1(x1,0) donnés.

Conditions d’involutivité et conditions d’intégrabilité 5.4

Dans le cas des systémes différentiels linéaires & coefficients constants, il ap-
parait une analogie entre les conditions d’intégrabilité des systémes différentiels
et les conditions d’involutivité des modules gradués. Posons A = C[¢1, ..., &)
et désignons par Ay le sous-espace des polynomes de degré < £ (la notation
differe ici de celle qui a été utilisée antérieurement). Modulo le changement
de notation 9; — & et une traduction évidente, un systéme différentiel li-
néaire (sans second membre) & coefficients constants d’ordre £ peut étre dé-
fini comme un sous-espace vectoriel B, de A?; ses prolongement seront les
By = AxBy C Aﬁﬂ; posant B = UBy g, la question de l'intégrabilité re-
vient & comparer sur B le filtration By, et la filtration B; = BN Ai (k>4£;0n
convient qu’on a By = B;, = 0 sinon).

Le module des symboles est ici le module gradué B défini par By, = By,/BjN
AP_ 15 c’est aussi le sous-module gradué de AP engendré par By. Le module
caractéristique est C = AP/B (on identifie de la fagon évidente le module
filtré A et son gradué). Le théoréme I1.3.8 s’énonce alors ainsi : supposons
qu'on ait Hy(C) = 0, k > £, et By N A) = By; alors, pour tout k > £ on
a Bgy1 N Aﬁ = By ; donc les deux filtrations coincident ; je laisse le lecteur
spécialiser la démonstration a ce cas particulier.

L’analogie dont je parlais plus haut apparait lorsqu’on interpréte les choses
en termes de modules de Rees : on pose A= ke>90 th A, B = ®tkBy, et C =

ZP/E. Ona A = Clt, €1, ..., En], avec & = t&;; B et C sont des modules
homogénes sur A et C = C/tC.

La condition : Bg41 N Ai = By, est équivalente a l'injectivité de t sur Cr ; on
déduit immédiatement de 14 le résultat suivant : pour que le systéme différentiel
défini par By soit involutif, et que (£1,...,&,) soit L-régulier pour C, il faut et
il suffit que C soit L-involutif, et que (t,gl, e ,En) soit -régulier.
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De ce point de vue, le lecteur pourra constater que la démonstration de
I1.3.8 dans le cas particulier considéré ici est identique & la démonstration du
théoréme 1.3.1. Il pourra aussi vérifier que, dans le cas d’un systéme linéaire &
coefficients constants sans second membre, I'exemple (5.3) se réduit a un cas
particulier de 'exemple 1.4.7 traité a la fin de 1.4.

Bien entendu, pour £ > 0, 6g+k sera involutif; mais le systéme défini par
By, k, ne sera pas nécessairement involutif (la condition que ¢ soit régulier n’est
pas forcément satisfaite). Par contre, pour k >0, By, sera involutif, (puisque
¢ sera ici régulier, et le module C' correspondant a B’ involutif). Par consé-
quent, il existe k et k1 > k tels que By, OAZ_,C définisse un systéeme involutif.
Nous verrons au prochain chapitre dans quelle mesure cette propriété s’étend
aux systémes différentiels généraux.






CHAPITRE IV

D-VARIETES

Dans ce chapitre sont rappelées les principales définitions relatives aux D-
variétés ; ces définitions figurent dans [Mal4] dont la lecture n’est pas suppo-
sée. L’énoncé principal, relatif & « 'involutivité générique », sera démontré au
chapitre suivant.

Quelques points de terminologie :

i) En accord avec [Mal4| et [Mal5]|, j'appelle & partir d’ici variété (C-
analytique) ce que la littérature, & commencer par [Gr], appelle « espace C-
analytique ». C’est sans doute contraire & 1'usage de la géométrie algébrique
ou les variétés sont supposés réduites, voire irréductibles; c’est encore plus
contraire & 1'usage en géométrie analytique ol les variétés sont généralement
supposées lisses (= non-singuliéres, en particulier réduites). Mais j’ai trouvé
que emploi de deux mots différents (« variétés » et « espaces ») pour essen-
tiellement les mémes objets ne se justifiait pas.

i1) En accord avec [Mal5|, j’appelle module caractéristique et variété ca-
ractéristique ce qui dans [Mal4| est appelé module ou variété caractéristique
stricte (la notion plus faible, appelée caractéristique dans le dernier article ne
servira pas ici).

1. Variétés affines

1.1. — Soit Y une variété C-analytique; on note |Y| son espace topologique
sous-jacent (on écrira quelquefois Y, si cela ne crée pas de confusion), et on
note Oy son faisceau structural. Une variété affine Z au-dessus de Y est l’es-
pace annelé (Y, A) défini par une Oy-algébre localement de présentation fi-
nie, c’est-a-dire s’écrivant sur tout ouvert assez petit U C |Y| sous la forme

A=Ov[tr, . stnl/(Fise- s fn), avec fi € DU, Oy[t, ... ta]).
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Soient Z et Z' deux variétés affines respectivement au-dessus de Y et Y,
d’anneaux A et A’ ; soit w un morphisme Y — Y’ défini par u = (ug,u1), up une
application continue |Y| — |Y’|, 41 un morphisme de C-algébres (avec unité)
u1Oyr = Oy. Un morphisme V : Z — Z' au-dessus de u est un morphisme
d’algebres (avec unité) au-dessus du précédent : u~1 A’ — A le plus souvent,
on aura Y = Y’ u = id. En particulier, on a un morphisme canonique Z — Y,
défini par la fleche Oy — A.

On écrira parfois Oz pour A, mais il faut faire attention qu’il s’agit d’un
faisceau d’anneaux sur |Y|. D’autre part, on note Z?" l'espace analytique
specan Z [Ho|; on a un morphisme canonique d’espaces annelés Z2" — Z
défini par la projection 7 : |Z3"| — Y et I'application 77 1A — Ogan qui
intervient dans la définition de specan.

J’écrirai souvent |Z| pour |Z2"|. Les principales propriétés que j’aurai a
utiliser sont énoncées ci-dessous. Pour ne pas rompre le fil de ’exposé, je renvoie
leur démonstration en appendice.

Dans ce qui suit, je dirai systématiquement idéal, module, etc. pour faisceau
d’idéaux, de modules, etc.

i) La Oy-algébre A est cohérente, i.e. tout idéal localement de type fini
est localement de présentation finie. Appelant « cohérents » de tels idéaux,
et plus généralement des A-modules localement de présentation finie, on a la
propriété suivante : toute suite croissante d’idéaux cohérents et, plus généra-
lement de sous-modules cohérents d’un .A-module cohérent fixé est localement
stationnaire.

i) Soit N un sous-module cohérent de AP, et posons N = O gan @AW*IN ;

-
soit y € |Y] et soit f € A}; pour quion ait f € Ny, il faut et il suffit qu'il
existe un voisinage U de y tel que, pour tout z € 7~1U, on ait f € N3o.

Soit maintenant M un A-module cohérent, et posons encore

M = Ogan ® 71'_1M ;
1A
prenant localement une présentation de M, on déduit du résultat précédent
que l'application naturelle M — 7, M?®" est injective.

i11) Soit Z un idéal cohérent de A et soit racZ sa racine, i.e. 'idéal y —
racZy,. Alors racZ est cohérent, et I'on a (racZ)*" = rac(Z®").

Les deux propriétés précédentes, combinées avec le « Nullstellensatz » usuel
en géométrie analytique en donnent la version « mixte » suivante : si Z est
un idéal cohérent de A, alors f € A, appartient a racZ, si et seulement si f
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s'annule sur V N7~ (U), V C |Z®"| I'ensemble des zéros de Z (i.e. celui de
72™), U un voisinage de y dans |Y|.

Ce qui précéde permet de définir Z™4 comme la variété affine au-dessus de
Y, et méme au-dessus de Y™4, associée & l'anneau A™¢ = A/rac(0), et au
morphisme Oyrea = Oy /rac(0) — A™d. On a (Z7d)2" = (Z2")red; j'omets les
détails.

iv) Solent Z et Z' deux variétés affines au-dessus de Y, soient 7 et 7’ les
projections canoniques et soit ¢ : Z — Z' un morphisme au-dessus de Y.
On dira dans cette situation que Z est une variété affine au-dessus de Z'. Ce
qui a été dit plus haut peut étre répété dans cette situation. En particulier,

notons Z = Z x Z'3% |a variété affine au-dessus de Z'?® d’anneau Oz ® Oy an
A Oz

(jomets les /1) Alors, on a Z™d = (Z™d)~ cette derniére variété étant

définie, par exemple, comme étant Z™4 x Z’2" (on obtient le méme résultat en
ZI

remplacant Z' par Z'™4).
Disons d’autre part que Z domine Z', ou que le morphisme Z — Z' est
dominant si Oz — Oz est injectif. En particulier, Z domine Y si Oy — Oy

est injectif. Si Z domine Z’, Z*4 domine Z'™9 et Z x Z'® domine Z'2".
ZI

Provariétés affines 1.2. — Soit Yy une variété analytique; un « systéme

projectif de variétés affines au-dessus de Yy » est une famille Yy ﬂ) Y, de
variétés affines au-dessus de Yj (k entier > 1) avec une famille de morphismes
mg Yy, — Yi_1 (en particulier, on a m; = 1)1). Lorsque tous ces morphismes
sont dominants, on dira qu’on a une provariété affine Y = {Yj} au-dessus de
Yy et on pose Oy = li_1>n Oy, -

On note Y™ la provariété affine définie par les Ykmd et les fleches évidentes.
D’autre part, un systéme projectif {Zy} de variétés affines au-dessus d’une
variété analytique Zy définit une provariété affine de la maniére suivante : soit
Iy = Ll)ker(Ozk — Ogz,,,); d’aprés 1.1, i), c’est un idéal cohérent de Oz, ; on
prend alors pour Y} la sous-variété analytique fermée de Zy définie par Zg, et
pour Yy, la variété affine au-dessus de Yy d’anneau Oy, /T, (k > 1).

Soient Y = {Y}} et Z = {Z;} deux provariétés affines ; un morphisme strict
de Y dans Z est définie par la donnée d’un morphisme de variétés analytiques
Yy = Zy et de morphismes Y, — Z; au-dessus du précédent rendant commu-
tatifs les diagrammes évidents
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Yk — Z k

l l

Yeo1r — Zp
A coté de la notion de morphisme strict, il y a lieu dans certaines questions de
considérer des morphismes plus généraux, ne respectant pas les filtrations de
Y et de Z; je renvoie pour leur définition & [Mal4].

Encore quelques définitions pour terminer cette section. Soit Y = {Y;} une
provariété affine au-dessus de Yy. Un idéal Z de Oy sera dit pseudo-cohérent si
les ZN Oy, sont cohérents (dans [Mal4], on dit quasi-cohérent, mais ce mot a
déja un autre sens en géomeétrie algébrique). D’autre part, un Oy-module M
sera dit pseudo-cohérent si, localement sur |Yy|, on a M = li_I)Ile, My, un Oy, -

module cohérent. On voit facilement, en utilisant 1.1, 7) qu'un idéal pseudo-
cohérent est pseudo-cohérent en tant que Oy-module, et réciproquement.
Si ’on a un morphisme strict u : Y — Z, et M un Oz-module, on définit

son image réciproque u*M comme étant u !M ® Oy (on a encore noté u
u*l(’)z
Papplication |Yy| — |Zy| sous-jacente). Si M est pseudo-cohérent, u*M l'est

aussi.

2. D-variétés

2.1. — Aprés ce paragraphe préliminaire, voici ’objet principal de ce chapitre.
Une D-variété (ou « diffiété ») est définie par la donnée
i) d’une variété C-analytique X lisse;
i1) d’une variété C-analytique Y, non nécessairement lisse (ni méme ré-
duite), munie d’un morphisme p: Yy — X ;
i11) d'une provariété affine Y = {Yj, 7}, & > 1 au-dessus de Yy (cf.
notations du §1);

iv) d’une dérivation (ou « connexion ») D : Oy — p~1Q% ® Oy,
p~1O0x

ou 0% désigne les k-formes différentielles sur X.

Ces données sont soumises & des conditions qu’on va décrire ci-dessous.
Auparavant, donnons une définition : si 'on a deux telles données (X', Y’, D) et
(X,Y, D) on appellera « D-morphisme strict » de la premiére dans la seconde
la donnée d'une application étale (= isomorphisme local) v : X' — X, d'un
morphisme vy : Yy — Y au-dessus de u, et enfin d'un morphisme strict v :
Y’ — Y au-dessus de vy ; on demande que ces données commutent a D.
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Soient d’autre part X' et Y deux sous-variétés ouvertes respectivement de X
et Yp, avec p : |Yy| C |X'|; on définit de facon évidente la restriction (X', Y”, D)
de (X,Y, D) a (X|,Yy) en restreignant a Y| les faisceaux structuraux des ;.
Alors, une D-variété sera un systéme (X, Y, D) possédant la propriété suivante :
pour tout y € |Yp|, on peut trouver une paire (X', Y), avec y € |Y{| telle que
la restriction de (X,Y, D) a (X', Y}) soit strictement D-isomorphe & un modéle
du type qu’on va maintenant décrire.

Pour cela, on se donne

a) un ouvert U C C", de coordonnées z = (z1,...,n)

b) un ouvert V. C C* x(C?, de coordonnées = et y = (y1,...,¥p), de projection
dans C" contenue dans U.

On pose Ay = Oy, le faisceau des fonctions holomorphes sur V'; pour £ > 1,

on pose Ay = Ov[y;‘], les y7* des indéterminées indexées par j = 1,...,p et
a=(ai,...,ap) EN' avec 1 <|a| =ai;+--+ap </ (on pose aussi y;-) =y;)-
Les Ay sont plongés les uns dans les autres de facon évidente, et ’on pose A =

limA,. Sur A, on a des dérivations partielles D;, avec D;f = % + Eaa—’;yq+8”"
— i Y; J

(cf. I1.1) et la dérivation, ou « connexion » D = Ydz; ® D;.

Cela dit, donnons-nous un idéal Z de A qui soit pseudo-cohérent et diffé-
rentiel i.e. stable par les D;, et posons Zy = Z N Ay. Alors les modéles locaux
sont les suivants : on prend X = U, Y, la sous-variété analytique fermée de V
définie par Zy, et p la fleche Yy — X induite par la projection V' — U ; pour
£>1, on prend pour Yy la variété affine sur Yy définie par A;/Zy. Enfin, D et
les D; sont définis par passage au quotient & partir des opérations de méme
nom considérés ci-dessus.

Pour terminer ce paragraphe, définissons la D-variété réduite associée & une
D-variété (X,Y, D) ; tout d’abord, si Y = {Y;}, la collection des (Y[ed) définit
une provariété Y4 d’aprés 1.1, i44). D’autre part, D passe au quotient dans la
surjection Oy — Oyred ; pour le voir, il suffit de regarder dans un modele local,
et d’appliquer un lemme classique de Ritt [Ril] qui affirme que la racine d'un
idéal différentiel est encore un idéal différentiel. On a donc défini une D-variété
(X,Y"d, D), qui est par définitions la D-variété cherchée.

Solutions 2.2. — Soit (X,Y, D) une D-variété; prenons b € |Yp|, et soit a =
p(bY) € | X|; par définition un germe en b° de solution (analytique) de Y est un
germe en a de section holomorphe g de la projection Y — X (i.e. une collection
de germes 7 : Yy — X, définis sur un voisinage fixe de a) avec 3°(a) = b°, qui
soit tangent aux champs de vecteurs D;. Il revient au méme de dire que c’est
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un morphisme de C-algeébres u : Oy 0 — Ox o qui possede les deux propriétés
suivantes
i) on a uop* = id, p* 'application canonique Ox,, — Oy o
i1) on a uD = du, d la différentielle usuelle sur Ox.
Plus généralement une solution formelle en b° est un morphisme de C-
algebres u : Oy — (/Q\X’a (le complété formel de Ox ,) vérifiant i), et tel
que u o p* soit le plongement canonique de Ox , dans son complété.

Soit u une solution formelle en b°; placons-nous dans un modéle local, et
gardons les notations de 2.1. On suppose choisies les coordonnées pour avoir
b = {z = 0,y = 0}. Posons u(y;) = g; € C[[z]]; alors, on a u(yy) =
u(D%y;) = 0%y, avec Do = D{' - D% 9% = 97" - -- 0% y;) = 0. Autrement
dit, y = (%1,.-.,Tp) est solution formelle au sens usuel du systéme différentiel
défini par Z.

Posons b = 0£7;(0); la collection des {63}, || < £ définit un point b de
[Y¢|, avec mpbt = b1 ; donc b = {b’} est un point de |Y| = lgn|Yg|.

La réciproque se voit par le méme calcul qu’en II.1. Prenons un point b de
|Y'[, de coordonnées {b}} (avec ici b? = 0), et posons § = XbFTr a| ; pour voir
que c’est une solution formelle, il suffit de vérifier que, pour tout f €Zyp,ona
f(zi,0%y;) = 0. Or, en utilisant la formule de Taylor on trouve

f(xi, 0°7;) ZDana Zpﬁfow —ﬁ| .

Le résultat suit alors du fait que, pour tout 3, on a DPf € Zp,- On obtient
ainsi une bijection « solutions formelles » <= « points de |Y| ». Je laisse le
lecteur vérifier que cette bijection ne dépend pas du modéle local choisi; on
trouve de méme une bijection « jets d’ordre £ de solutions » <= « points
de Yy ». En particulier, les solutions et les jets de solutions d’une D-variété
coincident avec ceux de la D-variété réduite qui lui correspond.

2.83. — Le but de cette section est de faire le lien entre les notions considérées
au Chapitre II et celles considérées ici. Il est commode de définir auparavant
une opération de « décalage de filtration » dans les D-variétés.
Soit (X, Y, D) une D-variété, et soit £ un entier > 1. On considére le systéme
projectif Y'[¢] défini ainsi Y[€]o = Y, Y[l = Yéan;f Yok (le produit fibré est
4

défini comme en 1.1, 7v). La platitude des morphismes Y'[£];, — Y\ entraine
que Y'[{] est une provariété. Montrons qu’on peut la munir d’une différentielle
D qui étend celle de T', et en fait une D-variété.



2. D-VARIETES 61

L’unicité de D, supposé exister, résulte facilement de 1’isomorphisme des
complétés formels de Y[€]; et de Yy ik en un point b € |Yy x| ; pour Uexistence,
on se place dans un modeéle local (X = U, V,Z), avec les notations de 2.1. On

prend U' =U, V' =V x [] P, étant muni de coordonnées notées y; q,
1<lal<e

1<j<p,|al <2 On prend l'idéal 7' engendré par Z (en identifiant les yf
aux yﬁ 0)» auquel on rajoute les fonctions yj:a — Yjate;s o] < £ —1 et leurs
dérivées de tous les ordres. Je laisse le lecteur vérifier que ’on a bien toutes les
propriétés voulues.

Bien siir ce procédé, voisin de la « réduction & l'ordre un » faite en I11.4, ne
change pas l’ensemble des solutions, ni celui des solutions formelles, et décale
d’ordre £ les jets de solutions. Je signale aussi qu’il est possible d’élargir la
famille des morphismes de maniére que ces décalages, et méme d’autres plus
généraux, deviennent des isomorphismes. Comme je n’utiliserai pas ce fait, je
renvoie le lecteur intéressé & [Mal4].

Cela dit, j'indique rapidement le raccord avec les notions considérées au Cha-
pitre IT; je me borne & la situation locale, en laissant le lecteur examiner de la
méme maniére les systémes différentiels définis par des sous-variétés d’espaces
de jets, dans des situations plus globales.

Soient, comme en IL.1, V; un ouvert de C* x J] C, a € N, et soit Z

al<t
un idéal cohérent de Oy,, espace des fonctions hol‘olnorphes sur Vg ; soit Y la
sous-variété analytique fermée de V; définie par Zj.

Pour la suite, on choisit une fois pour toutes, un ouvert X € C" qui contienne
la projection de |Yy| (ce choix, imposé par la définition des D-variétés, est a
part cela sans aucune importance).

i) Supposons que V; soit I'image réciproque d’un ouvert V.C C* x CP, et
que Z; soit engendré par un idéal Te C Oy[yf], 1 < |af < £. On obtient alors
immédiatement un modéle local de D-variété de la maniére suivante : on prend
V' comme ci-dessus, et on prend pour Z l'idéal différentiel de Ov[y;?‘], 1< |af,

engendré par les DT, ; posant Z,,, = ZN A, (notations de 2.1), les Z,,, sont
bien cohérents comme limite inductive de faisceaux cohérents (cf. 1.1, 7)). Alors
7 définit une D-variété dont les solutions au sens de 2.2 coincident évidemment
avec les solutions au sens de II.1 du systéme différentiel Z;.

i1) Dans le cas général, il faut procéder un peu autrement, et faire une
réduction a l'ordre un. On prend V' = V;, muni des variables z; et y7, 1 <
la| < £, qu’on écrit maintenant z; et yjq, et on ajoute & Z; les équations
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Diyj.a = Yjates |0 <€ —1. On est alors ramené a la situation 4), avec £ = 1,
et il est clair que 'on n’a pas changé les solutions du systéme.

Dans le cas i), ou 'on peut appliquer les deux méthodes, on obtient deux
D-variétés qui ne sont pas strictement isomorphes. Mais on peut voir qu’elles
sont décalées I'une de 'autre au sens expliqué ci-dessus. Je laisse la vérification
en exercice.

3. Module et variété caractérisque

Comme je I’ai signalé au début de ce chapitre, je dis « caractéristique » 1a
ou [Mal4]| dit « caractéristique strict ».

Module caractéristique 3.1. — Soit (X,Y, D) une D-variété. Je suppose
d’abord qu’on est dans un modéle local du type considéré en 2.1, et j’en re-
prends les notations. Y est donc défini par un idéal différentiel pseudo-cohérent
de A, et I'on pose Zy = Z N Ap. On a par définition Oy = A/Z, Oy, = Ai/Zy.

Pour f € Ay (i.e. f germe de section de Ay) on désigne par d f sa différentielle
modulo les dz; et les dyf, |a| <£—1; autrement dit on a Jf = .|z‘: , %5@/;?‘ ;

Jilal=

traditionnellement, ceci s’appelle le « symbole » de f.

On a 6D;f = &4 f, & Vopérateur suivant : § n’agit pas sur A, et §dyf =
6yq+%
J
5yj = £%6y;. On définit alors le module N, des symboles d’ordre £ comme le

sous-module de @ Oy, [¢]dy; = Oy,[£]P engendré par 0Zy,...,0Z, modulo
1<j<p

; comme les D;, les & commutent et ’on peut écrire par récurrence

7y, avec & = (&1, ., €n). Noter que l'adjonction de 0Zy,...,d0Z,—1 ne change
les termes de Ny que dans les degrés < £ — 1.

On pose My = Oy, [£]P /Ny, et on lappelle « module caractéristique d’ordre
£ ». On pose encore N = lgnNg, M = lgnMg = Oy[€]P/N, et on les appelle
respectivement « module des symboles » et « module caractéristique » ; ce sont
des Oy[¢]-modules pseudo-cohérents.

Les modules des symboles dépendent du modéle local choisi, i.e. des géné-
rateurs locaux choisis de Oy, sur Ox. Par contre, les modules caractéristiques
en sont indépendants. J’indique rapidement comment on peut s’en assurer.

i) Soit f € Ay et f sa classe dans Ay/Z; = Oy, ; alors la classe de §f dans

My ne dépend que de f et elle s’identifie & la différentielle relative dy,/v, , fe
1
Yy /Yo
relative dans le cas C-analytique, voir [Gr]|; 'adaptation au cas mixte considéré

(on convient que Y_; = X). Pour la définition de la différentielle

ici est sans difficulté.
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ii) Désignons par M} (resp. M*¥) les éléments homogénes par rapport a &
de degré k de My (resp. M). Ce qui précéde donne un isomorphisme Mf =

Ql ; on en déduit facilement la formule suivante
Ye/Ye—1
(3.2) M=0oM'=90y ® Oy, , -
V4 OYZ -

4o ; N .0l 1 . , .
On vérifie d’autre par que les fléches &; : QYZ Yo QYE /Y sont bien définies
sur une D-variété (X,Y, D) dés qu’on a un systéme de coordonnées locales sur
X, et uniquement sur X. Ceci permet de définir M, et M sous cette seule
hypothése ; en particulier, M est défini par la formule précédente plus I’action
des &;.

i11) Si maintenant, on fait un changement de coordonnées locales sur X, on

voit comme d’habitude qu’il faut transformer les & comme les coordonnées

d’un vecteur de T*X. Tl faudra donc remplacer Oy[¢{] par Oy, Y =Y xT*X
X

la provariété affine sur Y; définie ainsi : T*X est une variété affine sur X, et

I'on pose Oy = Oy <1® p 1Op«x, p la projection Yy — X.
p~1Ox

Variété caractéristique 3.3. — Je garde les mémes notations, et je pose
aussi Yy =Y, x T*X.
X

Définition 3.4. — La variété caractéristique A est le support du module ca-
ractéristique M, c’est-a-dire la sous-provariété affine de Y définie par 1’idéal
K = rac(ann M).

Posons de méme Ay = support de My; on a A = lEnAg, i.e. Op = li_r)nOAl ;
il faut toutefois faire attention au fait que les applications Agy; — Ay ne sont
pas nécessairement dominantes.

En pratique, en coordonnées locales avec les notations de 3.1, Ay se calculera
ainsi : on prend, dans Ay[¢y,...,&,] 'idéal engendré par Z; et les mineurs
d’ordre n det(df1,...,0fn), ou fi € Iy, 0 < k < £ et §f; est son symbole
principal d’ordre k. On prend enfin la racine de l'idéal obtenu.

A noter que, si I'on s’intéresse seulement & A, hors de la section nulle de
T*X (ce qui est la seule chose intéressante, cf. [Mal4]), on peut se limiter aux
fi € Iy et a leurs symboles principaux d’ordre £.

Nous verrons ultérieurement comment la variété caractéristique intervient
dans le probléme de Cauchy et la généralisation du théoréme de Cauchy-
Kovalevski.
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4. Involutivité générique

N.B. : la présentation du sujet differe de celle de [Mal4]; en particulier, contrai-
rement & cet article, je reprends ici la notion usuelle de prolongement.

Espaces de jets et D-variétés 4.1. — Soit X une variété analytique lisse,
fixée une fois pour toutes, et soit p : Z — X un morphisme de variétés analy-
tiques; pour £ > 0, on veut définir la « variété affine au-dessus de Z des jets
d’ordre £ de p », notée Jp(p) ou un peu abusivement Jy(Z); pour ce faire, on
opére de la maniére suivante :

i) Dans le cas ot Z est lisse et p submersif, la considération des espaces
de jets, a laquelle il a déja été fait allusion au Chapitre II, est classique, et
je renvoie 3 la littérature sur ce sujet; une bonne référence est, par exemple,
[O]]. Je me contente ici de préciser en coordonnées locales la structure de
variété affine de Jy(Z) : on peut supposer que X est un ouvert de C*, de
coordonnées = = (z1,...,Ty), et Z un ouvert de C* x CP, de coordonnées x
et y = (y1,--.,Yp), de projection dans C" contenue dans X. Alors J;(Z) est la
variété affine sur Z de faisceau Oz[y], 1 < |a| < L.

i1) Dans le cas ou Z est quelconque, on va d’abord définir J;(Z) dans un
modele local ; pour cela, on prend X comme ci-dessus et on prend de méme
un ouvert V de C* x CP de coordonnées z et y, et de projection contenue dans
X ; on suppose que Z est la sous-variété analytique fermée de V' définie par un
idéal cohérent Z C Oy, .

Alors, par définition, Jy(Z) est la sous-variété affine fermée de Jy(V') dont
I'idéal est engendré par Z et ses dérivées D*Z, |a| < £. Il y a deux points a
vérifier :

a) Ceci ne dépend pas des coordonnées locales x et y choisies, i.e. les formules
de transformations sur Jy(V') (sur lesquelles je ne reviens pas) sont compatibles
& la restriction & Z. Ceci résulte facilement de l'invariance de la différentielle
extérieure D = ) dz; ® D;.

b) Ceci ne dépend pas de la présentation choisie de Z ; c’est un exercice que
je laisse au lecteur (indication : si I’on a deux présentations X «— Vet Z — V',
considérer la présentation Z — V ; V' et la comparer aux deux précédentes).

N.B. : dans le cas ou Z est lisse, mais non submersif, la définition précédente
est différente, et en particulier plus précise, que celle donnée en 11.4.3.

On a évidemment Jy(Z) = Z; d’autre part, on a des morphismes Jy(Z) —
Ji—1(Z); d’ot en passant a la limite projective (i.e. & la limite inductive sur
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les faisceaux d’anneaux) une provariété J(Z) — Z; elle est filtrée par des sous-
variétés J(Z), définies ainsi dans un modele local : avec les notations ci-dessus,
J(Z) est défini par I'idéal {D*Z}, « € N?, dans Oy [y§], 1 <[af, 1 <j <p;et
J(Z)¢ est défini par lintersection de cet idéal avec Oy [y, 1 < |a| < £. Donc
J(Z)¢ est une sous-variété affine fermeée de Jy(Z), mais qui n’a pas de raison
de lui étre égale en général. En particulier, J(Z) est une sous-variété fermée
de J()(Z ) =Z.

En coordonnées locales sur X, les opérateurs D; définissent des morphismes
Os(2) = Osyuiz) et aussi Oyz),
Ojs(z) = Oj(z); on vérifie immédiatement que ceci munit J(Z) d’une structure
de D-variété.

= Oj(z),,, et, en passant a la limite

Si maintenant on a une D-variété(X,Y, D), avec Y = {Y;} et p la projection
Yy — X, alors on a les propriétés suivantes

42 — On a J(Yo)o = Yo.

4.3. — On a un plongement fermé canonique (X,Y,D) — J(Y)). [En par-
ticulier J(Yp) est objet final dans la catégorie des D-variétés « au-dessus de
(X, Yo,p) »]

Ceci se voit dans un modéle local de Y : avec les notations de 2.1, si Y
est défini par un idéal Z, filtré par les Z, = Z N Ay, alors J(Yp) est défini par
I'idéal 7' C T engendré par les D*Zy, a € N*. Les assertions ci-dessus résultent
immeédiatement de la.

Le théoréme de finitude 4.4. — Ce théoréme est le suivant :

Théoréme 4.5. — Soit (X,Y, D) une D-variété, et soit I® une suite crois-
sante d’idéaux pseudo-cohérents, différentiels et réduits de Oy . Alors la suite
Tt est stationnaire sur tout ouvert relativement compact de Yy.

Soit en particulier Y une D-variété réduite (je sous-entends ici X et D);
posons Z = J(Yy), Zy = J(Yo)s, et soit T 'idéal définissant Y comme sous-
variété fermée de Z; posant Z, = 7T N Og,, on trouve ceci : sur tout ouvert
relativement compact de Yy, pour £ assez grand Z est engendré par Z, en tant
qu’idéal différentiel réduit (on ne peut omettre aucun des deux mots « diffé-
rentiel » et « réduit »). D’une facon un peu vague « sur tout compact de Y,
Y est engendré par Yy pour £ assez grand ».
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Si ’on omet le mot « réduit », le théoréme est faux : contre-exemple classique
[Ril]; on prend X = C, Yy = C2, et on considére la suite des idéaux différen-
tiels engendrés par (y2), (v2,92), (y2,9%,9""), etc. , suite qui est strictement
croissante.

Dans le cas algébrique (i.e. X, Yp, etc. sont algébriques), ce théoréme est di
a Ritt et Raudenbush [Ril]. Dans le cas analytique, ce théoréme a été démontré
par Ritt lorsque Y est un germe analytique ponctuel ; sa démonstration est une
combinaison de la méthode qu’il utilise dans le cas algébrique avec le théoréme
de préparation [Ri2]. Je, n’ai pas cherché a voir si cette méthode s’applique
au cas plus général considéré ici; dans le prochain chapitre, je donnerai une
démonstration, par une autre méthode qui donne simultanément ce résultat et
le théoréme d’involutivité générique, dont il va étre maintenant question.

D-variétés involutives 4.6. — Cette section adapte aux D-variétés, la no-
tion d’involutivité, définie au Chapitre II. Les ingrédients sont les suivants;
soit, comme en 4.1, p : Z — X un morphisme de variétés analytiques et soit
Zy une sous-variété fermée de Jy(Z), d’idéal Z,.

Par définition, on appelle « prolongement d’ordre 1 » de Z; et on note priZ,
la sous-variété fermeée de Jpi1(Z) dont l'idéal est engendré par Z; et les D;Z,
(en coordonnées locales sur X ; il est immédiat que cela n’en dépend pas). Par
récurrence, on définit de méme ppZy — Jpii(Z2).

Dans un modéle local (X,V, Z), avec Z — V comme en 4.1, le plongement
fermé Jy(Z) < J¢(V) donne un plongement fermé Z, — Jp(V'), d’idéal Ky;
alors le plongement priZy < Jy41(V) est défini par l'idéal {Ky, D;K;} ; & noter
que ceci ne dépend pas de Z, mais seulement de (X,V, Z;). Dans le cas ou
Z =V, cette notion coincide avec celle qui a été vue en II.1.

4.7. — Dans la situation précédente, le module caractéristique M de Z, se dé-
finit par le méme procédé qu’en I1.2 et 4.6 ; on choisit un modéle local comme
ci-dessus, on appelle N C @ Oy, [¢1, - . ., &n] 0y, le sous-module engendré par les
symboles d’ordre £ des éléments de Ky, et on pose M = @[O0y, [1, .. ., &)oYy /N.
On voit par les mémes raisonnements qu’en 3.1 que M (mais non N) ne dé-
pend pas du modele local choisi (en interprétant bien stir les & comme des
coordonnées dans 7% X). En particulier, en notant M, la composante de degré
£ par rapport & £ de M, on a My = QlZl/Jlfl(Z)'

Supposant alors Z réduit, on dira que « M est £-régulier » s’il posséde les
propriétés suivantes :
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i) Posons M* =M ® Ogan; alors M§" et M7}, sont localement libres
Oz,
sur O zgn-

i) Pour tout point a € |Z¢|, M(a) = M(’)® C, est L-involutif. (Pour la
Z
notation M (a), voir aussi chap. I1.) ‘

La premiére propriété peut aussi s’énoncer en disant que M, localement sur
|Z|, est un Oz,-module projectif. Par ailleurs, les remarques faites en I1.2, en
particulier les propositions 11.2.4 et I1.2.5 restent encore vraies ici; voir un peu
plus loin un énoncé précis.

4.8. — Toujours dans la méme situation, on dira que Zy — Jy(Z) est involutif
s’ll posséde les propriétés suivantes :

i) Zy et pr1Zy sont lisses, et la projection priZ; — Zy est surjective.
Par définition, ceci veut dire que les énoncés analogues sont vraie pour Z;" et
(pT'1Zg)an.

i1) Le module caractéristique M de Z; est £-régulier.

Cette notion se lit dans les modéles locaux : si Z; est involutif, la restriction

a un modele local de Z}" est involutive au sens du Chapitre II. Inversement,
si cette condition est satisfaite pour une famille de modéles locaux recouvrant
Zy, alors il est involutif. Plus généralement, en un sens évident, elle est locale
sur Zj".

On peut alors poser la définition suivante :

Définition 4.9. — Soit (X,Y, D) avec Y = {Y;} une D-variété (nécessaire-
ment réduite). On dit qu’elle est £-involutive si les conditions suivantes sont
satisfaites :

i) Yy est involutif en tant que sous-variété de Jy(Y)).

ii) Pour tout k£ > 0, on a Yy = priYs.

Les résultats du Chapitre II entrainent alors que, pour tout & > 0, (X,Y, D)
est encore (¢ + k)-involutif. Remarquons aussi que, dans cette situation, si
M (resp. M') est la variété caractéristique de Y (resp.Yy), on a, pour k > £,
M, = Oy g@ M, [pour k < £, on a une application surjective Oy gb M}, — My,

4

(4
parce que dans M}, on a tenu compte des relations entre symboles d’ordre < £,
mais pas dans Mj].

Le théoréme de linvolutivité générique 4.10. —Avant de I’énoncer, j’au-
rai encore besoin d’un point de terminologie. D’une fagon générale, soit Z une
variété analytique complexe et soit Z' — Z une variété affine au-dessus de Z ;
pour ce qui suit, on peut sans inconvénient les supposer toutes deux réduites.
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i) Quand je parle de fermés, d’ouverts, d’ensembles denses, etc. de Z’,
il s’agit de la topologie transcendante usuelle de |Z'| = |Z'22|.

ii) Les sous-ensembles analytiques de Z’ (sous-entendus fermés; je ne
considére que ceux-1a) sont ceux de Z'2"; de méme la « topologie de Zariski »
de Z' se référe a ces ensembles.

i11) Les sous-ensembles analytiques stricts de Z' et sa topologie de Zariski
stricte sont définis comme ci-dessus, mais se restreignant & 1’utilisation des
sections de Oz ; par exemple, un sous-ensemble analytique strict de Z’ est un
sous-ensemble fermé de Z' qui localement sur Z (et pas seulement sur Z') est
I’ensemble des zéros d’une famille de sections de Q.

On définit de méme les « ensembles constructibles » et « constructibles
stricts » de Z'; les premiers sont, localement sur Z’ réunions finies d’ensembles
de la forme S; — T;, avec T; C S; analytiques; de méme les seconds sont,
localement sur Z, réunions finies d’ensembles S; — T;, avec T; C S; analytiques
stricts.

J’aurai besoin ci-dessous de quelques propriétés des ensembles analytiques
stricts et des ensembles constructibles stricts qui généralisent des résultats
connus dans le cas usuel (pour ce cas, voir notamment [Kas| et [Ve]). Je
renvoie leur démonstration en appendice.

Cela étant, le théoréme s’énonce de la maniére suivante :

Théoréme 4.11. — Soit (X,Y, D) une D-variété réduite, avec Y = {Yg},
£ >0, et soit U un ouvert relativement compact de Yy ; désignons par Y' la
restriction de Y a U. Il existe un £ > 0 et un sous-ensemble analytique strict
S¢ de |Y]| tel que, en désignant par Sy (resp.S) limage réciproque de Sy dans
[Y)| (resp.|Y]|), on ait les propriétés suivantes

i) Y' est L-involutif hors de S.

i) Pour tout k > £, |Y)/| — Sk est dense dans |Y}].

La seconde propriété signifie aussi ceci : pour tout point a € |Y}|, aucune
composante de Y'2" en g n’est contenue dans Sy (k > £). Ceci est une équiva-
lence classique en géométrie analytique locale (voir par exemple [Na]). Quant
4 la premiére, elle se comprend de soi en remarquant que la définition de la
¢-involutivité s’exprime par des propriétés locales au-dessus de Y.

Corollaire 4.12. — Soit (X,Y,D) une D-variété réduite. Pour tout k > 0
l’ensemble des points de |Yy| au-dessus desquels il existe une solution conver-
gente est dense dans |Y|.
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Si I'on se place dans un ouvert U C Y relativement compact, le résultat
précédent joint au théoréeme de Cartan-Kahler (cf. chap. III) nous donne le
résultat pour k > £, £ étant I’entier de ’énoncé. Pour k < £, ceci résulte du
fait suivant : comme Y; — Y} est dominant, I'image de |Y,| dans |Yj| contient
un ouvert dense, et méme un ouvert de Zariski dense; cf. Appendice A.

Ce corollaire est une variante pour les D-variétés du Nullstellensatz. Dans le
cas algébrique, il est déja démontré par Ritt [Ril], en utilisant la théorie des
« systémes orthonormes passifs » de Riquier, au lieu des systémes involutifs
de Cartan. Dans le cas algébrique, le théoréme 4.11 lui-méme, ou au moins sa
version locale, est di & Pommaret [Po2|.

Remarque 4.13. — On prendra garde d’autre part au fait suivant : dans la
situation du théoréme 4.11 il est faux en général que Y’ soit la D-variété en-
gendré par Y, ou méme la D-variété réduite qu’elle engendre [i.e. I'idéal T
de Y’ dans O J(U) nest pas le plus petit idéal, ni méme le plus petit idéal ré-
duit engendré par l'idéal Z, de Y, dans O JZ(U)]. En effet, il se pourrait que la
D-variété engendrée admette des composantes au-dessus de Sy.; un cas parti-
culier important est celui des intégrales singuliéres, longuement étudiées dans
[Ril]. Un exemple typique particuliérement simple est I’équation de Clairaut :
y—xy = y"? /2. La D-variété engendrée par cette équation a deux compo-
santes : « I'intégrale générale » d’idéal engendré par y — zy' — y'?/2 et 3", qui
est 1-involutive hors de z + 3’ = 0, et d’autre part « l'intégrale singuliére »
y+2%/2=0.

Le théoréme 4.11 et le théoréme 4.5 seront démontrés simultanément au
prochain chapitre. Ici je vais me contenter de montrer qu’il suffit de les établir
localement, i.e. au voisinage de chaque point de Yy. Par Borel-Lebesgue, ceci
est évident pour 4.5. Pour 4.11, on utilise la proposition suivante ol, comme
en 4.6, Z — X désigne un morphisme de variétés analytiques complexes avec
X lisse.

Proposition 4.14. — Soit Zy une sous-variété fermée réduite de Jy(Z), affine
au-dessus de Z, et soit V louvert de | Zy| formé des points au voisinage desquels

Zy (i.e. Z7") est involutif. Alors |Zy|—V est un sous-ensemble analytique strict
de Zg.

Montrons que la proposition entraine le théoréme 4.11, une fois établie sa
version locale; avec les notations de 4.11, on prend un recouvrement fini de
U par des U’ C |Yy| ot le résultat est vrai; on note Y la restriction de Y’
4 U' et on choisit un £ et un SJ C |Y}?| tel que les (SY,Y") satisfassent les
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conditions du théoréme. Appliquant la proposition précédente a Y}, on obtient
un sous-ensemble analytique strict Sg de Y, tel que |Y;| — Sp soit I'ouvert des
points involutifs de Y} ; la restriction Sé de Sy & U* est évidemment contenue
dans S7 ; et I’on vérifie immeédiatement que le théoréme est encore vrai sur U;
avec S('f remplacé par S%; d’ou le résultat.

Reste & démontrer la proposition. On peut pour cela se placer dans un
modele local, et supposer que X est un ouvert de C*, Z un ouvert de C* x CP,
de projection contenue dans X. La proposition résulte alors des faits suivants
(les résultats admis ici sont démontrés en appendice) :

i) L’ensemble V; des points ot Z; (i.e. Z;™) est lisse est un ouvert de Za-
riski strict de | Z¢| (i.e. son complémentaire est un ensemble analytique strict).

i1) L’'image de |priZy| dans Z; est un ensemble constructible strict ; donc
son intérieur est un ouvert de Zariski strict de Z;, qu’on notera Va.

#4i) Soit M le module caractéristique de Zy, et soit {My}, k > 0 sa gra-
duation. Alors M, et My sont Ogz,-cohérents, et I’ensemble V3 des points
ou ils sont localement libres est un ouvert de Zariski strict de Z, (ceci se voit
immeédiatement en prenant localement des présentations de My et Myy1).

D’autre part, priZ; est un fibré affine au-dessus de son image, de fibré vec-
toriel associé le fibré défini par My, (je prends ici la correspondance contra-
variante faisceaux <— fibrés de [Gr]); alors, au-dessus de V1 N Vo N'V3, priZ;
est lisse, de projection surjective et lisse sur Zj.

iv) Reste & montrer que le sous-ensemble V' des points a € V1 NV N V3 on
M (a) est £-involutif est un ouvert de Zariski strict de Z,.

Jutiliserai pour cela le critére de Cartan et les raisonnements de I1.2. Soit
n=(n1,...,n,) une base de T*C" D T*X déduite par un changement linéaire
de coordonnées de la base canonique (on peut se contenter de ceux-1a) ; si V;, est
le sous-ensemble de V1NVoNV3 formé des points oil 7 vérifie le critére de Cartan,
V, est un ouvert dans Z et 'on a V = UV,,. Mais il est facile de vérifier que

V), est strictement constructible dans Z; ; et une réunion d’ouverts strictement
constructibles est localement finie (raisonner sur les complémentaires). Ceci
termine la démonstration.

On peut aussi utiliser un autre argument que je me contente d’esquisser : sur
tout compact K de | Zy|, les M (a), a € K forment une famille limitée en un sens
convenable, qui entraine qu’on a Hp ;M (a) = 0 pour tout p et k > ko, a € K.
Alors, il reste un nombre fini de conditions a vérifier Hy, ;M (a) =0, £ < k < ko,
et ces conditions déterminent des ensembles strictement constructibles.



CHAPITRE V

INVOLUTIVITE GENERIQUE (SUITE)

1. Préliminaires

Dans la suite de ce chapitre, j'aurai besoin de quelques propriétés des fais-
ceaux de fonctions holomorphes sur des polydisques fermés. Ces propriétés de-
vraient normalement figurer en appendice; je les donne ici pour la commodité
du lecteur.

Dans C", de coordonnées (z1,. .. ,Z,) on désigne par K le polydisque {|z;| <
ri}, r; > 0; on note A le faisceau des fonctions holomorphes sur C", et on pose
A=T(K,A).

On pose aussi B = Alt1,...,t4], B =T(K,B) (= Alt1,...,t4]); je rappelle
d’abord un résultat qui jouera un roéle essentiel dans la suite.

Théoréme 1.1. — La C-algébre B est noethérienne.

D’apreés Hilbert, il suffit de traiter le cas ¢ = 0, c’est-a-dire de démontrer le
résultat pour A. Dans ce cas, le théoréme est da a Frisch [Fr|; en fait, le théo-
réme de Frisch est plus général, et s’applique aux polyédres semi-analytiques
de Stein. Dans le cas des polydisques, une démonstration rapide se trouve dans
[La].

On emploie la terminologie suivante : un module (= un faisceau de modules)
B-cohérent sur K est un B-module sur K localement de présentation finie; les
morphismes entre B-modules cohérents sont les morphismes en tant que B-
modules. Il est classique que les B-modules cohérents s’étendent & un voisinage
ouvert de K ; les morphismes s’étendent, et ceci de maniére essentiellement
unique (i.e. deux extensions du méme morphisme coincident sur un voisinage
de K). On a le résultat suivant :
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Théoréme 1.2. — i) Soit F un sous-module cohérent de BP sur K ;
ona H(K,F)=0,i>1.
ii) Les applications F — T'(K,F) et F — AQF sont deuz isomor-
A
phismes inverses l'un de l'autre « sous-modules cohérents de BP » <> « sous-
modules de BP ».

1) Traitons d’abord le cas ¢ = 0; soit F un sous-module cohérent de AP
alors la premiére assertion est le « théoréeme B » de H. Cartan.

Pour démontrer la seconde, on prend une présentation A™ — A2 — F — 0
de F sur K [Pour établir son existence, on utilise d’abord le « théoréme A » de
Cartan, qui donne une surjection A7 — F — 0 au voisinage de K ; on applique
ensuite le méme argument au noyau de cette application, qui est cohérent par
le théoréeme d’Oka).

Par le « théoréme B », la suite I'(K, A") — I'(K, A9) — I'(K,F) — 0 est
exacte; alors l'exactitude & droite du produit tensoriel nous montre qu’on a
A % I'(K,F)=F.

Dans 'autre sens, soit F' un sous-module de AP. Comme A est noethérien,
F admet une présentation finie A — A? — F — 0; on renverse alors le
raisonnement précédent.

2) Dans le cas général, notons BP le sous-faisceau de B formé des polyndmes
en (ti,...,t;) de degré < r. Soit F un sous-module cohérent de BP; posons
F=T(K,F), F, = FNBE, F. = FnN BY. Le faisceau F, est cohérent sur A;
soit en effet V' un voisinage ouvert de K o F est défini, et soit a € V ; dans un
voisinage W de a, F est engendré par un nombre fini de polynémes p1,...,py;
il est donc I'image dans BP de B par u : (q1,...,q¢) — 3. qip; ; alors, sur W,
F, est limite inductive des u(B%) N BE, sous-faisceaux de BY de type fini sur A,
donc cohérents sur A ; donc F, est cohérent.

Alors on a HY(K,F,) =0, i > 1, et d’autre part .A(%F(K,}"r) = F,; par
passage a la limite inductive, ces propriétés sont encore vraies avec F, remplacé
par F. La derniére assertion : I'( K, A(% F) = F se voit immédiatement, encore

par limite inductive.

Remarque 1.3. — Pour a € K, B, est plat sur B. Soit en effet I un idéal de B
et Z le faisceau correspondant; on a Z, = A, (% I =B,®1I; donc 'application
B

B, ®1 — B, est injective.
B

Soit d’autre part b un point de K x C? au-dessus de a, et soit Oy ’espace
des germes en b de fonctions holomorphes en (z1,...,2n,t1,...,%,); alors Oy
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est plat sur B, (le localisé de B, en b a méme complété que Oy). Donc O, est
plat sur B.
(Pour ce qui concerne la platitude voir par exemple [Bo2].)

2. Enoncés

Dans ce chapitre, on veut démontrer les théorémes IV.4.5 et IV.4.11. On a
vu qu’il suffit de les démontrer localement ; pour cela je vais reprendre en les
détaillant les arguments de [Mal3|.

Soient n et p deux entiers fixés. Dans 1'espace C" P de coordonnées (z;, y;),
avec 1 <1 < n,1 < j < p, on considére un polycylindre fermé Z défini
par |z;| < 1y, |y;| < pj (ri >0, pj > 0). On note Ay I'espace des fonctions
holomorphes sur Z ; pour k > 1, on pose A; = Ao[y;-j], 1 < |a] <k (on pose
aussi y;-) =1y;), et on pose A = UAy, [Attention : les notations différent de celle
du §1].

L’anneau A est un anneau différentiel, les dérivées partielles D; étant encore
définies comme en II.1; comme précédemment, on appelle « différentiel » un
idéal I de A stable par les D;.

La donnée d’un tel I définit un « germe de D-variété au voisinage de Z » (on
dira aussi « au-dessus de Z »), de la maniére suivante : soient Ay le faisceau
des fonctions holomorphes sur C**P, et Ay = Ao[y$], 1 < |a| < k; posons
I, = I N Ay, et soient Z, les faisceautisés des I, comme en 1.2. Posons aussi
By = Ag/I, By = Ax/Iy ; les By sont les faisceaux structuraux de variétés
affines Y}, définies sur des voisinages de Z qui dépendent a priori de k (c’est
seulement apreés la démonstration du théoréme de finitude 2.1 ci-dessous qu’on
pourrait choisir un voisinage indépendant de k). On fait les identifications
habituelles, i.e. on identifie Y & sa restriction & un autre voisinage plus petit
de Z ; on posera encore By = Oy,

Au détail prés concernant les voisinages de Z, on est dans la situation des
D-variétés comme en IV.2. Les notions définies au Chapitre IV, module carac-
téristique, involutivité, etc. , gardent un sens ici et je les utiliserai sans autre
commentaire.

Remarquons aussi ceci : si 'on suppose I réduit, alors les Zj, (et les Yy) sont
réduits ; soit en effet Zt°d la racine de Zy; on a ['(Z,Z}*9) = I['(Z, ;)™ =
I,Eed = I} ; d’aprés 1.2 ceci entraine I,‘ged = Tk.

Cela posé, les théorémes sont les suivants :
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Théoréme 2.1. — Dans A, toute suite croissante d’idéauz différentiels ré-
duits est stationnaire.

Théoréme 2.2. — Soit I un idéal différentiel réduit de A, avec I, = I N Ay,
et soit Y = {Yy} la D-variété sur Z qu’il définit. Il existe un £ > 0 et un
f € Ay — I; possédant les propriétés suivantes :

i) Hors de f =0, Y est £-involutif (cf. Définition IV.4.9).

i1) Pour k > £, f n’appartient o aucun des idéauz premiers associés
a Ay /Iy ; autrement dit la multiplication par f est injective dans Ag/I.

Pour voir que les théorémes précédents entrainent la version locale de IV.4.5
et IV.4.11, on prend un ouvert V. C C"P, et on considére les D-variétés
réduites définies par un modéle local au-dessus de V. On prend alors pour
Z un polycylindre fermé contenu dans V' ; I'application & Z des théorémes

o]
ci-dessus donne les résultats cherchés, par exemple sur 'intérieur Z de Z.
Le seul point qui demande une explication est IV.4.11, 7) : avec les nota-

o]
tions ci-dessus, soit a un point de |Yj| au-dessus de Z ; alors la condition 2.2,
i1), jointe a la platitude de Az?a sur Ay (remarque 1.3) montre que la multipli-
cation par f est injective dans A", /If;f; = Oyn o ; mais ceci signifie justement
qu’aucune composante de Y,*" n’est contenue dans f = 0, ce qui est le résultat
cherché (je rappelle que, Y}, étant réduit, Y2" I'est aussi, cf. IV.1.1).

3. Le cas des idéaux premiers

3.1. — Dans ce paragraphe, on garde les notations du paragraphe précédent.
On prend un idéal différentiel premier I, et on veut démontrer le théoréme 2.2
pour I.

On désigne prily C Igy1 le prolongement de I & ’ordre un, i.e. l'idéal
de Agy1 engendré par Iy et les D;I ; le faisceau priZy se définit de la méme
maniére ; c’est aussi le faisceautisé de pril.

D’autre part, on appelle « prolongement faible de Iy, » I'idéal prq I de Agyq
formé des f qui vérifient, pour un g € Ay — Iy : gf € prily. Comme Iy est
premier, on a prily C Ixiq.

Lemme 3.2. — L’idéal pr,Iy est premier.

Il suffit de démontrer que son image dans Ag1/IxAk11 = Ags1 SZ) By, est un
k

idéal premier; soit K, le corps des fractions de By ; il suffit méme de prouver
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que son image dans A1 SZ) Ky = Kg[ys], |a| = £+ 1, est un idéal premier.
k

Mais, par définition des prolongements, cet idéal est engendré par des équations
linéaires affines en les y', || = k+ 1. Et il est élémentaire de démontrer qu’un
tel idéal est premier.

Le résultat-clef est maintenant le suivant :

Proposition 3.3. — Il existe £ tel que, pour k > £ on ait prily = Iy

Pour démontrer ce résultat, 1’idée essentielle consiste & utiliser le module
caractéristique de Y, qui joue ici le role de version non-linéaire du gradué
associé & un module filtré. Pour sa définition, je renvoie & IV.3.1, et je me
contente de fixer les notations, qui sont un peu différentes de celles de loc. cit.

On désigne respectivement par Ny C Oy, [€]P et My, = Oy, [€]P / N}, le module
des symboles et le module caractéristique de Zy; on pose Ny = I['(Z,Ny),
My, =T(Z,My) = Bi[€]P /Ny ; si {NF},{ML}, etc. désignent les graduations

de ces modules, on a en particulier M’,g = Q%/k/yk—l. On pose enfin N = 1151 Ng,

M =1lim My, = B[{]’/N; on a M¥ = B @ MF.
— Bk
Notons Ky, (resp. K) le corps des fractions de By (resp. B) ; alors K @ N est
B

un sous-module gradué de K|[¢1,...,&,]P; d’aprés Hilbert, il existe un £ > 0
tel que K ® N soit engendré par les K ® N, k < £; en particulier, pour k > ¢,
B B

ona K@ Nkt =3 ¢(K @ N¥).
B B

Nous allons voir que la proposition est vraie avec cette valeur de £.
Prenons en effet un k > £ et considérons ’application

k k+1
(3-4) Biri- (Y &NK) — Nifp s
cette application est une bijection aprés la tensorisation K & -; donc elle
Bp41
est encore une bijection aprés la tensorisation Ky,1 ® -. Par suite, il existe
Bpt1

f € Agi1 — Iy 1 tel que (3.4) soit bijectif aprés localisation en f 1.
Cette propriété s’exprime encore ainsi : soit Y} 41 la variété définie par
T 1 = pr1Zy, le faisceautisé de pry Iy. Posons

Illc—i—l = pr 11k
Bl,c—l—l =T(Z, OYk’H) = Ak+1/Illc+1'
Quitte & remplacer f par un multiple convenable, on peut supposer que Y 41

est, hors de f = 0 (i.e. aprés localisation en f~!) la variété définie par priZy.
Alors la propriété précédente s’écrit aussi ainsi
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3.5. — L’application naturelle T'(Z, Q%/IéJrl/Yk)B(IX) Byy1 — T'(Z, Q%,Hl/yk)
k+1

est bijective aprés localisation en f~1.

. . . P 1 —

[En termes imagés : au point générique a de Yji1, on a QY,;H /Yk+1(a) =
1 S e o) ’ 4 : ’ ! _ : :

QYk+1/Yk (a).] 1 s’agit d’en déduire qu’on a Y, | = Y11, ce qui est une variante

du théoréme des fonctions implicites.

Les assertions qui suivent sont relatives & un voisinage ouvert de Z, qu’on
rétrécit si nécessaire; elles ont déja été utilisées en IV.4 et sont démontrées en
appendice.

On peut trouver g € Ap— I}, tel que, hors de g = 0, Y}, soit lisse, et Yk'+1 —Y;
soit un fibré affine (= surjectif, et localement de rang constant). On peut aussi
supposer que Y;,1 — Yy est surjectif.

Soit @ un point de Y11, avec f(a) # 0, g(a) # 0, et out Yy est lisse; en a, le
morphisme de restriction Q%,,;H [Yia Q%,Hl /Yie,a €St bijectif ; par le théoréme
des fonctions implicites, on aura Y, 41 = Y41 au voisinage de a ; par connexité
delafibrede Y, | ,onauraYyy; =Y, au voisinage de la projection de a dans
Y}, Par densité, on aura finalement Y}, 41 = Yg41. Par le « Nullstellensatz », on
conclut qu’on a I}, 41 = Ig41; ceci termine la démonstration.

Notons pour un instant # D’entier noté £ ci-dessus, et considérons encore
le module caractéristique K %M . Soit £ un entier tel que ce module soit /-

involutif en tant que K-module gradué.
Proposition 3.6. — Avec cette valeur de £, le théoréme 2.2 est vrai pour I.

i) Remarquons d’abord que la condition Hy ;(K ® M) = 0 est équivalente
B
au fait que K ® N est engendré par ses éléments de degré < £ (voir Chapitre I).
B

Donc en particulier, on aura £ > ¢, et la proposition 3.3 sera vraie pour £.

i1) On peut trouver f € A, — I, tel que, hors de f = 0, Y} est involutif.
En effet, en raisonnant comme dans la démonstration de 3.3, on peut supposer
que Yy est lisse, et que pr1Yy; — Y est un fibré affine (= surjectif et de rang
constant, en particulier priYy est lisse). Reste a vérifier que l’on peut supposer
le module caractéristique My de Y f-régulier.

Quitte & remplacer f par un multiple convenable, on peut déja supposer Mf
et Mﬁ“ localement libres. D’autre part, I’ensemble de bases (91,...,7m,) =
(&1,...,&n)A, AEGL(n, K) qui vérifient le critére de Cartan 1.3.3 est un ouvert
de Zariski non vide de G4(n, K); donc on peut choisir, par exemple, A dans
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GL(n,Q) [et méme G4(n,Z) ; utiliser le fait suivant ; soit fEK|[t1,..., 1], K un
corps de caractéristique 0; il existe (q1,. .., ¢n)EZ™ vérifiant f(q1,- - -, gm)#0].

Soit (n1,...,nn) la base ainsi obtenue; alors on peut trouver g € Ay — Ij
tel que, pour un voisinage V' de Z convenable, en tout point a € V — {g = 0},
My(a) verifie le critére de Cartan pour la base (n1,...,7,) (utiliser le fait

élémentaire suivant : si F est un module de type fini sur un anneau intégre A,
alors il existe f € A — {0} tel que E[f~1] soit libre sur A[f~!]).

i) Pour terminer, il suffit de voir ceci : désignons par Y, (k > £) les pro-
longements successifs de Y;. Alors, hors de f = 0, on a Y}) =Y} (donc Y} est
I'adhérence de Zariski de Y}, restreint & f # 0) ; ceci démontrera la proposition.

Par récurrence, il suffit de traiter le cas k = £+1; par 3.3, on a déja Yy =
pr,Yy; il suffit donc de voir que, hors de f =0, on a (Y, | =) pr1Y, = pryYy;
mais cela résulte immédiatement de la définition de pri, et de la lissité de
priYy.

4. Le cas général : premiére démonstration

4.1. — On va démontrer les théorémes 2.1 et 2.2 dans le cas général, en uti-
lisant le cas particulier qui vient d’étre établi. Je garde les notations des pa-
ragraphes précédents; j'utiliserai les notations suivantes : pour S C A, {S}
désigne 1’idéal différentiel réduit engendré par S; d’autre part, pour S C A4,
T C A, on pose ST = (U’ensemble des st, s € S, t € T.)

Le lemme suivant est classique (cf. [Ril] ou [Kap]) :
Lemme 4.2. — Pour SC A, TCA, ona{S}N{T}={ST}.

L’inclusion D est évidente. Pour démontrer l'inclusion inverse, il suffit de
voir qu'on a {S} {T} C {ST} : en effet, si f € {S}N{T}, alors f2 € {S} {T}.

Pour établir cette derniére inclusion, il suffit de voir que, pour s € S, t € T,
a,B € N on a (D%)(DPt) € {ST}; par récurrence, il suffit de voir qu’on a
(D;s)t € {ST}. On a (D;s)t? = D;(st)t—stD;t € {ST}; d’ou [(D;s)t]? € {ST}
et (D;s)t € {ST'}.

4.3. — Démontrons maintenant le théoréme 2.1. On va utiliser ici une mé-
thode due a Kaplansky [Kap]|; voir aussi [Ko| pour une méthode voisine.

Il est équivalent de démontrer que tout idéal différentiel réduit est de la
forme {S}, avec S fini; je dirai pour un instant « est de type fini ». Supposons
que ce ne soit pas le cas, et soit I un idéal différentiel réduit maximal parmi
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ceux qui ne sont pas de type fini (existence par le lemme de Zorn). On va
voir que chacune des hypothéses « I n’est pas premier » et « I est premier »
conduit & une contradiction.

i) Supposons que I ne soit pas premier; alors il existe g = gi1g2 € I, g1 ¢ I,
g2 ¢ I. Chacun des idéaux {I,g1} et {I,g2} est de type fini; par 4.2 leur
intersection est égale a I, et est de type fini, d’ol une contradiction.

i1) Supposons que I soit premier; d’apres les résultats du §3, il existe f ¢ I
et £ tels que I[f '] est engendré dans A[f '] par Iy = TN Ay; soient gy, ..., g,
des générateurs de Iy, et soit J C I l'idéal {g1,...,94}-

Soit d’autre part K l'idéal {f, I} ; par hypothése, K est de type fini, donc de
la forme {f, hi,...,hy}; il est immédiat de vérifier qu’on peut supposer qu’on
ahy,...,h, € I. Posons L = {J,hy,...,h;}; on va voir qu’on a I = L, ce qui
montrera que I est de type fini et donnera la contradiction cherchée.

Soit en effet a € I;onaa € K, donc il existe p tel qu’on ait a? = b+3c, 0% f,
avec b € L, co € A; donc, on a aPt! = ba + Sca (0% f)a.

Il existe ¢ tel qu'on ait f%g € J C L, donc (fa)? € L et fa € L; alors 4.2
montre qu’on a (0%f)a € L pour tout a. Donc aP*! € L, et a € L, ce qui est
le résultat cherché.

Le théoréeme 2.1 admet le corollaire suivant :

Corollaire 4.4. — Tout idéal différentiel réduit est intersection finie d’idéaux
différentiels premiers.

Soit I réduit; si I n’est pas premier, il existe f = fifo € I, f1 ¢ I, fa ¢ I.
On a I ={I,fi} N{I, f2}; si I n’est pas intersection finie d’idéaux premiers,
{I, fi} ou {1, fo} ala méme propriété ; en itérant, on trouve une suite croissante
infinie d’idéaux réduits, ce qui contredit le théoréme 2.1.

La démonstration du théoréme 2.2 est maintenant immeédiate : soit I un idéal
réduit de A, avec Iy = I N Ay, et soit I = P N---N P, une décomposition de I
en idéaux différentiels premiers; on peut supposer la décomposition minimale,
i.e. P, ¢ Pj, j # 14; il est connu qu’alors, on a P; ¢ LéPJ Choisissons £ et

3
fi € By — P;; tels que le théoréme soit vrai pour (fi,;ji,é), (Pie = PN Ay).
On peut aussi supposer que pour tout i, on a P,y ¢ 'L;f'Pj’l (remplacer £ par
j#i

¢' > { si nécessaire).
Si, pour chaque 4, on a f; ¢ U P;, il suffit de prendre f = f;--- f,. Si, pour
un ¢ on a f; € P}, j # 4, choisissons g; € Py — _L;Jé'Pj,g; pour k fixé, il existe au
JF

plus un A € C vérifiant f; + Ag; € Py ¢; donc on peut trouver un A tel qu’on
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ait fi + Ag; ¢ UP;; le théoreme 2.2 est encore vrai pour (f; + Ag;, P, £) et il
suffit de remplacer f; par f; + Ag;. D’ou le résultat.

5. Le cas général : deuxiéme démonstration

La méthode précédente, trés rapide, a divers inconvénients; entre autres,
celui d’utiliser I’axiome de choix. La variante qui suit, un peu plus compliquée,
me semble avoir les avantages suivants :

i) Elle est plus éclairante; ceci est évidemment une appréciation sub-
jective.
i1) Elle utilise seulement 1’axiome de choix dénombrable.

A noter que dans le cas algébrique (p. ex. A = Clz;,y?], @ € N*), la méthode
de Ritt [Ril] qui utilise un ordre sur les monomes différentiels permettrait
d’éliminer toute référence & un quelconque axiome de choix. Malheureusement,
ceci ne rend pas pour autant effectif la fabrication d’un systéme de générateurs
d’un idéal réduit; pour cette question, et ses relations avec le « probléme
de Ritt » (= décision de l'inclusion d’un idéal premier dans un autre), voir
notamment [B-L-O-P] et [Pe].

Je garde les notations des paragraphes précédents; en particulier, pryl, C
Agy désigne le prolongement d’ordre k& d’un idéal I, C Ay. Comme au §4,
j’appelle « de type fini » un idéal différentiel réduit de la forme {S}, S étant
fini.

Définition 5.1. — Soit I un idéal de Ay ; on dira que « I est saturé » si, pour
tout k> 1,onaprgl N Ay, = 1.

Lemme 5.2. — Soit I un idéal réduit de Ay, et soit I =NP; (1 <i<3s) sa
décomposition minimale (i.e. Py ¢ Pj, i # j). Si I est saturé, les P; le sont
aussi.

Ceci se voit par localisation ; par exemple, soit f ¢ Py, f € PoN--- N Py
comme le prolongement commute a la localisation, on voit immédiatement que
I[f~1] = P[f~] est saturé dans Ay[f~!]; on en déduit que P; est saturé.

Lemme 5.83. — Soit P, C Ag, k > £, une famille d’idéaur premiers saturés;
on suppose qu’'on a Py C Pyy1, k > £; soit P = UPy; alors, on a Py D
pr1 Py ; de plus, pour k assez grand, on a PN Ay = Py.

La premiére assertion est immédiate : en effet, on a Py = priPg+1NAg+1 D
pr1PyNAgy1 = pr1Pg. Pour démontrer la seconde, on utilise les résultats du §3.
Soit P| = PN Ay ; il existe un m > £ et un f € A, — P), tel que, pour k > m,
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on ait, hors de f = 0 (i.e. aprés localisation en f=1) pri P} = Py ;. D’autre
part, comme A,, est noethérien, on a, pour un certain kg : P}, = Pk, N Ap.
A fortiori, pour k > kp, on a P}, = Py N Ap. On va voir ceci : hors de

= 0, pour k > kg, on a = P ; ce résultat sera alors encore vrai
f=0 k> k Pl v = Pny ésultat 1 i
partout puisque les deux idéaux sont premiers, et f ne leur appartient pas. On

a évidemment Py, C P/, 41 ; d’autre part, hors de f =0, on a

Ppik = prePr, CprePmyk 0 Amyk = P, -

d’ou le résultat.

Corollaire 5.4. — Une suite croissante P C --- C P* C --- d’idéauz diffé-
rentiels premiers de A est stationnaire.

On applique le lemme précédent & la suite P, = P*¥ N Ay ; on conclut en
utilisant 3.3.
(Attention : cette propriété n’est pas équivalente au fait que les idéaux diffé-
rentiels premiers soient de type fini, contrairement & 1’énoncé analogue pour
les idéaux différentiels réduits.)

Lemme 5.5. — Considérons dans A les assertions suivantes :
i) Tout idéal différentiel premier est de type fini (en tant qu’idéal diffé-
rentiel réduit).
i1) Tout idéal différentiel réduit est intersection finie d’idéauz différentiels
premiers.
i11) Tout idéal différentiel réduit est de type fini.

Alors i) entraine i) et 7).

Montrons d’abord i) = ). Soit I un idéal différentiel réduit; pour tout
k > 0, posons I N Ay = I, et notons Pg1 M-+ N Py k) sa décomposition
minimale en idéaux premiers. D’apres 5.2, les Py ; sont saturés.

Les Pyy1,;N Ay constituent une décomposition en idéaux premiers de I, non
nécessairement minimale ; par suite, pour tout 4, Pyyq; N Ay contient un Py ;,
et tous les Py ; sont obtenus ainsi. Je dirai que « Py ; est une bifurcation » s’il
existe au moins deux Py ; distincts vérifiant Ppyq ;N Ag D Py ;.

Pour démontrer 1), il suffit de voir que u(k) est borné quand k tend vers
Iinfini. Pour cela, il suffit de prouver ’assertion suivante :

(*) Soit Qo C --- C Qi C --- une suite croissante, Qi étant l'un des Py ; ;
alors cette suite me contient qu’un nombre fini de bifurcations.

En effet, si p(k) n’était pas borné, on pourrait trouver un Py, tel que le
nombre des Py ; le contenant pour k fixé ne soit pas borné quand k — cc. De
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méme, on trouverait un P ;, D Py ;, ayant la méme propriété, et ainsi de suite.
La suite Py ;, ainsi fabriquée contiendrait une infinité de bifurcations.

Pour démontrer (*), on raisonne par I’absurde; soit @ l'idéal UQy ; d’apres
5.3, on a Q N A, = Q, pour k assez grand, disons k > £. D’autre part,
I’hypothése i) entraine qu’on a @ = {Qx} pour £k > m; on peut supposer
m > 4.

Je dis qu’aucun des @,, » > m, n’est une bifurcation ; sinon, on pourrait
fabriquer une autre suite de Py ; a partir de Q, disons Q, C Q7,1 C Q9+,
avec Qry1 # Q1. Soit Q' = UQ; . ; comme Q = {Q,}, on a Q' D Q; donc
en utilisant 5.3, on a Q) D Q pour k assez grand ; comme la décomposition
de I est minimale, ceci entraine Q) = Q, d’od Q' = Q; comme on a Q N
Ary1 = Qry1, on en tire Q. ; C Qr41, ce qui contredit la minimalité de la
décomposition de I41.

Montrons maintenant que ) et ) entrainent 4ii). Soit I un idéal différentiel
réduit, et soit I = P, N--- N P, une décomposition en idéaux premiers. Par
hypothése, on a P; = {S;}, avec S; fini; d’aprés 4.2, ona I = {S;--- S, }; donc
I est de type fini.

J’aurai encore besoin d’une remarque :

5.6. — Si l'on se restreint & la famille des idéaux différentiels (premiers, ou
réduits) contenant strictement un idéal donné I, le méme énoncé qu’en 5.5 est
encore vrai; la démonstration est la méme.

5.7. — On termine maintenant la démonstration de 2.1 et 2.2 par une variante
de la méthode utilisée en 4.3.

i) Montrons d’abord que tous les idéaux différentiels premiers sont de type
fini. Si ce n’est pas le cas, le corollaire 5.4 nous montre l'existence d'un [
maximal parmi ceux qui n’ont pas de type fini. D’aprés les résultats du para-
graphe 3, il existe f ¢ I et £ > 0 tels que I[f~!] soit engendré dans A[f~!] par
I; = I N Ay (ici on a méme « engendré en tant qu’idéal différentiel », et pas
seulement idéal différentiel réduit).

Comme I est maximal parmi les idéaux différentiels premiers non de type
fini, I’idéal {f, I} est de type fini par la remarque 5.6.

En utilisant, comme en 4.3, le lemme 4.2, on conclut que I est de type fini,
ce qui est contradictoire.

it) On peut maintenant conclure en utilisant 5.5. L’assertion 4ii) donne le
théoréme 2.1; d’autre part, l’assertion 4i) dit que tout idéal réduit est inter-
section finie d’idéaux premiers. On en déduit le théoréme 2.2 comme en 4.4.
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6. Variante

Ce qui suit est sans doute une curiosité ; cependant, les solutions formelles
des équations analytiques se rencontrent naturellement dans la théorie des
points singuliers des équations différentielles ordinaires. Les considérations ci-
dessous sont peut-étre aussi une réponse & une phrase mystérieuse de Ritt,
relative & la nécessité de développer I’algébre différentielle dans le cadre ana-
lytique :

« In the analytic case, the procedure will depend on whether one works in
the neighborhood of a point in the space of the independent variables, or in the
neighborhood of a set of functions constituing a point of a manifold » (|Ril],
Appendix).

Soient Y1,...,Y, € C[[z1, ..., zy]] des séries formelles ; on pose Y; = Za;‘i—?,
a € N*. Pour k entier > 0, soit Ay 'espace (C{:vi,y;-" — a;?‘}, la| < K, i.e.
'espace des séries convergentes en (z;,y$), —|a| < k) au voisinage de z = 0,
yf = a_?‘. On pose A = UAy; c’est un anneau différentiel pour les dérivations
D; habituelles. L’anneau A admet un idéal différentiel maximal M, qui est
évidemment premier, formé des f qui vérifient f(z;, 0°Y;(z)) = 0; en effet, ces
f forment évidemment un idéal différentiel. D’autre part, I’idéal maximal est
formé des f qui vérifient, pour tout (a,1) : Df‘f(O,a]ﬁ-)
de Taylor f(z;,0°Y;(z)) = 3. L. D*f (O,a? ) montre que ces deux conditions
sont équivalentes.

Il est possible de démontrer, dans A, des théorémes analogues & 2.1 et 2.2;
ceci se fait comme dans le cas traité ci-dessus (le point clef est le cas des idéaux

= 0. Alors, la formule

premiers qui se traite comme au §3).

Je vais me contenter de regarder le cas de I’idéal maximal M. En raisonnant
comme au §3, on montre qu’il existe un £ > 0 et un f € Ag— M, (My; = A;NM)
tels que, dans A[f 1, M[f~!] soit engendré par M, (en tant qu’idéal différentiel
tout court ; on a aussi une propriété « d’involutivité hors de f = 0 » que je laisse
le lecteur énoncer). Soient gi,. .., g, des générateurs de My en tant qu’idéal de
Ay. On aici le résultat suivant :

Proposition 6.1. — Les éléments g1,...,g2 engendrent M en tant qu’idéal
différentiel réduit de A.

Autrement dit, avec les notations du §5, on a M = {g1,...,9r}-
Pour le voir, on reprend le raisonnement de 4.3, qui se simplifie ici. Soit
L = {g1,-..,9r}, et soit a € M; il existe ¢ tel qu’on ait f% € L, d’ou
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(fa)? € L et fa € L; d’aprés 4.2, on aura donc pour tout a (0% f)a € L; mais
il existe un « tel que 9*f soit inversible; d’ou a € L.

Par contre, je ne suis pas parvenu a voir si M n’admet qu’un nombre fini de
générateurs en tant qu’idéal différentiel tout court.

11 résulte de la proposition précédente qu’il existe un idéal différentiel I de
Agly}], lel > 7+ 1 dont l'extension & A ait M pour racine; moyennant une
réduction & l'ordre 0 (cf. IV.2.3), cela nous raméne a la situation considérée
antérieurement. Appelons solutions de M les solutions formelles ou conver-
gentes de I (on peut aussi prendre les solutions d’un systéme de générateurs
quelconque de M en tant qu’idéal réduit; au voisinage de 0 € C", cela ne
dépend pas du systéme de générateurs choisi). Alors IV.4.12 nous montre que
(Y1,...,Y}) est limite de solutions convergentes de M pour la topologie de la
convergence dans les espaces de jets.

Dans le cas des équations différentielles ordinaires, i.e. n = 1 on a méme un
résultat plus fort : pour toute direction € en 0 € C, il existe un secteur ouvert
3} centré sur la direction 8 et une solution convergente de M dans ¥ admettant
(Y1,...,Y,) pour développement asymptotique en 0; cf. [Mal6].






APPENDICE A

VARIETES AFFINES

1. Cohérence

Dans cet appendice, je démontre les propriétés des variétés affines au-dessus
d’une variété analytique qui sont utilisées & partir du Chapitre IV. Ces pro-
priétés sont bien connues aussi bien dans le cas analytique que dans le cas
algébrique ; mais, dans le cas mixte considéré ici , je n’en ai pas de référence.

Soient, comme en IV.1, une variété C-analytique Y et une variété affine Z
au-dessus de Y, définie par une Oy-algébre A de présentation finie. On a les
résultats suivants :

Proposition 1.1. — A est cohérent, i.e. tout idéal (= tout faisceau d’idéauz)
localement de type fini est localement de présentation finie.

Appelons cohérents de tels idéaux ; plus généralement, appelons cohérents
les A-modules localement de présentation finie; on a alors le résultat suivant :

Proposition 1.2. — Toute suite croissante d’idéauz cohérents (et plus géné-
ralement de sous-modules cohérents d’un A-module cohérent fize) est locale-
ment stationnaire.

Il suffit de démontrer ces résultats lorsque X est un ouvert de C" et A =
Ox|t1,-..,ty]. Pour cela, il suffit méme de démontrer les résultats analogues
pour un polycylindre fermé K C X. Mais alors, ils sont conséquence immédiate
des théorémes V.1.1 et V.1.2.

2. De l’affine au projectif

Pour établir les autres propriétés, que j’ai en vue, je vais me ramener a une
situation projective relative, de la maniére suivante :
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Soit P, ’espace projectif complexe, considéré comme variété analytique
complexe; il est muni des coordonnées homogénes habituelles (sg, ..., $p); es-
pace affine C™ (ou A™, pour les pédants) est muni des coordonnées t1,...,tn,
et plongé dans Py, par t; = s;/so; on note {oo} son complémentaire {sg = 0}.

Soit X une variété analytique-complexe ; on considére la variété Z = X xPy,,
munie du diviseur D = X X {oo} ; on note comme d’habitude Ox (£) le faisceau
des sections méromorphes f de Oz vérifiant divf > (—£D). Pour F, Oz-
module cohérent, on pose F(£) = F (? Oz(¢).

4

On pose aussi Oz(xD) = lim Oz(£); c’est le faisceau des fonctions méro-
_)

morphes sur Z avec poles sur D ; c’est un faisceau cohérent d’anneaux (résulte
immédiatement, par localisation, du fait que Oz est cohérent).

Posons A = Ox|t1, ..., tn] et soit M un A-module cohérent ; on en déduit un
Oz(*D)-module cohérent de la maniére suivante : soit p la projection Z — X ;
on a p,Oz(*D) = A, d’ou une flecche p~' A — Oz(xD), et I'on pose p¥ M =
p M ® Oz(xD).

p~lA

Avant d’énoncer le résultat que j’ai en vue, encore une définition : si F est un
Oz(xD)-module cohérent, on appelle réseau de F' un sous Oz-module cohérent
G qui engendre F sur Oz(xD).

Si F est de la forme p# M, avec M un A-module cohérent, il admet locale-
ment sur X un réseau : soit en effet a un point de X, et soit U un ouvert de X
contenant a au-dessus duquel M est un quotient de AP. Il est clair que 'image
de OV, [ou de n’importe quel O (¢)] dans p# M est un réseau au-dessus de U.

Par contre, il est faux que tout Oz(xD)-module cohérent admette un ré-
seau, méme localement sur X ; c’est déja faux lorsque X est un point (voir
dans [Mal7] un contre-exemple di & Deligne, dans une situation voisine, i.e.
sur P> moins une courbe elliptique ; en plongeant cette situation dans P, moins
un hyperplan, on obtient un contre-exemple dans la situation considérée ici).

Pour abréger, j’appellerai dans la suite « spéciaux » les Oz (xD)-modules
cohérents admettant localement sur X un réseau. Cela dit, et avec les notations
qui précédent, le premier résultat, du type GAGA, est le suivant :

Théoréme 2.1. — Le foncteur p* : « A-modules cohérents » — « Oz(xD)-
modules spéciauzr » est exact et c’est une équivalence.

La premiére assertion est immédiate : soit en effet M — N — P une suite
exacte ; de la platitude des séries convergentes sur les polynémes on déduit que

la suite p# M N p#N BN p# P est exacte hors de D ; par suite ker/Im 4 est
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a support dans D ; comme c’est un Oy (xD)-module cohérent, le Nullstellensatz
montre qu’il est nul; donc la suite précédente est exacte.

La démonstration de la seconde assertion fait appel au théoréme des images
directes de Grauert-Remmert [Gr-R|, dont je rappelle I’énoncé.

Théoréme 2.2. — Soit G un Oz-module cohérent, et soit U un ouvert rela-
tivement compact de X. Notons encore p la projection Z — X . Alors il existe
by € Z tel que, au-dessus de U, pour £ > £y, on ait les propriétés suivantes :

i) L’application p*p,.G(£) — G(£) est surjective (p*e = Oz ® pl.).
p~1Ox

i) Pour i > 1, on a Rip.G(£) = 0.

Ceci étant, la démonstration de 2.1 va reposer sur les remarques suivantes :

a) Soient F' C G deux Oz(xD)-modules cohérents, avec G spécial ; alors
F' est aussi spécial. Plus précisément, si H est un réseau de G, F N H est un
réseau de F' (ceci résulte facilement du fait suivant : soit a € D, et soit {f = 0}
une équation locale de D au voisinage de 0; alors, pour tout germe g € G,, il
existe k > 0 tel qu’on ait f*g € H,.

b) De la propriété précédente résulte facilement ceci : les Oz(*D)-modules
spéciaux forment une catégorie abélienne ; plus précisément, si F — G est un
morphisme de modules spéciaux alors ker u, Im u, coker u sont spéciaux.

c¢) Le foncteur p, : « Oz(*D)-modules spéciaux » — « A-modules » est
exact.

En vertu de b), il suffit de montrer ceci : si 0 - F — G — H — 0 est une
suite exacte de Oz(x*D)-modules spéciaux, la suite 0 — p, F — p.G — p,H —
0 est exacte.

Par la suite exacte de cohomologie, il suffit d’établir le résultat suivant :

Lemme 2.3. — Si F est un Oz(xD)-module spécial, on a R'p,F = 0.
Quitte & restreindre X, on peut supposer que F' admet un réseau G ; mon-

trons d’abord ceci : pour £ > 0 I’application naturelle G(£) = G ® Oz(¢) —» F
Oz

est injective ; pour le voir, on vérifie que cette application peut aussi se défi-
nir ainsi ; on considére ’application G(£) - F ® Oz(£) obtenue en tensorisant
Oz

G — F par Oz(¥) ; d'une part, cette application est injective car Oz (¥) est plat
sur Oz ; d’autre part, I'application F — F ® Oz(£) déduite de Oz — Oz (¥)
Oz

est bijective : en effet, son noyau et son conoyau sont Oz(*D)-cohérents et &
support dans D, donc nuls.
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Ce résultat montre qu’on a F' = li_r)n G(¥) ; d’autre part, comme p est propre,

les R'p, commutent aux limites inductives; on a donc, par 2.2, 7) R'p,F =
lim R'p,G(£) = 0; d’ott le lemme.
H

Pour démontrer le théoréme, on va montrer que p, est un quasi-inverse de
p*.

d) Tout d’abord, soit M un .A-module cohérent ; on a un morphisme fonc-
toriel M — p,.p* M qui provient de la fleche canonique M — p,p M et de la
fleche évidente p~'M — p# M.

Montrons que c’est un isomorphisme ; comme p, et p# sont exacts, en pre-
nant localement sur X une présentation de M, il suffit d’établir le résultat
pour M = A; mais, dans ce cas, c’est évident.

e) Soit maintenant F' un Oz(*D)-module spécial. On a de méme un mor-
phisme fonctoriel en F': p#p,F — F. Il suffit de voir que p,F est cohérent sur
A, et que cette fleche est un isomorphisme.

Pour cela, quitte a restreindre X, prenons un réseau G de F. En appliquant
deux fois l'assertion 2.2, ii), on trouve une présentation Oz (k)? — Oz(£)P —
G ; d’ou une présentation Oz(xD)? — Oz(*D)? — F — 0; on conclut alors
comme en d)

Corollaire 2.4. — Le foncteur p# établit une bijection « idéauz cohérents de
A » — « idéaux cohérents de Oz (D) ». La bijection inverse est donnée par py.

En effet, comme on ’a remarqué plus haut, un idéal cohérent Z de Oy (xD)
admet toujours un réseau, par exemple ZN Q.

Corollaire 2.5. — Soit T un idéal cohérent de A ; soit U un ouvert de X, et
soit f € T(U, A) ; pour qu’on ait f € T(U,T), il faut et il suffit qu’en tout point
de p~'U — D, on ait f € p#T.

En effet, I'idéal cohérent Z de Oy (*D) engendré par f et p*Z coincide avec
p#T hors de D; par le Nullstellensatz, ces deux idéaux coincident partout;
donc on a f € ['(U, p,p*I) = T'(U,T).

Par récurrence sur p, le méme résultat est vrai pour un sous-module cohé-
rent de AP. Aux notations prés, ceci est le résultat énoncé en IV.1.1, 7i) (le cas
considéré dans cet énoncé est en apparence plus général, car il concerne une
variété affine quelconque Y au-dessus de X ; mais, localement sur X, on se ra-
méne immédiatement par plongement au cas considéré ici. La méme remarque
vaut pour la suite de I’appendice).
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3. Ensembles analytiques stricts

Je garde les notations précédentes. Soit Z un idéal cohérent de 4 ; I’idéal
p#T C Oz(xD) admet un réseau canonique, a savoir p#*Z N Oz ; on notera Z
cet idéal qui est en un certain sens la « cloture de Zariski » de Z dans Z (noter
aussi que la restriction de Z & Z — D n’est autre que l'idéal 7" considéré au
chapitre IV).

11 est facile de caractériser les idéaux cohérents K C Oz qui sont de la forme
T : ce sont ceux qui sont « étrangers 4 D » en ce sens qu’aucune section locale
# 0 de Oz /K n’a son support dans D ; je laisse la vérification au lecteur.

Théoréme 3.1. — Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) I est réduit;
i1) I%" est réduit ;
ii5) T est réduit.

Que i) entraine i) est trivial, et 7)) entraine i) par 2.5. Pour prouver
que %) entraine #43), on va passer par l'intermédiaire des idéaux homogénes de
Y = X x C™*!; pour cela, on considére Iidéal homogéne K de Ox|[sg, - . - , Sm]
engendré par les f homogeénes en (sq, ..., Sp) et vérifiant f(1,¢1,...,ty) € Z;
on note K?" I'idéal cohérent de Oy qu’il engendre. Supposons Z réduit; sur
X x {0}, K" est réduit; prenons en effet a € S'; posons b = (a,0) € Y et soit

f € Oy tel quon ait f*¥ € K3 pour un certain k; en écrivant f = Y. fi,
>4y
les f; homogenes, on trouve par récurrence que, pour tout £, on a f, € K3".

D’aprés la propriété de fermeture des idéaux analytiques dans les topologies
m-adiques, on aura f € Ki*; d’ou ’assertion.

D’aprés un théoréme classique de H. Cartan, il en résulte que K2" est réduit
au voisinage de X X {0} ; par homogénéité, il est réduit sur tout Y. Mais sur
Y — X x {0}, K" est I'image réciproque de Z pour la projection Y — X x {0} —
Z ; donc T est aussi réduit.

En fait, la démonstration précédente donne un résultat plus fort : supposons
T, réduit : alors K?" est réduit en b, donc au voisinage de b et il existe un ouvert
U C X contenant a tel que Z soit réduit sur p~ U, et donc que T soit réduit
sur U.

Soit maintenant 7 un idéal cohérent quelconque de A ; il est immédiat que la
collection des racZ, (« rac » = racine) définit un faisceau d’idéaux de A, qu’on
notera rac Z. Définissant de méme racZ, on sait que c’est un idéal cohérent de
Oz (c’est une conséquence standard du théoréme de H. Cartan).
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Proposition 3.2. — i) racT est cohérent ;
i) On a racT = 1ac ; en particulier rac(Z®") = (racZ)".

Démonstration de i). — Soit a € X et soit J, idéal cohérent de Ox, défini
au voisinage de a, avec J, = rac(Z,). D’aprés la remarque précédente, J est
réduit au voisinage de a. D’autre part, on a des inclusions Z, C J, et JF C Z,;
comme 7 et J sont cohérents, ces inclusions se prolongent au voisinage de a
en des inclusions Z C J et J* C Z; donc, pour b voisin de a, Jp = racZy; au

voisinage de a, on a donc J =racZ. O
Démonstration de ii). — Localement sur X, on a, pour un k, (racZ)¥ c 7 C
racZ; d’'oit (racZ)¥ C T C racZ; mais racZ est réduit; il est donc égal &
racZ. O

En se localisant sur X, comme indiqué & la fin du paragraphe 2, on déduit
de la proposition précédente les assertions de IV.1.1, ).

Montrons rapidement comme en en déduit également 1’assertion de IV.1.1,
iv) relative & la commutation de la racine et de I’analytisation partielle. On se
rameéne & démontrer le résultat suivant : soient A = Ox|[t1,...,tm;S1,---,5n],
et A" = Ox|t1,...,tm]; désignons par Y l’espace analytique X x C™, et par
p la projection Y — X. Soit Z un idéal cohérent/_(ie/ A, et d~ésignons par 7T son

« analytisé partiel » p~'Z ® Oy ; alors on a racZ = racZ.
p—lAl

En raisonnant, comme en 3.2, ii), on se raméne & montrer que racZ est
réduit ; en appliquant 3.1, il suffit de démontrer que 'idéal obtenu & partir de
racZ en analytisant aussi par rapport aux variables s1, ..., S, est réduit ; mais
c’est simplement 'idéal (racZ)?", obtenu en analytisant par rapport a toutes
les variables ; on conclut alors en appliquant 3.2, i) et 3.1.

Je rappelle maintenant qu’un sous-ensemble analytique strict de X x C™
(sous-entendu : pour la structure de variété affine définie par A = Ox|t1,...,tm])
est un sous-ensemble fermé qui localement sur X est ’ensemble des zéros d’une
famille de sections de A (cf. IV.4.10). De ce qui précéde, et des résultats connus
en géométrie analytique, on déduit entre autres les résultats suivants :

3.3 — i) Les sous-ensembles-analytiques stricts de X x C™ sont exac-
tement les restrictions des ensembles analytiques (tout court) de Z = X X Pp,.
i1) (« Nullstellensatz ») L’application qui o un idéal cohérent de A fait
correspondre l’ensemble de ses zéros est une bijection « idéaux cohérents réduits
de A » <+ « sous-ensembles analytiques stricts de X x C™ ».
i11) Soit T un idéal réduit de A; notons Y la variété affine sur X dé-
finie par Oy = AJZ, et soit |Y| son support, i.e. l'ensemble des zéros de T.
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L’ensemble des points singuliers de Y (= ceur de Y2") est un sous-ensemble
analytique strict, nulle part dense de |Y|.

Les démonstrations sont immeédiates, modulo les résultats analogues en géo-
métrie analytique; je les laisse au lecteur.

4. Ensembles constructibles et constructibles stricts

Soit X une variété analytique-complexe, qu’on peut supposer réduite sans
inconvénient. Je rappelle qu'un sous-ensemble constructible de X est un sous-
ensemble S qui, au voisinage de chaque point de X est réunion finie d’ensembles
de la forme T} — Ts, avec T; analytiques. On a les propriétés suivantes :

i) Toute réunion ou intersection localement finie d’ensembles constructibles
est constructible; le complémentaire d’un ensemble constructible est construc-
tible (évident).

ii) Un ensemble constructible fermé (pour la topologie usuelle « transcen-
dante » de | X|) est un sous-ensemble analytique.

Appelons « ouvert de Zariski » de X le complémentaire d’un fermé analy-
tique ; alors un ouvert constructible est un ouvert de Zariski. Par ailleurs, les
composants connexes d’un ouvert de Zariski sont des ouverts de Zariski, et
elles forment un ensemble localement fini.

i11) Un ensemble constructible S est susceptible d’une définition globale, par
exemple la suivante : on peut trouver une suite X =X D X; D--- D X, D
-++ de sous-ensembles analytiques, avec X; — X;;1 dense dans X, telle que
S soit réunion de composantes connexes de X; — X;+1 (& noter qu’une telle
réunion est localement finie).

Les résultats ii) et i) peuvent par exemple se déduire de Verdier [Ve, §2.2],
(voir aussi des raisonnements analogues dans [Kas|).

Les énoncés de Verdier sont relatifs aux faisceaux constructibles; on peut
les utiliser pour le faisceau F' égal & C sur Y et 0 ailleurs; ce faisceau est
localement constructible au sens de Verdier, donc constructible d’apres [Ve,
2.2.7].

D’apres |[Ve, 2.2.1], le plus grand ouvert U ou F est localement constant,

ie.Y U(CY)° est un ouvert de Zariski ; donc Y est un ouvert de Zariski ([ Ve,
lemme 2.2.3]. Ceci démontre ii).

Pour démontrer #4i), on considére ensuite la restriction de S & X; = CU ; on
décrit de méme son intérieur dans X, et ainsi de suite par récurrence.
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Soit maintenant Y une variété affine au-dessus de X, que ’on peut suppo-
ser réduite. Un sous-ensemble S strictement constructible (ou « constructible
strict ») est, localement sur X, réunion finie d’ensembles de la forme T1 —T5, T;
analytiques stricts (cf. IV.4.10) ; on appellera aussi « ouvert de Zariski strict »
le complémentaire d’un fermé analytique strict.

Alors, les propriétés i), 4i), 11) sont encore vraie ici lorsqu’on ajoute « strict »
aprés « constructible », « ensemble analytique », ou « ouvert de Zariski », et
lorsqu’on interpréte « localement fini » comme « localement fini au-dessus de
X ». Pour les distinguer des précédentes assertions, on les notera )’ i)’ i) .
L’énonceé i)’ est évident. Pour démontrer i7)’, on voit facilement qu’il suffit de
le démontrer localement sur X ; on peut donc supposer Y plongé dans X x C™,
(muni du faisceau A = Ox[t1,--.,tm]); soient Z I'idéal de Y dans A, T I'idéal
qu’il définit dans Oz (Z = X x P,,), et Y le sous-espace analytique fermé de
Z défini par Z ; on a alors le résultat suivant :

Lemme j.1. — Les sous-ensembles constructibles stricts de' Y sont les sous-
ensembles de Y qui sont constructibles (tout court) en tant que sous-ensembles
deY.

L’assertion « constructible strict de Y » = « constructible de Y » est évi-
dente. L’assertion opposée résulte de ’assertion iii) ci-dessus, appliquée aux
ensembles constructibles de Z, et de 3.3, 7).

La propriété ii)’ se déduite facilement de 1 et de 44). Enfin, le raisonnement
qui donne ) = #14) donne de la méme maniére )’ = 7ii)”.

Je termine par un théoréme de projection.

Théoréme 4.2. — Soit X analytique compleze, et soit Y affine au-dessus de
X ; notons p la projection Y — X.

i) Si S est un sous-ensemble constructible strict de' Y, pS est construc-
tible dans X. En particulier, p|Y'| est constructible.

it) Si Z est dominant (i.e. Ox — Oy injectif), p|Y| contient un ouvert
de Zariski dense de X.

On pourrait démontrer ce théoréme en se ramenant & un théoréme sur les
images directes propres d’ensembles constructibles (voir p. ex. dans [Ve| un
énoncé sur les faisceaux constructibles, qui pourrait étre utilisé ici). Mais il est
bien plus élémentaire de se ramener au cas algébrique, de la maniére suivante :
quitte & restreindre X, on se raméne aucasou Y = X xC™, et ou § =T — Ty,
T; défini par des équations P;; = > af;t* j = 1,...,q, 1 = 1,2, avec af;
sections de Ox.
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Considérons les indéterminées A7 et les polynomes Igi,j =) A7t définis-
sant respectivement des ensembles 7; dans CN+™ N = #{(i, 4, ) ; AY; # 0};
soit S = fl~“1 — TQ ; d’aprés un résultat classique (théorie élémentaire de 1’élimi-
nation), I'image de S dans CN est constructible au sens algébrique ; donc son
image réciproque dans X par I’application (af;) est (analytiquement) construc-
tible; d’ou ).

Démontrons maintenant ) : si c’est faux, ’adhérence de p|Y'| vérifie p|Y| #
X ; mais p|Y| est un sous-ensemble analytique de X d’apres ii); soit Z C
Ox l’idéal correspondant ; d’aprés le Nullstellensatz, son image dans Oz est
nilpotente, ce qui contredit le fait que le morphisme Z — X est dominant.

Le théoréme précédent s’étend, avec essentiellement la méme démonstration
au cas « relatif » ; jJomets les détails.

Théoréme 4.2°. — Soit X analytique-compleze ; soient Y et Y' des variétés
affines au-dessus de X, et soit ¢ :' Y' — Y un morphisme affine au-dessus
de X.

i) Si S est un sous-ensemble constructible strict de Y', ¢S est un sous-
ensemble constructible strict de Z.

i) Si q est dominant (i.e. Oy — Oy injectif), q|Y’'| contient un ouvert
de Zariski strict de Z, dense au sens usuel dans |Z|.

On trouvera une application de ce théoréme dans [Mal4, Proposition 3.2.1]
(une partie du raisonnement est incorrecte; voir erratum dans [Mal4bis|).






APPENDICE B

INVOLUTIVITE A LA CARTAN

1. Systémes différentiels « intrinséques »

Il s’agit ici de systémes différentiels ot ’on ne fixe pas a priori les variables;
comme indiqué dans l'introduction, je me limite a l’ordre un.

Soit Y une variété C-analytique lisse, de dimension g, et soit n < g un entier
fixé. On note V™*(Y') [ou V™, ou méme V si aucune confusion n’est & craindre]
le fibré en grassmanniennes des sous-espaces vectoriels de dimension n de TY ;
je le considére comme variété C-analytique, munie de la projection p: V — Y.

Le faisceau Q%, est muni des deux sous-faisceaux de Oy-modules Cy C By
suivants :

i) By (pour « basique ») est 'image dans Q}, de Oy ® p~'Q) par
I'application cotangente p”. P10y

i1) Cy est le sous-faisceau de By formé des formes de contact; il est
classiquement caractérisé ainsi : pour un germe quelconque S de sous-variété
lisse de dimension n de Y, notons j; ’application S — V qui associe a tout
point de S I'image dans TY de son plan tangent. Alors I'image de I’application

cotangente O ® j~'Cy — Q}Q est nulle.
JT 0y
Cela étant, j’appellerai « systéme différentiel intrinséque d’ordre ler de rang

n sur Y » une sous-variété analytique Z de V (plus précisément : une sous-
variété analytique fermée Z d’un ouvert de V). Je ferai I'hypotheése suivante :

1.1. — Z est lisse, et la projection Z — Y est une submersion (i.e. elle est
partout de rang q).

[A noter que la seconde hypothése pourrait étre affaiblie, et remplacée par
« Z —'Y est de rang constant » ; il faudrait alors remplacer localement Y par
I'image de Z.]

En restriction & Z, Cy et By donnent deux sous-faisceaux Cz C Bz de le;
dans la suite, sauf s’il y a un risque de confusion, j’écrirai simplement C et B.
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Les faisceaux Q% /B et B/C sont localement libres, et B/C est de rang n; de
plus B vérifie la condition de Frobenius dB C BA2}. Le systéme (Z, B,C) est
donc un cas particulier de ce que [B-C-G] appelle « systéme de Pfaff linéaire
avec condition d’indépendance ».

La donnée de (Z, B,C) permet, localement sur Z, de reconstruire les données
(Y,V, Z) de la maniére suivante : B donne un feuilletage de Z ; d’ou localement
une submersion de Z sur l'espace des feuilles Y ; alors C donne le morphisme
Z — V = V™Y) cherché [cependant, si l'on se donne a priori un systéme
(Z,B,C) avec seulement les conditions sur B et C indiquées ci-dessus, on re-
constitue bien Y et un morphisme Z — V"(Y') ; mais ce morphisme n’a aucune
raison d’étre une immersion].

Localement, sur Y, le choix d’une submersion Y —— C" permet de réduire
le systéme (Y, V, Z) a un systéme différentiel d’ordre un ordinaire ; soit en effet
V(m) Uouvert de V formé des n-plans en y qui se projettent bijectivement sur
Tr(y)C" ;5 alors V(mr) s’identifie & Ji () et ZNV (7) & une sous-variété de J ().
Si l’on prend des coordonnées locales sur Y, (z1,...,%n ;Y1,---5Yr), ' = q—n,
telles que 7 soit la projection sur les variables x, soient (mi,yj,...,y;-) les
coordonnées correspondantes sur V(r) ; le systéme différentiel s’écrit alors de
la maniére usuelle fi(z;,yj,. .. ,y;) = 0, fr des générateurs locaux de l'idéal
17 de Z dans V ; par ailleurs, B est engendré par les dz; et les dy;, et C par
les §; = dy; — Zy; dz;.

Les solutions de (Y,V, Z) sont les germes de sous-variétés S de dimension
n de Y telles qu’on ait 715 C Z; par ji, il revient au méme de considérer les
germes de sous-variétés T' de Z de dimension n telles que C|T' = 0 et B|T = T*;
dans la carte V/ (), en coordonnées, ceci s’écrit aussi f(z;, y;, g—%) =0, f ey

Dans une carte V(7), U'involutivité du systéme (Y, V, Z) est définie par I1.3.
Le but principal de ce paragraphe est de montrer que ceci ne dépend pas de
7 ; plus précisément de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 1.2. — Avec les notations précédentes, soit (Y,V,Z) un systéme
différentiel intrinséque, et soient w et ' deuz submersions Y — C" ; notons
Zyn (vesp. Zyi ) le systeme différentiel défini par (Z, ) [resp.(Z,7")]; alors, au-
dessus de V(m) NV (x'), Uinvolutivité de Z, équivaut a celle de Z,:.

Pour établir ce résultat, il suffit d’établir, au-dessus de V(7)) N V(xn'), les
assertions suivantes :

1.3. — Les modules caractéristiques de Z, et Z, sont isomorphes.

1.4. — Les prolongements d’ordre un de Z, et Z sont isomorphes.
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Pour démontrer ces deux assertions, je vais reprendre des arguments de
[B-C-Gl.

1.5. — Avec les mémes notations, et en désignant par z1i,...,T, les coor-

données sur C", le module caractéristique M = {M;}, (£ > 0) de Z; est

défini en I1.2; cette définition équivaut & la suivante : on a My =0z ® Q%,/ X
Oy

(jomets ici les p~ ! et 7 1), et My = QIZ/Y; on note &; les fleches de Ogz-
module My — M, définies par {;dy/x f = dz/y Dif, D; les dérivations définies
en II.1. Notons encore Ni le noyau de l'application surjective M — M :
(mi,...,mp) = > &m;. Alors M est le Oz[y,. .., &y ]-module gradué engen-
dré par My, les relations N étant engendrés par Ni (donc par des relations
homogeénes de degré un).

Posons D = 3" dz; ®&; ; pour établir 1.3, il suffit de donner de My, M; et D
des définitions indépendantes de 7. Pour My = Q.lz' Ne il n’y a pas de probleme.

On prend alors My = C, en remarquant que le composé C — Oz ® O, —
Oy
Oz ® Q%,/X est bijectif.
oy /7
Enfin, D s’obtient par passage au quotient a partir de la différentielle d :
C — Q2. On a en effet dB C BAQ,, donc a fortiori dC C B A Q. Passant

au quotient modulo (C A 2}, et B A B) on trouve la fleche cherchée. En effet,
en coordonnées, on a, avec f; € Oz, 8; définis comme ci-dessus

A fi0; =) df; A0+ f; db;
= f;d8; (mod CAQY)
et
do; = da; Ady] ;

& comparer avec 'expression dans Z, (cf. I1.2) Dy, = Y dz; ® 6y; Ceci dé-
montre 1.3.

1.6. — Pour établir 1.4, on va suivre la méme stratégie, et donner une défini-
tion du prolongement indépendante de w. Pour cela, soit V3*(Y'), en abrégé
Vo(Y) ou Vo, 'ensemble des jets d’ordre 2 de sous-variété lisse de Y, i.e.
I'espace des sous-variétés fermés de Y de support ponctuel et d’anneau lo-
cal C{z1,...,z,}/m?, m I'idéal maximal. Cet espace est muni naturellement
d’une structure de variété affine au-dessus de V. Il est aussi muni de deux
sous-faisceaux Cy et Bz de Oy,-sous-modules de Q%,z définis ainsi, avec ¢ la
projection Vo — V
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i) By, est 'image de Oy, ® q_lﬂ%, — Q%é par ’application cotan-
gente gL . a1y
i1) Cy, est le sous-faisceau de contact de Q%é, défini de facon analogue 3

Cy. Le choix d’une projection ¥ - C" identifie ¢ 'V (7) & Jo(n); en coor-
données, C est alors engendré par les formes dyj — > yJO-‘JFEi dz;, |a] =0, 1.

Pour donner une définition « intrinséque » (i.e. indépendante de 7) du
prolongement de Z, il suffit, compte tenu de la définition I1.1.5, de donner une
définition intrinséque du faisceau des (Oy, Oy, ) champs de vecteurs engendré
par Dy,...,D,; or ceci est immédiat : il suffit de prendre le sous-faisceau de
Homo,, (Bv,, Ov,) orthogonal a Cy, ; le résultat s’ensuit.

1.7. — Le prolongement d’ordre un priZ de Z peut étre défini d’une autre
maniére ; pour cela, on remarque d’abord que ’application j; (utilisée plus haut
pour définir Cy) induit une application V5(Y) — V(V(Y)); cette application
identifie V2(Y') au sous-espace de V(V(Y')) formé des n-plans P qui vérifient
Cy|P =0; dCy|P = 0; By|P — P* est surjectif, donc bijectif (P*, le dual
de P). En effet, p étant la projection V(Y) — Y, prenons une submersion
m:Y — C", et soient (zi,yj,y;-) comme ci-dessus des coordonnées adaptée &
. Alors, si (04, 0y, 0y;) désigne un vecteur tangent a V(Y'), un n-plan P de la
carte adaptée & la projection 7o p est donné par des équations dy; = ) y;-éwi ;
5y§- =) y;’kéwk ; la condition Cy | P = 0 donne g;’- = y; ; la condition dCy|P =0
donne yj-’k = y;-c’i; donc ’ensemble des n-plans tangents a V(Y) qui satisfont
les conditions ci-dessus contient V(Y'); qu’il lui soit égal résulte alors de la
condition By |P % P*, qui entraine que tous ces plans sont obtenus par une
carte provenant d’une projection .

Il résulte de 1a que priZ, considéré comme variété C-analytique (on oublie
ici la structure affine) peut étre identifié & la variété suivante, éventuellement
singuliére ou méme non réduite : on prend dans V(Z) la sous-variété définie par
les équations représentant les conditions C|P = 0; dC|P = 0, et on se restreint
a ouvert défini par B|P =% P*. (Ces équations sont définies localement au
moyen d’une projection du type précédent; on vérifie que 1'idéal ainsi défini
n’en dépend pas).

Avec cette définition, la torsion qui donne le prolongement de Z & priZ (cf.
I1.3) s’exprime de la maniére qui suit : cf. [Ca2|, [B-C-G]. Il suffit de se placer
dans une carte locale (xi,yj,y;-), I'idéal définissant Z étant engendré par des
fonctions fi(zs,y;, y;) On fera, pour pouvoir comparer & I1.3, les hypothéses
suivantes :

i) (Hypothése 1.1) Z est lisse, et Z — Y est une submersion.
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i1) Soit M le module caractéristique de Z ; alors Mj est localement libre
(noter que My et M le sont déja a cause de i).
Comme en 1.4, on note N le « module des relations » kerwu, u la surjec-
tion Oz[&1,...,&] gg‘) My — M. Pour éviter les confusions avec la différen-
Z

tielle de 2}, notée ici d, on notera 9 la différentielle du complexe de Koszul
K(&,...,&n; M) = AT ® M, T = ®0zE;, et de méme avec N au lieu de M.

En un point a = (wz,y], ]) de Z, la torsion a été définie comme un élément
7(a) de Z(T @ Ni(a))* = H1,1,(N(a))*; avec les hypothéses précédentes, par
la suite exacte de cohomologie, cet espace est isomorphe a Hp o(M(a))*.

On récupére d’autre part un élément 7(a) € Hyo(N(a))* de la maniére
suivante : au voisinage de a, complétons le systéme (dz;,0;) en (dz;,0;,7,) de
facon & avoir une base de 0} 7,0 > 1a condition dB C B A QL entraine a fortiori
dC C BAQL, d’ou des relations do; =y, cj-’kdaci Ndzg+ Y d;-’edwi A g modulo
CA Q , avec cZk d’e € Oz,4.

Prenons les évaluations en a : avec l'identification My(a) = C(a), les c k(a)
sont les coordonnées d'un vecteur de A%T'(a) ® M{(a); notons 7(a) sa classe
C

dans Hao(M(a))*; on a le résultat suivant :

Proposition 1.8. — Pour que a se prolonge 4 priZ, il faut et il suffit qu’on
ait 7(a) = 0.

En effet, un tel prolongement P est donné par les formules my(a) = ) ﬂ"g dzj,
Wz € C; alors la condition df;(a)|P = 0 signifie exactement que {cj-’k(a)} est un
J*-cobord (9%, la différentielle de Spencer, duale de la différentielle de Koszul) ;
mais ceci signifie exactement que 7(a) = 0.

Reste & comparer 7 avec la classe 7 considérée en II1.3; il est un peu plus
simple de la comparer avec la classe o définie dans I1.4, classe qui vérifie o0 = —7
d’aprés 11.4.9. Pour cela reprenons les calculs de I1.4, dans le cas £ =
Soient fg(wi,yj,y;-) des générateurs de I’idéal de définition de Z au voisinage
de a; la classe o(a) = Hi1(N(a))* s’'obtient ainsi : on choisit des gj;” tels
qu’on ait, pour tout £, gi‘e( )+ {m( a)y + X5 (m ( ) =0; alors o(a) est

la classe de Zg?’idwi modulo T* ® Ny (a)’; au 51gne prés, qui dépend de la
convention de signe pour l’homomorphisme de liaison, la classe correspondante
dans Ho (M (a))* est donnée par z:(yZ _j "dz; Adzy, ; identifions ces classes,
avec la convention de signe précédente le résultat est alors le suivant :



100 APPENDICE B. INVOLUTIVITE A LA CARTAN

Proposition 1.9. — On a 7(a) = o(a).

Complétons en a le systéme (dz;, 8, dfy) par des m, pour obtenir une base
de Q%/(Y), . en restriction a Z, les dz;, 0; et m, forment donc une base de
Q}Z’a. On obtient les relévements P a V(Z) vérifiant C|P = 0 en prenant les
relevement & V(V(Y)) vérifiant C|P = 0; dfe|P = 0; explicitement, ceci donne
une famille dy7 = > gjf’iézz;i, les 'g;-c’i vérifiant les équations ci-dessus.

Prenons en particulier le relévement P défini par mo|P = 0 (et, bien sir
C|P = 0, df¢|P = 0), et notons ;U;-“ les coordonnées de ce relévement. On a
alors, en restriction & P, df; = — dy;-C ANdzy = E(gj;-’k — gj;-c’i)da:i Adzy. D’ou
le résultat.

2. Systémes différentiels extérieurs

2.1. — Soit encore Y une variété C-analytique lisse de dimension ¢, et soit
Qy = Q) le faisceau des formes différentielles sur Y; par définition un
systeme différentiel extérieur sur Y est un sous-Oy-module cohérent gradué
I = {IP} de Q; vérifiant les deux conditions suivantes :

i) T est un idéal de QF, i.e. Q) AT C IPTI.

i) Onadl CT.

Sauf mention expresse du contraire, on supposera dans la suite Z° = {0} (si
ce n’est pas le cas, on se placera au voisinage d'un point ¢ € Y ot Z définit
une sous-variété lisse Y, et on remplacera Y par Y”).

Pour chaque n, 0 < n < ¢, Z définit une sous-variété fermée de V" (7)
de V™(Y), non nécessairement lisse ni méme réduite, définie ensemblistement
ainsi : soit E € V™(Y),, défini par n vecteurs linéairement indépendants
&,...,&n € T.Y ; on écrit alors &; J_I;; & NE; J_Ig,...,fl AN N& LTD.
Des équations précises s’obtiennent localement dans V"(Y") par le méme pro-
cédé qu’au §1 : on choisit au voisinage de a une submersion ¥ — C"; d’ou
une surjection T,Y — C" ; on considére alors la carte formée des E qui sont
projetés bijectivement sur C" par cette surjection ; on vérifie que les équations
obtenues ainsi pour V"(Z) sont compatibles avec le changement de cartes.

Soit V™™ L(Y) la variété des paires E,_ 1 € V* 1Y), E, € V*(Y), avec
E,_1 C E,; la construction ci-dessus définit de méme une sous-variété fer-
mée V*~L"(T) de V" (Y); on définit de méme la sous-variété Drap™(T)
de Drap™(Y’), cette derniére étant formée des drapeaux Ey C E; C -+ C
E, CT,Y, avec dimE; = i; si E € V*(T), la fibre de la projection V™"~ 1(T)
au-dessus de E est formé de tous les hyperplans de F, i.e. est un projectif de
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dimension n—1; on en déduit facilement que la projection V"~ 1(Z) — V*(I)
est lisse, i.e. localement produit de la base par un ouvert de C*~'. De méme
la projection Drap™(Z) — V™(Z) est lisse; la fibre est ’espace des drapeaux
complets de C", qui est de dimension n(n —1)/2.

2.2. — Avant d’aller plus loin, je rappelle rapidement la notion de fibré vec-
toriel (& fibre variable) sur une variété analytique Z, au sens de [Gr]; soit F

un faisceau cohérent sur Oz ; prenons localement une présentation OF A4,
OF = F — 0, en faisant agir A = (a;;) par (f1,..., fg) = (f1,--., fg)A; alors
le fibré Vect F est l’espace affine au-dessus de Z (au sens de IV.1) défini par
Oz[t1,...,tp|/Z, I I'idéal engendré par les ) a;;t; (il est facile de voir que cet
espace ne dépend pas de la présentation choisie, et que la structure vectorielle
des fibres n’en dépend pas non plus).

Je considérerai aussi ’espace analytique P(F) des droites de Vect(F); sa
structure analytique, définie dans loc. cit., peut s’obtenir facilement au moyen
de cartes locales analogues & celles employées au no précédent. Un tel espace
sera appelé « fibré en projectifs au-dessus de Z ». Soit P — Z un tel projectif;
pour a € |Z|, soient Z, le germe de Z en a, P, le germe de P au-dessus de Z,,
et P(a) la fibre (7 1(a),Op ® C,); jaurai besoin de la proposition classique
suivante : Oz

Proposition 2.3. — i) On a dim P, < dim Z, +dim P(a) (« dim » =
dimension,).

i1) Si Zg est réduit et irréductible, et sil’on a dim P, = dim Z,+ dim P(a),
alors P, est isomorphe au produit Z, x P(a).

Si P = P(F), on se raméne immédiatement & 1’énoncé analogue pour
Vect(F) ; ici, la fibre est duale sur C de F(a) =F, ® C,.
Oz a

Si F(a) est de dimension p, le lemme de Nakayama donne une surjection
Ofé,a — Fq ; alors (Vect F), est défini par un quotient de Oz 4[t1,. .., 1, ; donc,
en tant que variété analytique, c’est une sous-variété fermée de Z, x P ; les
deux assertions s’ensuivent aussitot.

2.4. — Revenons & la situation considérée en 2.1, et soit E € |[V"~1(Z),]; un
F € |[V™(Z),|, avec F D E peut étre défini ainsi. On prend &;,...,&,-1, base
de FE, et on prend n € T,Y — E; alors le sous-espace F' engendré par E et n
doit vérifier les équations n L T, n A& L I2n A& A & L 3. ,nANEA
-+ N&—1 L I7?; on remarque que ces équations sont linéaires en n. Partant de
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cette remarque, on montre facilement ceci : V"~ 1(Z) est un fibré en projectifs
au-dessus de V"~1(T).

Soit H le faisceau correspondant, et posons H = Vect(H); sa fibre H(E)
en E est un sous-espace vectoriel de T,Y/E; il est usuel d’appeler « polaire
de E » son relevé dans T,Y. Je noterai d’autre part y"*(E) la dimension du
projectif PH(E) (= dim H(E) — 1).

Définition 2.5. — Pour n > 1, un point (ou « élément de contact ») E €
|[V*=1(ZT)| est dit « régulier » (ou « Kihler-régulier ») si, au voisinage de E,
V™ 1(T) est lisse et H localement libre.

Compte tenu de la premiére hypothése, la seconde équivaut au fait que la
dimension F + "(F) est constante sur V"~1(Z) sur un voisinage ouvert U
de E. Considérons alors les deux projections

yrn-i(z)y Iy ynoi(T)
T2

Vr(I).

Les hypothéses montrent que 7, *(U) est lisse; on en déduit que mom; *(U) est
aussi lisse.

Définition 2.6. — Un drapeau {Ey C E; C --- C E,} est dit « ordinaire »
(ou « involutif au sens de Cartan ») si FEy, ..., F,_1 sont réguliers.

L’intérét de ces notions tient & leur intervention dans les théorémes de
Cartan-Kahler.

i) Le « premier théoréme de Cartan-Kéhler », ou « théoréme de C-K propre-
ment dit » est une remarquable version surdéterminée du théoréme de Cauchy-
Kovalevsky, relative aux éléments réguliers (en gros : sil’on a un germe de solu-
tion de dimension 1 — 1 centrée en un élément régulier, on peut ’étendre en un
germe de solution de dimension n). Pour I’énoncé précis et la démonstration,
je renvoie & la littérature et notamment [Ca2|, [B-C-G]|, [Kah], [Ya].

i1) Le « deuxiéme théoréme de Cartan-Kédhler », ou « théoréme de C-K
usuel » est un corollaire du précédent, appliqué & un drapeau ordinaire; cf.
loc. cit. Modulo les théorémes du §3, ce dernier résultat est équivalent a ce
qui a été appelé « théoréme de Cartan-Kéhler » en III.3.

Je termine ce paragraphe par un résultat important pour les applications.
Il servira au prochain paragraphe & faire le lien entre la notion d’involutivité
utilisée tout au long de cet article, et celle de Cartan.
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Théoréme 2.7 (« Critére de Cartan »). — Soit D ={Ey C --- C E,} €
| Drap™(Z)|, et posons v* = v*(E;_1). Alors

n .
i) La dimension d de Drap™(Z) en D vérifie d < dimY + > ~+".
i
it) On a égalité si, et seulement si, D est ordinaire.

En effet, en appliquant 2.3, on trouve les inégalités suivantes, avec D; =
{Ey C -+ C E;}

(%) dim Drap’(Z) p, < dimDrap*}(Z)p,_, +v', (i >1)

En ajoutant, et tenant compte de Drap®(Z) =Y, on trouve
n -
() d< dimY—}—Z'yz.
1

Si D est ordinaire, on a ’égalité dans les (*;), donc dans (xx). Réciproque-
ment, si on a l’égalité dans (*x*), on aura 1’égalité dans tous les (x;) ; alors, par
récurrence sur %, 2.3, 7) montre que D; est ordinaire; d’ou le théoréme.

Comme Drap™(Z) est un fibré lisse sur V™ (Z), de fibre les drapeaux complets
de C", I'énoncé précédent peut aussi se dire en terme de dimension de V"(Z).

On remarquera par ailleurs que I’hypothése « dZ C Z » n’est pas invervenue
ici (par contre, elle intervient de fagon essentielle dans les théorémes de Cartan-
Kahler; cf. loc. cit.).

Il est d’usage d’appeler « critére de Cartan » le théoréme précédent ; ’énoncé
qui a été appelé ainsi en 1.3.3 en est une variante. Leur relation sera vue au
prochain paragraphe.

3. Comparaison

8.1. — La correspondance entre les notions introduites aux §1 et §2 se fait
ainsi :

i) Soient Y une variété analytique complexe de dimension ¢, n un entier
< g, et Z une sous-variété analytique de V"(Y") [i.e. une sous-variété fermeée
d’un ouvert de V™(Y)]; on supposera que Z vérifie 1.1. On lui associe alors
le systéme différentiel intrinséque de rang n (Z,Z), ot Z est 'idéal gradué de
2, engendré par Cz et dCz (cf. notations du §1). Il faut cependant ajouter la
« condition d’indépendance » suivante : on considére seulement les « éléments
de contact » E € |[V¥(T)|, k < n tels que Bz|E — E* est surjectif. Moyennant
quoi on a une bijection « solutions de (Y, Z) » (au sens du §1) <> « solutions de
(Z,T) vérifiant la condition d’indépendance » (i.e. germes de sous-variétés de
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dimension n de Z annulant Z, et dont les espaces tangents vérifient la condition
d’indépendance).

i4) Soient comme ci-dessus, n un entier, et Z un idéal gradué de -, vérifiant
7% = {0} ; soit Z un ouvert de |V"*(Z)|, sur lequel V"*(Z) est lisse ; supposons en
outre Z — Y submersif; alors (Y, Z) définit un systéme différentiel intrinséque
de rang n; ici encore on a correspondance des solutions, en un sens évident.

Sil’on a une restriction du type « condition d’indépendance » sur le systéme
différentiel extérieur, cela se traduit simplement par une restriction sur les
ouverts Z admissibles.

Les correspondances précédentes ne sont pas inverses I'une de lautre (ni
meéme inverses & isomorphisme prés). Par exemple, si ’on fait les opérations,
« systeéme intrinseque » — « systéme extérieur » — « systéme intrinséque »,
on ne retrouve pas le systéme initial, mais son prolongement & l'ordre un (je
laisse le lecteur donner un énoncé précis). De méme, si 'on part d’un systéme
différentiel extérieur (Y,Z), on trouvera un autre systéme extérieur, celui-la
avec condition d’indépendance. Il est seulement défini sur la partie lisse de
V™(Z); a cette restriction prés, il apparait naturellement comme le prolonge-
ment d’ordre un de (Y, 7).

3.2. — Soit (Y, Z,n), Z sous-variété de V"(Y') un systéme différentiel intrin-
séque; soit a € |Z]; on dira que ce systéme est involutif en a (ou : au voisinage
de a) s’il existe une projection 7: Y — C" telle qu’on ait a € V() (cf. §1), et
telle que Z; soit involutif en a ; d’aprés 1.2, cette derniére propriété ne dépend
pas de 7.

D’autre part, soit (Y,Z) un systéme différentiel extérieur, avec Z° = {0}, et
soit 7 un entier > 0; un élément de contact E € |V"(Z)| sera dit « involutif
au sens de Cartan » s’il contient un drapeau Ey C E1 C --- C B, = E, qui
soit ordinaire au sens de 2.6. Avec cette définition, on a le résultat suivant :

Théoréme 3.3. — Si E est involutif au sens de Cartan, le systéme intrin-
séque (Y,V™(I),n) est involutif en E.

Je ne démontrerai pas ce théoréme ; on trouvera, par exemple, une démons-
tration dans [B-C-G] [voir chap. IV, th. 4.4; le résultat est démontré sous la
forme suivante, équivalente vu 3.4 : si E est involutif au sens de Cartan, le
systéme différentiel extérieur défini par (Y, V™(Z),n) est involutif au sens de
Cartan au-dessus de E.

L’autre « théoréme de comparaison » est le suivant :
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Théoréme 8.4. — Soit (Y, Z,n) un systéme différentiel intrinséque, et soit
a € |Z|. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Le systéme est involutif en a.

i1) Le systeme différentiel extérieur (avec condition d’indépendance) cor-
respondant est involutif au sens de Cartan au-dessus de a, i.e. en tout élément
de contact d’origine a.

En particulier, ce résultat donne une autre démonstration de 1.2. Aux no-
tations pres, je suis ici Kuranishi [Ku3].

Le théoréme étant local, on peut se ramener & un systéme différentiel d’ordre
un ordinaire, et se placer dans la situation suivante : Y est un voisinage de
0 dans C"*P, de coordonnées z = (z1,...,Zpn), ¥ = (Y1,.--,Yp); V est un
voisinage de 0 dans C™, de coordonnées y* = (y;) 1<i<n;1<j<p);
enfin Z est une sous-variété lisse de Y7 = Y x V, la projection Z — Y étant
submersive ; on suppose qu’on a 0 € Z, et on se restreint au voisinage de 0.
Soit ¢ la codimension de Z dans Y7 ; on peut alors écrire le systéme (cf. IIL.3).

(3.5) > Ayt = B(z,y)+ Y _ Cilz,y)y" + D(z,y,")

avec A; constants € Hom(CP,C?), B(0,0) = C;(0,0) = 0, D ne contenant que
des termes de degré > 2 par rapport aux y* dans son développement en série
au voisinage de 0.

Montrons d’abord i) = ). Supposons donc le systéme (3.5) involutif en
0; son module caractéristique en 0 est le C[¢q, ..., &,;]-module M(0) défini par
les équations > A&e = 0, e = (eq,...,ep)T. Quitte & faire un changement
linéaire sur les x;, on peut supposer le drapeau Fy C --- C F,, 1-régulier, avec
FF=C o pC.

Considérons alors, sur Z, le systéme différentiel extérieur Z correspondant
a (3.5); les éléments de contact & considérer sont donc les sous-espaces E de
dimension < n de TpZ dont la projection dans ToC™ est injective (« condition
d’indépendance ») et qui vérifient en outre dy — Y. y'dz;|E = 0 et Y. dy’ A
dz;|E = 0. Il revient au méme de prendre les sous-espaces vectoriels de TyY;
vérifiant, outre les équations précédentes, les équations . A; dy* = 0.

On va montrer ceci : tous les drapeaux d’éléments de contact situés au-
dessus de {Fp C --- C F,} sont ordinaires; par définition de l'involutivité au
sens de Cartan, cela impliquera le résultat. Pour cela, on va utiliser le critére
de Cartan 2.7.

D’une part, la dimension de V™(Z) est égale a celle du prolongement priZ ;
comme pr1Z — Z est par hypothése surjectif et lisse, on a dimV"(Z) =
dim Z + dim M5(0). D’autre part, d’aprés 1.3.3, on a dim M3(0) = > gF,
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B = dim M, (0 )/(51, ..,{k 1)My(0). Enfin, la dimension de Drap™(Z) est
égale & dim V™(Z) + n(n-1) U (¢f. 2.1). Finalement, on a

dim Drap™(Z) = dimz + 20—~/ —I—Z,Bl .

Le résultat suit alors du critére de Cartan et du lemme suivant :

Lemme 3.6. — Soit Ey_; € V¥71(T) un élément de contact de VF1(T) se
projetant dans ToC™ sur Fy_1; on a alors v*(Ex_1) = BF + (k = 1).

Il suffit de vérifier ceci : le sous-espace des éléments de contact € V*(T)
qui contiennent Ej_q et se projettent sur un sous-espace fixé de dimension k,
G D Fy_1 est de dimension F. Ceci se voit en écrivant les équations de ’espace
polaire H(Ej_1). Soit en effet, A!,..., ¥~ une base de E;_,, les composantes
enz,y, y* de \¢ étant respectivement (65, nt,n*%). Avec I’abus usuel de notation
qui consiste & écrire (dz,dy,dy’) un vecteur de H(Ej_1), on aura

dy—Zyi dr; =0

> Aidyt=0

Zéfdyi—ni’edxi:() (1<£<k-—-1).
i

Les dz; étant donnés, la dimension de cet espace est celle du systéme linéaire
homogeéne associé, i.e. {d. A4; dy* = 0 ;dy' = --- = dy*~! = 0}. Le résultat
suit immédiatement.

Reste a montrer 73) = ). Il suffit ici de supposer qu’on a un drapeau ordinaire
{Ey C---CE,} € V"I) au-dessus de z =y = 4" = 0; alors V*(Z) — Z est
lisse et surjectif au voisinage de ce point; comme on a V™(Z) = pri1Z, et que
pri1Z — Z est linéaire affine, toutes les conditions de régularité sont satisfaites,
et il reste a vérifier que M (0) est l-involutif [en effet, la méme propriété sera
encore vraie aux points voisins, par exemple en utilisant I1.2.5].

Quitte a faire un changement linéaire de variables sur les z;, on peut supposer
que {Ey C --- C E,} se projette sur le drapeau {Fy C --- C F,} de C"
considéré ci-dessus. Alors, pour achever la démonstration, il suffit de démontrer
qu’on a dim M (0) = Y 8F ; ceci se fait en renversant les arguments ci-dessus.
D’oi le théoréme.
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