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1. Introduction

Le but de cet article de synthèse est double : introduire trois versions combinatoires conti-

nues du groupe des difféomorphismes du cercle et présenter quelques aspects des groupes

de Thompson qui s’y rattachent. Ceux-ci peuvent être perçus comme des analogues discrets

dénombrables de ���	� (S1).

Les versions continues dont il s’agit sont d’abord le groupe 
�� (S1) des homéomorphismes

linéaires par morceaux de S1 et le groupe �
�
 des homéomorphismes projectifs par morceaux

de classe C
1 de la droite projective réelle RP1. Nous mentionnerons aussi le groupe � des ho-

méomorphismes de la droite projective 2-adique Q2P1 qui proviennent de certains automor-

phismes partiels de l’arbre de Bruhat-Tits.

Les groupes de Thompson � , � , � sont des sous-groupes dénombrables des groupes ci-

dessous ayant un caractère binaire. Les deux premiers � et � se plongent comme sous-groupes

discrets de ���	� (S1). En suivant ce point de vue, nous décrirons diverses propriétés cohomolo-

giques et géométriques.

Nous aborderons aussi les groupes 
�� (S1), �
�
 et � du point de vue cohomologique. En

particulier, nous insisterons sur le rôle de l’analogue discret gv de la classe de Bott-Thurston-

Virasoro.

Enfin, nous indiquerons quelques relations avec la théorie de Teichmüller en dimension

infinie.

Des compléments divers concluent cet article.

Il n’est pas question, faute de place, de donner des démonstrations. Cependant, nous es-

sayons d’en donner quelques idées et arguments.

Classification math. : 20, 57, 58, 81.

Mots-clés : difféomorphismes, Thompson, cercle, S1, groupe.
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Dorénavant, tous les homéomorphismes sont supposés préserver l’orientation.

2. Trois versions combinatoires de ����� (S
1)

Nous définissons trois groupes d’homéomorphismes du cercle S1, de la droite projective

RP1 et de la droite projective 2-adiqueQ2P1.

D 2.1. — i) On désigne par 
�� (S1) le groupe des homéomorphismes de S1

qui sont linéaires par morceaux.

ii) On désigne par �
 
 le groupe des homéomorphismes de classe C
1 de RP1.

iii) Soit T2 un arbre régulier trivalent. Son bord, ∂T2, est l’ensemble des chemins allant à l’in-

fini, muni de la relation d’équivalence coïncidence asymptotique. Un automorphisme

partiel de T2 est un homéomorphisme combinatoire entre les complémentaires de deux

sous-arbres finis ayant le même nombre d’extrémités. On désigne par � le groupe des

extensions au bord ∂T2 des automorphismes partiels de T2.

Remarques.

i) Le groupe �
�
 a été introduit et étudié par P. Greenberg dans [Gr1]. Son origine remonte

à l’exemple de Moulton de plan non-désarguien [BW]. La condition C
1 assure que ce

groupe agit sur les horocycles du disque de Poincaré.

ii) Le groupe � a été introduit par Neretin [Ne] comme analogue 2-adique de ���	� (S1).

Notons que le bord ∂T2 est homéomorphe à la droite projective Q2P1. C’est, topologi-

quement, un ensemble de Cantor, c’est-à-dire un compact totalement discontinu, sans

points isolés.

Les groupes que l’on vient de définir sont essentiellement simples.

T 2.2. — i) Le groupe 
�� (S1) est simple ([E]).

ii) Le groupe �
�
 a un commutateur simple. Son abélianisé est isomorphe à R ([BW]).

iii) Le groupe � est simple ([K1]).

Voici en revanche une propriété qui distingue les groupes ���	� et 
 � . Un sous-groupe�
⊂ ���	� (S1) (resp. 
�� (S1)) est un cercle exotique s’il existe un homéomorphisme h tel que

h
�

h−1 = ��� (2) et tel que h ∉ ���	� (S1) (resp. h ∉ 
 � (S1)).

On a alors le théorème suivant dû à Montgomery-Zippin et a Minakawa (voir [Mi2]).

T 2.3. — i) Il n’existe pas de cercle exotique dans ���	� (S1).

ii) Il existe des cercles exotiques dans 
�� (S1).

Remarquons que des résultats similaires ne sont pas connus pour �
�
 .
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3. Les groupes de Thompson

Cette section introduit les groupes de Richard J. Thompson. Il s’agit de 3 groupes � , � et

� qui présentent une grande ubiquité. Aussi il n’est pas surprenant que nous disposions de

plusieurs définitions (équivalentes !).

Nous choisissons de commencer avec le point de vue 
�� (voir aussi [CFP]).

D 3.1. — i) On note � le groupe des homéomorphismes 
�� de [0,1] qui ont

des points singuliers sur Z
[

1
2

]

et qui sont localement de la forme 2nx + p
2q , n,p,q ∈ Z.

ii) On désigne par � le sous-groupe de 
�� (S1) vérifiant les mêmes conditions que dans i)

et tel que l’image de 0 = 1 ∈ S1 est un dyadique de S1.

iii) Un échange affine d’intervalles est une bijection de [0,1] qui est affine en dehors d’un

nombre fini de points.

On désigne par � le groupe des échanges de [0,1] qui sont de la forme 2nx + p
2q sur chaque

intervalle échangé (qui est d’extrémités dyadiques), quitte à les identifier lorsqu’ils coïncident

presque partout.

Remarques.

i) Le groupe � s’identifie au stabilisateur de 0 = 1 ∈ S1 dans � . En particulier � ⊂ T .

ii) Le groupe � peut être aussi regardé comme groupe d’échanges d’intervalles sur S1. On

voit alors que � ⊂ � . D’où � ⊂ � ⊂ � .

Exemples.

δ ∈ Vα ∈ F β ∈ T γ ∈ T

Les éléments β, γ sont dessinés sur l’intervalle. Le lecteur observera les identifications à faire.

Commentaire historique Les groupes � , � , � apparaissent pour la première fois dans les tra-

vaux de R.J. Thompson en logique et théorie des groupes [MT], [Th] (voir [Bro1]). On lui doit,

entre autres le :

T 3.2. — i) Les groupes � , � et � sont de présentation finie.

ii) Les groupes [ � , � ], � et � sont simples.

On trouvera dans [CFP] des preuves proches de celles de Thompson (voir aussi [Bro1]).
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Remarque. —

i) Les groupes � et � sont les premiers groupes de présentation finie simples (infinis !)

connus. Une propriété de finitude plus forte apparaîtra plus loin.

ii) Il existe relativement peu de tels groupes. Des exemples nouveaux sont dus à Röver [Ro],

Nekrashevich [N] et Burger-Mozes [BM]

iii) Les groupes � , � et � ont été redécouverts un certain nombre de fois. En particulier, une

présentation infinie de � joue un rôle important : � = 〈α0,α1, . . . | α−1
i α jαi = α j+1,i <

j〉. L’élément α0 est α dans l’exemple 3. L’élément αi est semblable à α : son support est

dans
[

1 − 1
2i ,1

]

(voir [CFP]).

D’autres définitions des groupes � , � et � s’avèrent utiles et intéressantes. Nous allons

indiquer quelques-unes d’entre elles (voir [Bro1], [CFP], [I] pour leur équivalence, ainsi que

pour plus de détails).

D 3.3. — i) Un élément de � et un triplet (t1,t2,σ) où t1, t2 sont des arbres bi-

naires enracinés et σ une bijection entre les extrémités. Cette représentation est unique

à une équivalence près.

1 2

3 , σ(2)

σ(1) σ(3)

Les groupes � et � correspondent au choix σ croissante et σ cyclique, respectivement.

ii) Un élément de � définit uniquement un homéomorphisme de l’ensemble de Cantor

triadique. En effet, la donnée (t1,t2,σ) définit un « échange » des intervalles dans la défi-

nition inductive habituelle de cet ensemble.

iii) Supposons que les arbres t1, t2 soient des sous-arbres sans racine de l’arbre de Bruhat-

Tits T2. La donnée (t1,t2,σ) définit encore un élément de � . En passant au complémen-

taire, on définit un automorphisme partiel de T2 et donc un élément de � . Ceci produit

alors une inclusion � ⊂ � .

iv) Soit � le groupe des homéomorphisme de RP1 qui sont 
 � � (2,Z) par morceaux avec

rupture sur QP1. Remarquons que � ⊂ �
�
 : ceci provient du fait que le stabilisa-

teur d’un rationnel dans 
 � � (2,Z) est formé d’élements paraboliques, dont la dérivée

est égale à 1.

Le fait remarquable est que � est isomorphe à � . Voici une esquisse de démonstration

de ce résultat :

Considérons la mosaïque de Farey τ du disque hyperbolique D2, dont le bord est RP1 et

dont les sommets s’identifient aux rationnellesQP1 ⊂ RP1. Considérons aussi le modèle

du pavage de Farey, dont les sommets sont les dyadiques.
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Soit h : S1 → RP1 l’homéomorphisme qui envoie les dyadiques sur les rationnels tels

que 0 , 0, 1
2 , ±∞, 1

4 , 1, 1
8 ,

1
2 , etc. : il s’agit de respecter le « milieu ».

Affirmation h � h−1 = � . Cette remarque est due à Thurston.

Remarquons aussi que si a et b sont les générateurs de 
 � � (2,Z) tels que a2 = e, b3 = e,

il est possible d’engendrer � avec deux éléments a′ et b, où a′2 = a ([LS]).

v) R. Penner [P] a introduit un groupe (et un groupoïde) de Ptolémée à partir de l’approche

hyperbolique à l’espace de Teichmüller (universel) (voir aussi [I]). Il se trouve que le

groupe de Ptolémée est isomorphe au groupe de Thompson � .

vi) Une dernière définition qui paraîtra très abstraite mais est néanmoins utile se trouve

dans le contexte de l’algèbre universelle. On appelle algèbre de Tarski-Jonsson un en-

semble X muni d’une bijection X×X → X . On peut démontrer que le groupe des auto-

morphismes de l’algèbre de Tarski-Jonsson libre sur un élément est identique à � .

4. Cohomologie des groupes continus

La nature combinatoire des groupes 
�� (S1), �
�
 et � fait que leur cohomologie est plus

facile à comprendre que celle de ���	� (S1). Pour les deux premiers, ceci est dû principalement à

l’existence de la méthode de P. Greenberg pour déterminer le classifiant de Haefliger des pseu-

dogroupes associés ([Gr2]).

Rappelons que l’espace classifiant
� �

d’un groupe discret
�

, est défini, à équivalence ho-

motopique près, par les conditionsπ1(
� �

) = 0 etπk(
� �

) = 0, k � 2. La cohomologie de
� �

est alors isomorphe à la cohomologie de
�

(voir [Bro]).

Pour simplifier les énoncés, nous donnons des résultats pour les groupes 
�� 0 et �
�
 0 des

éléments égaux à l’identité autour de 0.

T 4.1 ([Gr1], [Gr2]). — i) La cohomologie du groupe 
�� 0 est isomorphe à celle

de l’espace de lacetsΩ(
�
R ∗

�
R).

ii) La cohomologie du groupe �
�
 0 est isomorphe à celle de l’espaceΩ(
� �
 � � 2 R+).

(Rappelons que la construction + de Quillen d’un espace abélianise le groupe fondamental

sans modifier l’homologie.)

La partie ii) du théorème a été utilisée dans [GrS1] pour construire une extension acyclique

d’un groupe proche de �
�
 0 par
�
 � � 2 R. En divisant par le commutateur du noyau, on obtient

alors l’extension de Milnor-Steinberg qui définit le groupe de K -théorie K2(R).
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La partie i) permet de calculer explicitement l’homologie de 
�� 0(S
1). En particulier

H1( 
�� 0(S
1); Z) = 0 et H2( 
�� 0(S

1); Z) = R
⊗

Q

R.

Il est remarquable que sur 
�� (S1) il existe une version combinatoire, gv, du cocycle de

Bott-Thurston, introduite dans [GS] et [G1].

D 4.2. — Soit gv( f ,g) = �
x∈S1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

log g′+(x) log( f ◦ g)′+(x)

log g′−(x) log( f ◦ g)′−(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Alors gv est un 2-cocycle sur 
�� (S1). En fait, si on remplace dans le déterminant le produit

par le produit tensoriel, la même formule définit un cocycle à valeurs dans R
⊗

Q

R .

De même que pour la classe ��� ∈ H 2( ���	� (S1);R), il existe un théorème de variation

continue pour la classe gv ; ce pendant au résultat de Thurston est dû à Hashiguchi-Minakawa [HM].

Le groupe 
 � (S1) et la classe gv jouent un rôle dans l’étude des feuilletages, même dans le

cas différentiable.

Il est connu [R] que la classe de Godbillon-Vey est invariante par conjugaison C
1. On se

demande toujours si ceci est vrai en classe C
0.

La réponse partielle suivante est due à Ghys [G1] :

T 4.3. — Le feuilletage horocyclique de Roussarie est conjugué à un feuilletage sus-

pension [HH], dont l’holonomie globale est contenue dans 
�� (S1). Aussi, pour les feuilletages

C
∞ par morceaux, la classe ��� , qui est bien définie, n’est pas invariante par homéomorphisme.

Remarque. — Une étude détaillée du domaine de définition des classes gv et ��� se trouve

dans [T] et les références qui s’y trouvent.

Une autre application concerne la question de savoir si un feuilletage F , dont l’invariant

��� (F ) = 0 sur une variété compacte de dimension 3 est cobordant à 0.

D’après des résultats de Haefliger et Thurston, ceci est équivalent au fait de savoir si

H2( ���	� (S1); Z) ' Z
⊕

R. T. Tsuboi a démontré que ceci est « presque » vrai : le feuilletage

est approchable par des feuilletages cobordants à zéro dans un sens « convenable ».

L’énoncé exact de ce résultat est trop complexe pour être reproduit ici ; nous renvoyons à

[T] pour une introduction exhaustive à ce théorème remarquable.

Terminons par deux résultats sur le groupe � dus à Kapoudjian :

T 4.4 ([K2]). — i) La cohomologie H∗( � ;Q) de � à coefficients rationnels est

triviale.

ii) H 2( � ; Z/2) ≠ 0 : il existe sur � une classe généralisant celle de Bott-Thurston dans un

sens convenable.
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5. Cohomologie des groupes de Thompson

La cohomologie des groupes de Thompson a diverses propriétés remarquables, dont la pre-

mière est d’être calculable dans nombre de cas.

Nous commençons avec un résultat général de finitude :

T 5.1. — Les groupes � , � , � sont de type � 
 ∞. En particulier, leur cohomologie à

coefficients quelconques est de type fini si le module est finiment engendré comme groupe abé-

lien.

Nous ne donnons pas la définition un peu technique d’être � 
 ∞ (voir [Bro]). La situation

type correspond aux groupes
�

qui ont un espace classifiant
� �

homotopiquement équivalent

à un complexe avec un nombre fini de cellules en chaque dimension, par exemple une variété

compacte ou bien l’espaceRP∞.

Dans le cas des groupes de Thompson, divers espaces classifiants sont construits dans

[BroG], [St], [Bro1], etc.

Signalons aussi le

C 5.2 ([BroG]). — Le groupe � est à la fois sans torsion, de dimension cohomolo-

gique infinie et � 
 ∞.

La première propriété vient de ce que � agit sur l’intervalle. Pour la seconde, il suffit de

remarquer qu’il contient des groupes abéliens de rang arbitrairement grand.

Passons à présent au calcul de la cohomologie.

Le théorème suivant est dû à Brown et Geoghegan (voir [Bro1]) :

T 5.3. — On a H∗(
�

; Z[
�
]) = 0 si

�
est l’ un des trois groupes de Thompson.

La cohomologie à coefficients triviaux de � et � est abordable par le schéma indiqué pour

le groupe 
 � (S1). Quant à � , la méthode est différente. Voici quelques résultats significatifs :

T 5.4 ([GS], [Bro2], [K2]). — i) La cohomologie de � à coefficients Z est celle de

l’espaceΩS3 × S1 × S1.

ii) La cohomologie de � est celle de l’espace de lacets libres non paramétrés � S3 = ΛS3 ×
S1 � S1.

iii) La cohomologie de � à coefficients rationnels H∗( � ;Q) est triviale. De plus,

H 3
( � ; Z) = H 2

( � ; Z) = H 1
( � ; Z) = 0.

Le corollaire suivant est particulièrement intéressant pour nous :

C 5.5. — La cohomologie H∗( � ;R) est isomorphe multiplicativement à l’algèbre
R[gv,E u]
gv·E u=0 . Elle est donc isomorphe à la cohomologie continue H ∗

c ( ���	� (S1).
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Nous reviendrons plus tard sur ce résultat.

Pour finir, nous allons décrire la cohomologie entière H∗( � ; Z). Son calcul résulte essen-

tiellement du théorème 5.4 et d’un théorème de Carlson-Cohen (voir [H]).

Remarquons que la classe d’Euler �
� est à coefficients entiers. De même, la cochaîne gv2,

donnée par la même formule que gv en remplaçant log par log2 (logarithme en base 2), est à

coefficients entiers.

On a alors :

H 2n+1
( � ; Z) = 0 , n � 0

H 2n
( � ; Z) = Z ⊕ Z ⊕ Z/2 ⊕ · · · ⊕ Z/n − 1 , n � 3

où la partie libre est engendrée par E un et par
gvn

2
2nn! (qui est une classe entière !).

6.
�

est-il un réseau de ����� (S
1)?

Dans ce chapitre, nous discutons des propriétés du groupe � à partir de son analogie avec

un éventuel réseau de ���	� (S1).

Le théorème de lissage suivant se trouve dans [GS].

T 6.1 ([GS]). — Il existe des plongements de � dans ���	� (S1). Ils dépendent d’un

paramètre fonctionnel. On peut en choisir de telle façon que l’image soit discrète.

Le paramètre mentionné est une application de degré 2 de S1 qui fixe 0 et est tangente à

l’identité.

Remarquons que ce théorème ne dit rien sur le quotient ���
�
(S1)� .

Cependant, � ressemble à un sous-groupe cocompact dans la mesure où, comme on l’a

vu, la cohomologie H∗( � ;R) ' H∗
c ( ���	� (S1)). Cette propriété est proche de celle donnée par

un théorème de Borel-Matsushima sur la cohomologie des sous-groupes discrets d’un groupe

de Lie ([Bo]).

La situation pourra davantage intriguer en notant que l’isomorphisme ci-dessus ne pro-

vient pas des lissages (qui induisent 0 en cohomologie) mais du calcul indépendant des deux

termes.

Notons aussi que la propriété d’annulation H∗( � ; Z[ � ]) = 0 est à rapprocher de la dualité

de Poincaré pour les groupes [Bro].

L’analogie avec les réseaux des groupes de Lie est soulignée par le théorème :

T 6.2 (Brin, [B1]). — Le groupe des automorphismes extérieurs de � est égal à

l’identité.

La même analogie a conduit à se demander [GS] si le groupe � a la propriété de Kazhdan.
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La réponse est due à Reznikov [Re] (voir aussi [Na], [F]).

T 6.3. — Le groupe � n’a pas la propriété de Kazhdan, i.e. il existe un � -module

unitaire H , tel que H 1( � ; H ) ≠ 0.

Dans le même contexte, la question suivante a reçu beaucoup d’attention :

Problème (Von Neumann) Le groupe � est-il moyennable ? En fait, ce qui est remarquable

est que � ne contient pas de sous-groupe libre à 2 générateurs (voir [CFP]) tout en étant de

présentation finie.

Quelques résultats de moyennabilité « faible » sont connus. On pense cependant (y compris

l’auteur) que � n’est pas moyennable.

Notons que dans un article difficile Olshanski et Sapir, [OS] viennent de construire un

groupe non-moyennable de présentation finie, sans sous-groupe libre non-cyclique..

Terminons ce paragraphe avec quelques conséquences de l’existence de lissages

� ↩ ���	� (S1).

T 6.4 ([GS]). — Le nombre de rotation des éléments de � est rationnel.

Ceci est l’application du théorème de Denjoy (voir [HH]) à certains lissages qui laissent

invariant un ensemble de Cantor.

T 6.5 ([GS], [Mi1]). — Il existe des morphismes π1(Σg)
S
→ ���	� (S1) avec ensemble

de Cantor invariant tel que la classe d’Euler �
�
(S ) évaluée sur [Σg] prend toute valeur stricte-

ment inférieure à |χ(Σg)|.

Un théorème de type Milnor-Wood dû à Ghys [G2] dit que, dans notre situation, l’inégalité

de Milnor-Wood est stricte. Aussi ce résultat montre que cette inégalité stricte est optimale.

7. Le groupe
�

, le groupe modulaire et l’espace de Teichmüller

Dans un sens cette section complète la précédente. On sait depuis les années 80 que le

groupe modulaire de Teichmüller, c’est-à-dire le groupe des isotopies d’une surface se rap-

proche lui aussi d’un réseau arithmétique (Harvey, Harer, Ivanov). Pour fermer la boucle, nous

regardons ici le groupe de Thompson par analogie au groupe modulaire de Teichmüller.

Un des faits essentiels sur le groupe modulaire est qu’il agit sur l’espace de Teichmüller,

avec l’espace des modules des surfaces de Riemann comme quotient. Nous allons définir un

espace de Teichmüller associé au groupe � . Remarquons d’abord que l’analogue combinatoire

�
�
 introduit dans 4est inclus dans le groupeQS(S1) puisqu’il consiste d’homéomorphisme

de classe C
1.

D 7.1. — Soit �
�
 Q le sous-espace de �
�
 des homéomorphismes dont les sin-
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gularités sont dansQP1. On définit l’espace de Greenberg Gr = �
�
 Q / 
 � � 2 R que l’on ap-

pelle aussi espace de Teichmüller associé au groupe de Thompson.

Remarques.

i) Cette notion n’a rien à voir avec l’espace de Teichmüller d’un groupe fuchsien : dans ce

dernier cas le groupe fuchsien n’agit pas sur l’espace.

ii) Par contre, l’espace Gr se plonge dans l’espace de Teichmüller universel de BersQS(S1)/


 � � 2 R, d’après l’observation ci-dessus.

Le théorème suivant est dû à Greenberg. Notre approche ici, ainsi que sa preuve complète,

sont dues à X. Martin [Ma] :

T 7.2. — L’espace Gr est contractile. Le stabilisateur d’un point de Gr est conjugué

à 
 � � (2,Z) à moins qu’il soit un groupe fini cyclique.

La démonstration est basée sur l’approche de Penner de l’espace de Teichmüller univer-

sel, dont nous décrivons quelques éléments. Il s’agit de donner des coordonnées globales sur

l’espace homogène ��������� ( � 
 1)/ 
 � � 2 (R) ⊃ T (1) (cf. [P]).

i) Le premier point est d’identifier ce dernier espace à l’espace Tess des mosaïques hyper-

boliques idéales avec une arête marquée (modulo 
 � � 2 R). La mosaïque de Farey τ en est un

exemple, muni de l’arête allant de∞ à 0 (voir 3.3).

À un homéomorphisme f on associe la mosaïque f (τ) dont les sommets sont f (Q).

L’arête orientée va de f (∞) à f (0). Pour chaque arête de a à b de τ, on définit une arête f (τ)

qui est la géodésique hyperbolique allant de f (a) à f (b).

a

b f (b)

f (a)

ii) Penner définit aussi l’espace
	
�
����� des mosaïques décorées de D2 : ce sont des mosaïques

avec un horocycle en chaque sommet. L’exemple type τ̃ est la mosaïque de Farey avec la déco-

ration de Ford :

Penner construit ensuite des coordonnées globalesΛ :
	
������ → R∞, appelées lambda coor-

données : il s’agit de mesurer sur chaque arête, la distance entre les horocycles aux extrémités.

iii) La preuve de X. Martin consiste à remarquer d’abord qu’il existe une section s de la

projection naturelle π :
	
������ → �
����� au-dessus de Gr . À f ∈ Gr , on associe la mosaïque

décorée f (τ̃) en décorant f (τ) à chaque sommet avec l’image par f d’un cercle de Ford.
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Le fait remarquable que cette image est un horocycle provient du fait qu’en tout rationnel,

les germes à gauche f g , et à droite f d diffèrent par un homéomorphisme parabolique qui est

f −1
g ◦ f d .

La partie principale de la preuve consiste à montrer queΛ ◦ s est un homéomorphisme sur

un sous-espace contractile de R∞, qui est une limite inductive d’espaces de dimension finie.

Digression L’algèbre de Lie de Malikov-Penner [MP].

Il s’agit de l’algèbre � des champs de vecteurs sur � 
 1 qui sont ����� 2 R par morceaux, non

définis dans un nombre fini de rationnels. La dernière condition assure que le crochet est bien

intérieur.

Considérons aussi l’espace vectoriel � , des champs ����� 2 R par morceaux de classe C
1, avec

singularités rationnelles. Le crochet est ici bien défini, sans être intérieur.

Un des principaux résultats de [MP] est que l’algèbre de Lie � est « minimale » par rapport

à � et au crochet.

Question Quelles relations y’a-t-il entre l’algèbre de Lie � et l’espace de Greenberg Gr ?

Remarque. — Dans [FGH], les auteurs décrivent une autre approche de nature quasi-

conforme, a la question de savoir comment le groupe F agit en tant que groupe modulaire.

Nous terminons cette section par une autre relation entre le groupe � et la théorie de

Teichmüller qui va faire intervenir aussi la classe gv.

On désigne par Σ∞ la surface universelle de genre 0. C’est le bord d’un voisinage régulier

d’un arbre binaire infini avec racine, plongé dans R3. De plus, Σ∞,∗ désigne la même surface

avec une piqûre à chaque branchement.

Considérons un automorphisme partiel de l’arbre binaire infini, défini en dehors d’un sous-

arbre fini. Il définit alors un homéomorphisme de la surfaceΣ∞, en dehors d’une sphère trouée ;

cet homéomorphisme s’étend donc à Σ∞.

Les remarques précédentes mènent au

T 7.3. — i) Il existe un plongement de � comme groupe d’isotopies de Σ∞.

ii) Il existe un groupe � � d’isotopies de Σ∞,∗ qui est une extension de � par le groupe de

tresses infinies
�
∞ (réunion des groupes de tresses

�
n) :

1 -→
�
∞ -→ � � -→ � -→ 1 .
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iii) L’extension abélianisée

0 -→ Z =
�
∞�
′
∞

-→
� ��
′
∞

-→ � -→ 1

est centrale et détectée par la classe 1
2 gv2 ∈ H 2( � ; Z).

On trouvera dans [GrS1] une démonstration du fait que l’homologie du groupe � � est égale

à celle de l’espace S3 × CP∞. De plus, l’extension du théorème est sans homologie (acyclique)

au-dessus du commutateur [F, F ].

Une construction différente, mais reliée, a été proposée récemment dans[FK]. Les auteurs

construisent une extension
�

du groupe � , qui contient tous les groupes d’isotopies des sur-

faces à bord de genre 0. De plus, le groupe
�

est de présentation finie (voir aussi M. Brin, à

paraître).

Pour énoncer le théorème suivant, rappelons la suite exacte de groupes de Lie Banachiques

associée à un espace de Hilbert polarisé H = H+ ⊕H− :

1 -→ D -→ E -→ GL0
����� -→ 1 .

Son image réciproque par l’application naturelle GL0
����� -→ GL(H+)/D est l’extension

1 -→ D -→ GL(H+) -→
GL(H+)

D
-→ 1 .

Rappelons enfin que dans [PS], Presley et Segal ont construit des représentations de ���	� (S1)

dans GL0
����� (H ), pour H = L2(S1).
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On peut alors énoncer le

T 7.4. — i) Il existe une représentation d’extensions :

1 -→
�
∞ -→ � � -→ � -→ 1


y



y



y

1 -→ D -→ GL(H ) -→
GL(H )

D
-→ 1

où H est l’espace de Hilbert `2(t ) et t l’arbre binaire infini complété ci-dessous :

ii) L’application
�
∞ → D est la représentation de Burau du groupe de tresses (voir [Tu]).

iii) L’application d’abélianisation
�
∞ → Z correspond au déterminant D → C∗.

iv) La classe gv ∈ H 2( � ;R) est l’image réciproque de la classe de l’extension centrale

1 -→ C
∗
-→

GL(H )

ker det
-→

GL(H )

D
-→ 1 .

Remarques.

1. Nous pensons que le théorème ci-dessus constitue un premier pas vers une étude des

représentations du groupe � , qui reste à être réalisé.

2. Par rapport à la construction de Presley-Segal, ce théorème ne fait pas intervenir le grou-

pe linéaire restreint.

3. Il suggère la question de chercher l’analogue du groupe
�
∞ pour une extension appro-

priée de ���	� (S1).

8. Quelques compléments

Nous avons déjà mentionné l’existence de généralisations des groupes de Thompson.

Même les plus simples présentent vite des phénomènes nouveaux. Après avoir discuté quel-
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ques exemples, nous évoquons brièvement les groupes de Thompson dans différents contextes

mathématiques, ce qui éclaire leur remarquable ubiquité.

8.1. . — Une première généralisation est celle ou la pente des éléments est une puissance

de k, k � 2. Les groupes � k restent de présentation finie [Bro1]. Cependant, lorsque k � 3, le

groupe � ��� � k n’est plus fini ([BG]) ce qui contraste avec le théorème 6.2.

On a aussi considéré les groupes de pentes 2k3`, avec singularités sur Z
[

1
6

]

. Ils sont de

présentation finie [St]. En revanche, on ne sait rien lorsque la pente est 2
3 et les singularités sur

Z
[

1
6

]

.

La définition projective intégrale de � s’étend lorsqu’on remplace 
 � � (2,Z) par un sous-

groupe d’indice fini Γ et on considère des homéomorphismes Γ par morceaux. On a démontré

que si le genre g(Γ) = 0, le groupe obtenu est de type fini (Laget, à paraître). Cependant, si

g(Γ) > 0, ce groupe devient de type infini ([Gr3]).

Dans [Ro], C. Röver construit un groupe qui contient à la fois � et un des groupes infinis de

torsion de Grigorchuk (problème de Burnside). Ce groupe est de présentation finie simple. Le

même auteur a montré qu’il est aussi le commensurateur du groupe de Grigorchuk.

À l’aide des C∗-algèbres de Cuntz-Pimsner, le groupe ci-dessus a été généralisé par Nekra-

shevich [N].

8.2. . — Le contexte des C∗-algèbres permet une définition de la classe � � de Bott-Thurston,

due à Connes ([C]). Pour la classe gv, celle-ci a été proposée par C. Oikonomides [O]. Elle peut

être utilisée pour aborder, à l’aide de [GS], la conjecture de Novikov sur les hautes signatures

dans le cas des groupes de Thompson.

Il est bien connu que la conjecture de Novikov rationnelle est un cas particulier de celle de

Baum-Connes : elle revient à l’injectivité de l’application indice (voir [V]). Récemment, D. Far-

ley [F] a réussi à montrer la conjecture de Baum-Connes pour les groupes de Thompson. Il

s’agit de prouver à l’aide de la définition 3.3, vi) que ces groupes sont A − T menables, puis

d’appliquer le théorème de Higson-Kasparov (voir [V].

8.3. . — Le programme de Grothendieck et en particulier son étude du groupe de Ga-

lois absolu
�����

(Q|Q) fait intervenir de façon essentielle les groupes d’isotopie des surfaces

(voir [Gro]). Les groupes de Thompson entrent aussi dans ce cadre : dans [LS], les auteurs

construisent le groupoïde de Ptolémée-Teichmüller, sur lequel agit le groupe de Drinfeld
� �

dont on sait qu’il contient
�����

(Q|Q). Le groupe
� � agit aussi sur une complétion du groupe

modulaire universel en genre 0 que nous avons mentionné dans 7 (Kapoudjian, à paraître).

8.4. . — La construction du groupe universel en genre 0 admet une variante naturelle en

genre infini, lorsqu’on ajoute une anse à la surface Σ∞ sur chaque pantalon.

Il est tentant de demander s’il existe une relation entre l’extension de � qui correspond à

cette surface et la cohomologie stable du groupe modulaire, voire avec la conjecture de Mum-
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ford (cf. [Ti]).

8.5. . — Nous avons déjà mentionné que la découverte des groupes de Thompson s’est fait

en logique. Plus récemment, Dehornoy [D] a construit un groupe de l’identité d’associativité

a(bc) = (ab)c ; ce groupe est exactement � . On trouvera par ailleurs dans [B2], une étude des

groupes � , � et � dans le contexte des catégories monoïdales et tressées.

8.6. . — Le dernier mot de cet appendice est du côté de la physique mathématique.

Il est bien connu que le groupe et l’algèbre de Virasoro jouent un rôle important en théorie

des cordes et notamment en théorie conforme des champs. Il semble également que cette der-

nière, à partir des articles fondamentaux de Friedan-Shenker et de Moore-Seibert, a de nom-

breuses relations avec le matériel que nous avons exposé ici.
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