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Résumé.-Cet article est une version, destinée a une audience plus large, de notre récent tra-
vail ([Pal]). Dans ces travaux nous généralisons au contexte des faisceaux analytiques cohérents
un résultat classique de Grothendieck-Koszul-Malgrange (|[Ko-Mal|) concernant l'intégrabilité des
connexions de type (0, 1) sur un fibré vectoriel C* au dessus d’une variété complexe. En introduisant
la notion de faisceau O-cohérent, qui est une notion qui vit dans le contexte C°°, nous montrons
lexistence d’une équivalence (exacte) entre la catégorie des faisceaux analytiques cohérents et la
catégorie des faisceaux O-cohérents. La difficulté essentielle de la preuve de ce résultat consiste &
résoudre un probléme différentiel quasi-linéaire dont le terme principal est un opérateur O usuel. La
solution de ce probléme est obtenue en utilisant un schéma de convergence rapide de type Nash-
Moser. Un autre ingrédient important pour la conclusion de la preuve est un résultat profond de
Malgrange qui affirme la fidélité plate de I’anneau des germes des fonctions C*® & valeurs complexes
en un point, sur ’anneau des germes des fonctions holomorphes en ce point.

Abstract.-This paper is a large audience version of our recent work ([Pal]) in which we give a
generalization, in the context of coherent analytic sheaves, of a classical result of Grothendieck-
Koszul-Malgrange (|[Ko-Mal|) concerning the integrability of connections of type (0,1) over a C*®
vector bundle over a complex manifold. We introduce the notion of 0-coherent sheaf, which is a
C® notion, and we prove the existence of an (exact) equivalence between the category of coherent
analytic sheaves and the category of d-coherent sheaves. The principal difficulty of the proof is the
solution of a quasi-linear differential equation with standard 0 as its principal term. We are able
to find a solution of this differential equation, using a rapidly convergent iteration scheme of Nash-
Moser type. We also use a deep result of Malgrange asserting that the ring of germs of complex
differentiable functions at a point is faithfully flat over the ring of germs of holomorphic functions
at the same point.

Mots-clés : faisceaux analytiques cohérents, algébre homologique non-commutative, EDP quasi-linéaires, méthode
Nash-Moser.
Classification AMS : 32C35, 35N10.
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0 Introduction

Le résultat de Grothendieck-Koszul-Malgrange mentionné dans le résumé (voir [Ko-Mal]) af-
firme qu’un fibré vectoriel complexe différentiable au dessus d’une variété complexe, qui admet une
connexion 0 de type (0,1) telle que 0? = 0 posséde une structure de fibré vectoriel holomorphe. En
d’autres termes, en utilisant 1’équivalence entre les notions de fibré vectoriel et de faisceau locale-
ment libre sur une variété, on observe que le noyau de la connexion 9 est un faisceau de @-modules
localement libre. Le point essentiel de ce résultat consiste & prouver l'existence d’une solution de
’équation différentielle quasi-linéaire g719,9 = A (ot 9, est la (0,1)-connexion canonique sur le
faisceau des fonctions C* et A représente la (0, 1)-forme de connexion locale de 9) avec la condition
d’intégrabilité 9, A + A A A = 0. Nous généraliserons cette équation pour prouver notre caractéri-
sation différentielle laquelle introduit comme objet nouveau la notion de faisceau 0-cohérent. Pré-
cisément un faisceau 0-cohérent est un faisceau G de modules de fonctions C*® & valeurs complexes,
muni d'une connexion @ de type (0,1) telle que 6% = 0, et qui admet localement des résolutions de
longueur finie, par des modules de fonctions C* & valeurs complexes. Notre caractérisation affirme
essentiellement que le noyau de la connexion 0 est un faisceau analytique cohérent. On aura alors une
équivalence exacte (I'exactitude est due a la fidélité plate de ’anneau des germes des fonctions C* a
valeurs complexes sur 'anneau des germes des fonctions holomorphes, voir [Mal|) entre la catégorie
des faisceaux analytiques cohérents et la catégorie des faisceaux 0-cohérents. La difficulté essentielle
de la preuve consiste & montrer que quel que soit le choix de la résolution locale du faisceau G, on
peut trouver au voisinage de chaque point de ’ouvert sur lequel on considére la résolution locale,
une autre résolution locale constituée de matrices holomorphes. En d’autres termes on cherche une
résolution locale admettant des formes de connexion nulles. Pour atteindre cet objectif on introduit
la notion de recalibration, laquelle généralise la notion classique de changement de jauge pour les
formes locales d’une connexion de type (0, 1) intégrable sur un faisceau localement libre. La notion
de recalibration ne représente rien d’autre qu’une action d’un semi-groupe sur l’ensemble des formes
qui représentent localement la condition d’intégrabilité de la connexion 0. La notion en question
permet de traduire notre probléme en termes d’un systéme différentiel quasi-linéaire dont le terme
principal est un opérateur 0 usuel. Les conditions d’intégrabilité de ce systéme ne sont rien d’autre
que les expressions locales de la condition d’intégrabilité de la connexion 0. Les solutions du systéme
différentiel seront obtenues & ’aide d’un procédé itératif de type Nash-Moser, dont chaque étape est
déterminée par une recalibration obtenue en fonction de I’étape précédente. La preuve de ’existence
de solutions du systéme différentiel en question est exposée dans la sous-section 5.5, et constitue
la partie essentielle de la preuve de notre caractérisation des faisceaux analytiques cohérents. La
technique qui consiste a utiliser des schémas itératifs pour montrer I’existence des solutions de pro-
blémes non linéaires est désormais bien connue en analyse complexe. On peut citer par exemple les
travaux de Webster [We-1] et [We-2|, qui utilisent des techniques de type Nash-Moser, (voir [Mos-1]
et [Mos-2]) pour prouver I’existence des solutions de deux problémes différentiels fondamentaux en
géométrie complexe. L’ingrédient final qui permet de conclure notre preuve est le résultat profond
de Malgrange mentionné précédemment, lequel permet aussi une généralisation du théoréme de
Dolbeault au cas des faisceaux analytiques cohérents (O-cohérents). Enfin on remarque aussi un
résultat d’intégrabilité pour les connexions sur les faisceaux admettant des résolutions locales de



longueur finie sur les variétés différentiables.

1 Faisceaux 0-cohérents sur les variétés complexes

On va commencer par rappeler un résultat classique bien connu du & Grothendieck-Koszul-
Malgrange. On a besoin d’abord de quelques notations et remarques. Soit (X, J) une variété com-
plexe, out J est le tenseur de la structure presque-complexe supposé intégrable. On désigne par
Ex le faisceau des fonctions C*° & valeurs complexes, par ngq le faisceau des (0, g)-formes et par
0, € Hom, (Eggq,ﬁg(’qH)(X) la composante de type (0,1) de la différentielle. Soit F — X un
fibré vectoriel complexe C*°. On rappelle que sur une variété complexe il y a une équivalence entre
les notions suivantes.

{Fibrés vectoriels complexes C* } <— {Faisceaux de £-modules localement libres}

F +—— &(F) := Faisceau des sections C* de F

L’application inverse envoie G +— (F, (1)4)q) OU

reX

et les trivialisations locales
Yo :Ua xC — F

sont obtenues de fagon naturelle & partir des trivialisations locales 1, : Egaa’ =5 9|y, du faisceau
localement libre G. L’équivalence précédente est aussi valable pour les fibrés vectoriels holomorphes
et les faisceaux de (O-modules localement libres définis sur une variété complexe. On considére la
définition suivante.

Définition 1.1 Une connezion de type (0,1) sur un faisceau G de Ex-modules est un morphisme
de faisceaur de groupes additifs 0: G — G s, 52(’1 tel que 9(g- f) = (9g) - f +g® 9, f, pour tout
gEc gz €tf € 8X,z-

La donnée d’une connexion de type (0,1) sur le faisceau de Ex-modules G détermine de facon
univoque une dérivation 0 de type (0,1) sur le complexe (G ®, 82("1),120. En effet on peut définir

Pextension 0: G ®, Ey? — G ®, EX"*' par la formule classique

(0w)(£0s -1 &) == 3 (=1)7B(w(E0, -1 & - €)) (&) +

0<j<q

+ Z (_1)j+kw([§ja gk]a 503 “ey é}a "',é;c, ey éq)

0<j<k<q

avec w € (G ®, ngq)(U) et{GeE (T)O(’l)(U), sur un ouvert U quelconque, ou de fagon équivalente,
par la régle de Leibnitz B B B
0g®a) =0gNa+g®0,a

0 . .
avecg € Greta €& X"; pour tout x € X. Souvent on pense une connexion en termes de sa extension
)

au complexe (G < Sggq)qzo. Sur tout faisceau F de Ox-modules on peut considérer la connexion
canonique

0, =1,y 0,:F®, Ex!— F®y Ex'
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qui est vue comme une connexion de type (0,1) sur le faisceau de €x-modules
FX:=F @y, Ex-

Bien évidement la définition précédente est une généralisation immédiate de la notion classique de
connexion de type (0,1) canonique associée & un fibré vectoriel holomorphe, (voir par exemple les
ouvrages [Dem]|, (|Gri-Ha] et(|[Wel|). La donnée d'une connexion de type (0, 1) sur G détermine aussi
le tenseur de courbure de la connexion qu’on notera par

0, € (5nd5x @) @, 5252)()()

et qu’on définit par la formule ©5(¢,7) - g := (0%g)(&,m) avec g € G(U) et &,n € E(T)O(’l)(U). On
note de plus &5 - g := 0g(§) la dérivée covariante de la section g calculée le long du champ ¢ et on
remarque que la premiére définition de I’extension de la connexion @ implique de facon triviale la
formule

£5-(n5-9) —na-(65-9) = [€,ml5-9+O5(&m) - g,

ou [£,n] € & (T)O(’l)(U), grace & I’hypothése d’intégrabilité du temseur de la structure presque-
complexe J € C*(Tx®_ Tx)(X). Le tenseur de courbure ©5 exprime donc le défaut de commutation
des dérivées covariantes secondes des sections de G le long des champs de type (0,1). Nous porterons
un intérét particulier aux connexions de type (0, 1) intégrables, c’est a dire aux connexions telles que
0? = 0. La formule précédente caractérise alors ce type de connexions (0,1) comme étant celles pour
lesquelles les dérivées covariantes secondes, calculées le long de deux champs qui commutent, com-
mutent également. En termes explicites on a ’égalité £5-(n5-9) = n5-(£5-9) si [{,n] = 0. Un exemple
de (0, 1)-connexion intégrable est évidemment la connexion 0, introduite précédemment. Avec les
notations introduites précédemment on peut énoncer le résultat de Grothendieck-Koszul-Malgrange
([Ko-Mal]) sous la forme suivante.

Théoréme 1 Soit ' —> X un fibré vectoriel complexe C*° sur une variété complere X. Alors
Uezistence d’une structure holomorphe sur le fibré F est équivalente a l'eristence d’une connezion
0:E(F) — E(F)®,, 52(’1 de type (0,1) intégrable (i.e. 3% = 0) sur le faisceau de E-modules E(F).

En utilisant 1’équivalence entre les notions de fibrés vectoriels holomorphes et faisceaux de O-modules
localement libres sur une variété complexe, on peut reformuler en termes équivalents le théoréme 1
sous la forme suivante.

Théoréme 2 Soz;t F — X un fibré vectoriel compleze C>® sur une variété compleze X muni
d’une connezion 0 : E(F) — E(F) ®, 52(’1 telle que 0% = 0. Alors le noyau Kerd C E(F) de la
connezion est un faisceau de O-modules localement libre tel que (Kerd) - Ex = E(F) (ceci signifie

que les générateurs locauz du noyau Kerd sur le faisceau Ox sont aussi des générateurs locauz de
E(F) sur le faisceau Ex).

On a en conclusion que le noyau de la connexion d est le faisceau des sections holomorphes O(F)
du fibré F. Dans le cas des faisceaux de £x-modules inversibles qui admettent une connexion 9
de type (0,1) telle que 53 = 0 on sait que toutes les connexions de ce type, et seulement celles ci,
sont de la forme Jy + A® ot A € Eggl(X ) est une (0, 1)-forme 0, -fermée. On a alors que si L est un
fibré en droites holomorphe les structures holomorphes sur L sont en bijection avec les (0, 1)-formes
globales {“_)J—fermées. Avant d’énoncer le résultat qu’on se propose de démontrer, on remarque que



si F est un faisceau analytique cohérent, le théoréme des syzygies (voir [Kob], chapitre 5) implique
Pexistence d’une O-résolution de longueur finie

0 — OFFm £y O2pmoy Pl 22 gfm 2 0@ Yy oy 0

dans la catégorie des faisceaux C-analytiques cohérents. En rappelant que F*®° := F B0, Ex on
obtient un diagramme commutatif suivant dont toutes les directions horizontales et verticales sont
exactes.

g}' 0,1 8}' 0,2
- f‘ﬁ]o - .7:'|0U° ®5U 5U7 R f"OUO ®5U EU: e ...

0 il
P () P ® L) P ® L2
@po ©po éJ 0,1y®po éJ 0,2\®po
0 @] - & - (&) (&%)
P1 o1 01 ® L) 1 ® L2
®p1 ©p1 gJ 0,1\®p1 5-7 0,2\®p1
0 O, - & - (&) (&)
P2 ©2 2 ® L1 2 ® L2
k :
Pm—1 Pm—1 om—1 ® 1) om—1 ®I(g2)
Dpm— Opm— J 0,1\®pm— J 0,2\®pm—
0 , OUP 1, gUp 1 , (gU ) Pm—1 R (gU ) Pm—1 RN
Pm Ym Pm ® ]1(0,1) Pm ® ]1(0,2)
O o@pm . 8@pm 8-] . 50,1 Dpm a'] 50;2 Dpm
U U ( U ) ( U )
A A
0 0 0 0

La raison de l'exactitude est la suivante. La platitude de I’anneau &, , sur 'anneau O, , (voir
'ouvrage de Malgrange [Mal]) implique 'exactitude des autres fleches verticales. L’exactitude du
dernier complexe ((Eg’q)@pm; 0,)¢>0 implique 'exactitude du complexe

(RE(pm—1) @, E0'%;0,)g>0,

ott R¢(pm_1) désigne le faisceau des relations de ¢,,_; sur le faisceau &, . En procédant par ré-
currence décroissante et en utilisant I'exactitude des complexes en 0, et l'exactitude des fleches



verticales on obtient finalement 1’exactitude du complexe
0,9. 5
(FT ®e,, €% 0r)g>0-

Faisons maintenant le point de la situation obtenue jusqu’ici. On est parti d’un faisceau analytique
cohérent F pour obtenir un faisceau de £-modules F*° admettant des E-résolutions locales de
longueur finie lequel est muni d’une connexion 5f de type (0,1) intégrable telle que le noyau de
celle-ci soit le faisceau analytique cohérent de départ F. De maniére générale on a la caractérisation
différentielle suivante.

Théoréme 3 Soit X une variété complexe et soit G un faisceau de Ex-modules qu’on suppose muni
d’une connerion 0 : G — G e, 8251 de type (0,1) telle que 0° = 0. Si de plus le faisceau G
admet des E-résolutions locales de longueur finie, alors le faisceau de Ox-modules Kerd C G est
analytique cohérent, on a les égalités G = (Kerd)-Ex = (Kerd) ®o, Ex et la connexion O coincide,
a isomorphisme canonique prés, avec l’extension naturelle éKe'ré associée au faisceau analytique
cohérent Kero.

Le théoréme précédent montre donc qu’on est dans la méme situation que celle décrite précédem-
ment. Bien évidemment le théoréme 3 constitue une généralisation du théoréme 2. Considérons
maintenant la définition suivante.

Définition 1.2 Un couple (G,0) = G5 ot G et O vérifient les hypothéses du théoréme 1 est appelé
faisceau O-cohérent. Un morphisme ¢ : Ag, — Bg, de faisceaur O-cohérents est un morphisme de
faisceauz de Ex-modules tels que le diagramme suivant soit commutatif

eI
A, £ rEon Be, £
51 52
A Ld - B

Le théoréme 3 et la fidélité plate du faisceau £x sur Ox montrent que sur une variété complexe on a
une équivalence exacte entre la catégorie OCoh des faisceaux analytiques cohérents et la catégorie
0Coh des faisceaux d-cohérents. Plus explicitement on a le foncteur oo qui agit de la fagon suivante :

F € OCoh += F2° € dCoh
F

¢ € Hom,, (A,B) s @1 € Hom( %Z’B‘%Z)

et son inverse :

G5 € 8Coh ¥ Kerd € OCoh

¢ € Hom(Ajp,,B3,) 2 ¢.. € Hom,, (Kerd,, Kerds)
Considérons maintenant le cas des faisceaux d’ideaux. Soit Z C Ox un faisceau d’ideaux de fonctions
holomorphes (non nécessairement cohérent). On considére le faisceau d’ideaux de fonctions C* a
valeurs complexes T := T-Ex C Ex et on remarque que la régle de Leibnitz implique que pour tout
germes de (0, 1)-champs ¢ € £(Ty"); on a linclusion £.Z° C I, pour tout € X. De maniére
générale on a la définition suivante :



Définition 1.3 Un faisceauz d’ideaur J C Ex de fonctions C*™ a valeurs complezes est dit EJ -stable
si pour tout germe de (0,1)-champs & € E(T)O(’l)w on a Uinclusion £. Ty C Ty, pour tout x € X.

La 0,-stabilit¢ d'un faisceaux d’ideaux J C Ex de fonctions C* a valeurs complexes implique
évidemment qu’on peut considérer ’opérateur 5J comme une connexion éJ :J — J s, 52(’1
de type (0, 1) intégrable sur le faisceaux J. Dans le cas ou J = Z* on a par conséquence de la
platitude de I’anneau €x , sur 'anneau Ox ; que la connexion en question coincide, & isomorphisme
canonique prés, avec la connexion canonique 0, associée au faisceau Z. Une conséquence immédiate
du théoréme précédent est le corollaire suivant :

Corollaire 1 Soit J C Ex un faisceaur d’ideaus de fonctions C*® & valeurs complezes 0,-stable
admettant des E-résolutions locales de longueur finie. Alors le faisceauz d’ideaur J N Ox est analy-
tique cohérent et (J NOx)-Ex = J, (autrement dit le faisceau d’ideauzr J N Ox est un O-module
localement de type fini et ces générateurs locaur sur Ox sont aussi des générateurs locauxr du faisceau

J sur Ex).

Concrétement pour vérifier la 5J—stabilité du faisceau J il suffit de faire un choix arbitraire de
repéres locales (£1,...,&n) € S(T)%’l)@”(U), de générateurs (41, ...,%,) € JP(U) et de montrer,
pour tout z € U, l'existence de germes de fonctions fy,;; € £, , qui vérifient les égalités

P
Sk Yie = Z Trpj Vi

j=1
On remarque qu’en général le fait qu’un faisceau d’ideaux J C Ex soit un £-module localement
de type fini n’implique pas nécessairement que le faisceaux d’ideaux J N Ox soit un O-module
localement de type fini. On a le contre-exemple suivant.
Contre-exemple. Soit X = C et J = E(¢) C &, le faisceaux d’ideaux de fonctions C* a
valeurs complexes engendré sur &, par la fonction C* sur C, 9(2) := exp(—1/z?%) - sin(1/z) + iy,
(z=2z+iy). Onaque (JNO,), = 0 pour z =0, (JNO.), = m(O ) pour tout z = 1/(kw), k € Z
et (JNO;), = O, pour z # 0, 1/(kr), k € Z. Le faisceau d’ideaux J N O n’est pas un O-
module localement de type fini. En effet pour tout voisinage ouvert U C C tel que 0 € U on a
(J NO)(U) = 0. Ceci signifie bien evidemment que tous les morphismes ¢ : O™ — (7 N O,)
sont nuls.

U

Le corollaire 1 montre donc l’existence d’une équivalence exacte entre la catégorie des faisceaux
d’ideaux de fonctions holomorphes cohérents et la catégorie des faisceaux d’ideaux J C Ex de
fonctions C*° & valeurs complexes admettant des £-résolutions locales de longueur finie, qui sont
stables par rapport aux dérivations le long des champs de vecteurs de type (0,1). On remarque enfin
que la cohomologie des faisceaux cohérents (9-cohérents) sur une variété complexe peut se calculer,
grace & I'isomorphisme fonctoriel de De Rham-Weil (voir par exemple les ouvrages [Dem|, (|Gri-Ha)
et(|[Wel]), par la formule suivante :

HY(X,Gy) := HU(X, Kerd) = HU(T(X,G ®, £%*);0),

qui constitue une généralisation du théoréme de Dolbeault. Un cas particulier (ou une généralisation
si on veut) de la formule précédente est la suivante :

HY(X,G5®,, gg"’ ) == HI(X, (Kerd) ®, O(Q%)) = HI(T'(X,G ®, EY");0x) = H™(X,G5)
J,p
ou éJ,p = (—1)1”5J, G5 ®s Ef,—;’o = (G ®s, 5%’0 ,0r) et Op : G ®s, Eg(’o — G ®; Eg(’l désigne la
J,p

connexion sur le produit G < Sf;(’o, laquelle est définie par la régle de Leibnitz.
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2 1Idée de la preuve du théoréme 3 dans le cas des faisceaux de £-
modules localement libres avec la technique de type Nash-Moser

2.1 Expression locale de la condition d’intégrabilité 0° = 0 dans le cas des
faisceaux de £-modules localement libres

A partir de maintenant on va noter par Mk,l(é'g(’q(U)) lespace des matrices k x [ & coefficients

dans l’espace des (0, ¢) formes Eg(’q(U). Soit 3 : X7 = G|, une trivialisation locale du faisceau G.

Le fait que 1 est surjective implique ’existence d’une matrice w®? € M, EX(U)) telle que
q J pliq P0,P0\C X
By = - 0

On obtient alors le diagramme commutatif suivant :

0,1 0,2
9. 9, ®e, &y G, ®, &
¢‘l Y QL) LY @Iy
3 0,0 3 0,0
£Opo aJ tw (50,1)691)0 8J tw (50,2)@1)0
U U U

L’hypothése d’intégrabilité 0> = 0 est équivalente localement & 1’égalité 0 = 0%¢. En explicitant
celle-ci on a :

0=0%)=0(1h-w*?) =0 A" + - 0,w" = 4(0,w" + W A W"?)
Le fait que % soit injective implique alors la relation
5Jw0’0 L W0 AW =

Donc I’hypothése d’intégrabilité 0% = 0 s’exprime localement par cette relation. Dans la suite de
cette section on désignera par Q(U) C My, p, (E%I(U)) ’ensemble constitué par des matrices w®®
qui vérifient la condition en question. Les éléments de cet ensemble seront appelés calibrations.

2.2 Formulation du probléme différentiel dans le cas des faisceaux de £-modules
localement libres

On veut trouver pour chaque x € U un voisinage ouvert V de z et un élément n%° € M, ,,(Ex(V))
tel que go = go(n) := Lp,+7*° € GL(py,E(V)), n = 1Y, qui soit solution de 'équation différentielle

Ot - go) = 0.

Si on atteint ce but on obtiendra le diagramme commutatif suivant :

- 0
0—» (Ke'ra)lv - g|V - glv ® 50,1

EVV

wn‘z wn‘z Uty ® Lo,
0 . (983120 . g‘G/Bpo 8J . (83,1)691)0



ol 9, =1 - go(n), lequel permet de conclure dans le cas des faisceaux localement libres. L’équation
précédente est équivalente & 'équation 9 (w®? - go + 0,7%%) = 0. L'injectivité de 1 implique alors
que I’équation précédente est équivalente & 1’équation

(Su) + 0,n°0 + w0 A% + W00 = 0.
On a la proposition suivante.

Proposition 2.1 La condition 5Jw0’0 + w0 A w0 =0 est la condition d’intégrabilité du probléme
différentiel quasi-linéaire (S,,), (le probleme est quasi-linéaire car on cherche n%° dans un espace
non linéaire).

Il est élémentaire de vérifier la nécessité de la condition 8,w%% + w%% A w%% = 0. La matrice
W00 = g1 (B, 1°0 + WO A 0 4 w00)
vérifie les relations

Oy =ty - wg,o’

5 00, 00, 00
O,wy” +wy Awy” =0.

On voudrait alors appliquer un procédé itératif pour faire de sorte que wg,o = 0, ce qui équivaut
4 résoudre le systéme (S,,). Dans la suite on appellera élément de recalibration un élément 7%° €
Mpo 5o (Ex (U)) tel que go = Ip,+n°° € GL(po, E(U)) et on désignera par P(U) 'ensemble constitué
par tels éléments. Venons-en maintenant a un préliminaire technique avant d’exposer l'idée de la
preuve de l'existence des solutions pour le systéme différentiel (S,,).

2.3 Choix des normes et opérateur de Leray-Koppelman

A partir de maintenant on va supposer dans cette section que U = Bj est la boule unité.
Soit u = Ef I|=q W1 dZr est une (0, g)-forme & coefficients des (k,[)-matrices a coefficients dérivables
jusqu’a 'ordre h > 0. On définit une norme de Hdélder invariante par changement d’échelle

wllr, n,,q == Z S\a|r‘a|+q”aau.’”r,u

[T|=q
|l <h

ot || - ||r, est la norme de Hélder invariante usuelle d’une fonction, x4 € (0,1) une constante fixée
une fois pour toutes dans notre probléme et (Si)r>0 C (0,00) une suite de poids (cette suite sera
choisie & décroissance assez rapide de fagon a rendre en particulier les séries convergentes).

On remarque que si le degré g est > 1 on a que la norme ||u||,4,,,q tend vers zéro lorsque le rayon
r tend vers zéro.

On considére maintenant l'opérateur de Leray-Koppelman classique de la boule de rayon r (le

lecteur peut consulter avec profit les ouvrages classiques de Henkin-Leiterer [He-Le|, de Range [Ra]
et l'article de Harvey-Polkin [Ha-Po])

Tr,q : Cg,’;+1(BT, Mk,l((c)) — C(])Z:;(Bra Mk,l((c))
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Il existe une suite de poids S = (S)k>0 de la norme de Hélder introduite précédemment telle que

pour toute forme différentielle u € ng’;ﬂ(Br, M}, 1(C)) on a l'estimation intérieure :

||Tr,qu||r(lfa),h+1,u,q < C- Uﬁs(h) ' HUHT,h,u,q—I—l (2'1)

avec C' > 0 une constante indépendante de la régularité h et o € (0,1), s(h) € N une fonction affine
strictement croissante. Pour simplifier les notations on identifiera dans la suite de cette section

1 W = 1 s Trg = T et 10" Flla = 35012 [10%Fs.

2.4 Esquisse du schéma de convergence rapide de type Nash-Moser dans le cas
des faisceaux de £-modules localement libres

2.4.1 Estimation fondamentale du schéma de convergence rapide dans le cas des fais-
ceaux de £-modules localement libres

On désigne par € € (0,1/2) une constante fixée telle que pour toutes les matrices A € My, ,,(C)

telle que ||A|| < € on a l'inversibilité de la matrice I, + A.

Proposition 2.2 Supposons donnés w®° € Q(By), r, o € (0,1), h € N et les poids S; > 0, j =
0,....,h +1 de la norme de Holder tels que l’estimation (2.1) soit satisfaite. Supposons que le rayon
r soit suffisamment petit pour assurer l’estimation

C-o* MW w0 p < e
Supposons de plus que le poids Sp41 soit suffisamment petit pour pouvoir assurer l'estimation

0,0 0,0
Shy1llo"tw] < lwy

|7"7N |7'7Il

ol w(I)’O sont les coefficients de la forme w%° par rapport auz coordonnées choisies. Alors n%0 =

—T, w"0 est un parameétre de recalibration tel que
||w2’0||r(1—a),h+1 <6C - oo ||w0’0||72~,h

Sans I’hypothése sur le poids Sp+1 U'estimation précédente est valable pour h & la place de h + 1,
pour toutes les matrices w®’ qui vérifient la relation 0 on,o + w99 A w%0 = 0. L’hypotheése sur les
poids Sp41, comme on verra mieux ensuite, joue un réle fondamental pour la convergence vers une
solution C* du probléme (S,,).

Preuve. En utilisant la définition du paramétre %0 et la formule d’homotopie pour opérateur 0 ,
on a :

00 _ 1 3 00 _ 00 0,0y _
wy” =gy (Tr 0w — W’ AT, w™") =

= —g5 (T (W0 A w®0) + w0 AT, *0)

Le fait que ¢ € (0,1/2) implique que ||g, 1||,~(1_U),h+1 < 2 (voir les détails dans la preuve compléte,
prop 5.3 dans la sous-section 5.5.1). L’hypotheése sur le poids Sp,1 implique l'inégalité suivante :

102 AT ™1y na1 < 200l 1T 0™llr1-0) 1

2
r,h

laquelle permet de conclure. O

On obtient alors l'inégalité :

||('(12,0||T(170),h_H < 2(0 .o s(h) . ||w0,0||$’h +2C .0 5. ||w0’0|
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2.4.2 Idée du procédé itératif dans le cas des faisceaux de £-modules localement libres

Les calibrations wg’o € Q(B,,) obtenues au k-iéme pas du procédé itératif sont définies par la

S 0,0 _ 00 . o . . .
formule récursive wy’/; = Wil ey OW Thtl i= (1 — ok) et ot o € (0,1) est un parameétre qui

contrdle la décroissance des rayons des boules, (le rayon initial ry étant choisi suffisamment petit).
On choisit les quantités oy € (0,1) de telle sorte que la série Y oy soit convergente. Le rayon limite
Too 1= limg_, o Tk est alors non nul. Le paramétre 7)2’_81 € P(By,,,) qui controle la recalibration

des éléments wg’o, k > 0 au k-iéme pas du procédé itératif est défini par la formule
00 . 0,0
M1 = ~Trwy -

Les poids sont choisis de telle sorte que les estimations suivantes soient satisfaites pour tout entier
k> 0.

0,0 0,0
Sk+1||ak+1wk,1||rk,u < ||wk,1||rk,u

Sk+1[105+ g0 (k)= [y, 0 < 275 g0 (R)*

ou

g0(k) == ] 904

0<j<k

(on pose par définition go := I,,. Le symbole de produit avec une fleche vers la droite désigne le
produit non commutatif de termes qui sont écrits en ordre croissant de l'indice vers la droite). La
derniére inégalité sert a assurer un bon fonctionnement du procédé itératif, plus précisément elle
permet d’appliquer la proposition précédente a toutes les étapes du procédé. On pose par définition

. 070 . —S(k)
ag = ||wk ||rk,k et by :=H - oy - ag
Avec les notations introduites précédemment on a la proposition suivante.

Proposition 2.3 Pour tout entier k > 0 on a les estimations suivantes ;

ag+1 < H-Ulzs(k) -aj <1,

0,0
||77k+1||7“k+1,k+1 <bp<e<1/2
et les quantités ay, by tendent (avec la bonne vitesse) vers zéro lorsque k tend vers plus l'infini.

En conclusion la limite

™0 = —Ip, + Jm go(k)

est une solution du systéme différentiel (S,,).
3 Introduction au cas de &-résolution locale de profondeur homo-
logique égale & un (m =1)

3.1 Expression locale de la condition d’intégrabilité 0> = 0 dans le cas m = 1

Nous commencons par prouver le lemme élémentaire suivant.
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Lemme 3.1.1 Soit X une variété compleze et soit G un faisceau de Ex-modules. Si le faisceau G
admet des E-présentations locales, soit par exemple

g 2y g Yy g 0

une E-présentation au dessus d’un ouvert U, alors Uezistence d’une connezion 0 de type (0,1) sur
le faisceau glU telle que 0% = 0, implique Uezistence de matrices w*° € M, oD (E%I(U)), s=0,1 et

WOl € My, o (EX*(U)) telles que B = 1 - w0 et les relations

9,0 +wh . p=p. w0 (3.1)

5Jw0’0 + WO A W00 = - W01 (3.2)

soient satisfaites. Réciproquement leristence de matrices w*%, s = 0,1 et w®' qui vérifient les

relations (3.1) et (3.2), implique Uezistence d’une connexion 0 de type (0,1) sur le faisceau g, telle
que 0y =1 - w0 et 92 = 0.

Preuve. La E-présentation de glU considérée dans ’hypothése implique I’existence des £-présentations
0,q\® 0,0\® 0,
(€SN — () — G ©, & —0

pour g > 0. On aura alors l'existence d’une matrice w0 € My, p, (S%I(U)) telle que 09 = 9 - w0.
En appliquant la connexion 9 & 'identité 1 o ¢ = 0 on obtient la relation

(0,0 +w™ . p) = 0.

L’exactitude des £-présentations précédentes, (pour ¢ = 1), implique alors Iexistence d’une matrice
whl € Mp, p, (E%I(U)) telle que la relation (3.1) soit satisfaite. On obtient alors le diagramme
commutatif suivant, ayant des fléches verticales exactes :

0 0 0
g 0 G ®, &% ) G ®, &£
lu lv €y lv Ty U
(] Y@L P ® L2
9, +w? 9, + w?
ggapo J , (52,1)691)0 J , (52,2)@170
P1 01 ® L(o,1) 1 ®L0,2)

£op1 9, +wh? 9, +wh?
- > - >
U

0,1 0,2
(e Crohs

L’hypothése d’intégrabilité 92 = 0 implique

¢(5Jw0’0 + w0 A wO’O) =0
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d’oi I'existence d’une matrice w%! € Mpl,pO(E%Z(U)) telle que la relation (3.2) soit satisfaite.
Pour prouver la réciproque du lemme il suffit de considérer la connexion quotient @ obtenue par la
connexion 9, + w%? A e. O
En appliquant 1’ opérateur 8, a la relation (3.1) on obtient 1’égalité :

0,w o — WP N0, =0,p AW + 0,00,
En utilisant la relation (3.1) dans 1’égalité précédente on obtient

8,000 - o + WO AW - o — WO A - Wl =

= —wP0 . o A w0 + (w0 A w0 + 5, w!).
En utilisant la relation (3.2) on a :
0(8, w0 + w0 A W0 — WOl ) =0,
Dans notre cas ¢ est injective. On déduit alors la relation
8w + WA WO =01,
En appliquant I'opérateur 8, a la relation (3.2) on a :
0, AW — WA G W0 =0 p AW+ 0,wh
En utilisant les relations (3.1) et (3.2) dans 1’égalité précédente on obtient

_w0,0 A w0,0 A w0,0 +¢- wO,l A w0,0 + w0,0 A w0,0 A w0,0 _ w0,0 Agp- wO,l —

= —w'0 o AWO + oWt AW + 8, W),
On a donc B
go(BJwO’l — WOt A W0 4 WO A wo’l) =0.

L’injectivité de ¢ implique alors la relation

C')on’l — WOt A W0 4 B0 A WO = 0.

On a obtenu en conclusion les relations

5J<p—l—w0’0-<p :go-wl’o

et _
3Jw0,0 + w00 A 00 — 0 WOl

(*) ngl,O + w0 A b0 = 0.1 . ©

BJwO’l — w0l A W00 4 1.0 A W01 = 0.

Il faut remarquer que dans la derniére expression on n’a pas de termes du type ¢ - w®® ou w** - .
Les expressions () constituent les expressions locales de la condition d’intégrabilité 0% = 0 dans le
cas de longueur m = 1 de la £-résolution locale. La relation (3.1) est simplement une identité de
commutation.

14



3.2 Introduction a la formulation du probléme différentiel dans le cas m =1

La partie principale de la preuve consiste & prouver l’existence, pour tout € U, d’un voisinage
ouvert V. .C U de z et go = I, + n°° € GL(po,E(V)), g1 = Lp, + n*° € GL(p1,E(V)) solution du
systéme différentiel _

(¢ -g0) =0
(®) 4
9,(90" - #- 1) =0.

Si on atteint ce but on obtiendra le diagramme commutatif suivant :

: v v
¥ ¥ P @Iy

0 OS?m R Esapo 9, - (53,1‘)@1;0
.. ¢ ® Q@I

0 oFr - £ ., (Ept) o

avec ) 1= Py =P -go et ¢ == @y = go_1 - ¢ - g1. En utilisant la fidélité plate de 'anneau £x
sur 'anneau Ox , (voir la preuve compléte, section 5.6 pour plus de détails) on peut conclure. En
reprenant un calcul fait dans le cas m = 0, mais valable en tous les cas, on a :

B - go) = ¥(8,7*° + w®® A %0 4 w00),

Si d(1-gg) = 0 alors 'hypothése d’exactitude implique ’existence d'une matrice n%! € Mphp()(cc,'g(’1 (U))
solution de 1’équation
8,70 4 W90 AP0 4 . O 4,00 = .

On a donc que I’équation précédente est équivalente avec 1'équation 9(¢) - gg) = 0. Si on pose par
définition
wg,o — 90_1(3J770’0 F w0 ARO0 4 0Ly 00

on aura la validité de la relation éwn =Py - wg’o. De fagon analogue, si on pose par définition

110 [ — - )
wy” == g1 (0,00 + w0 AR+ Ty + w10),

wg’l — gl—l(ano,l + WOl A 770,0 + w0 /\,,]0,1 + 7]0,1 A wg,O + wO,l)

on aura la validité des relations (voir article pour les détails des calculs en général prop 5.1 de la
sous-section 5.2)

5] (107] + w?]vo . (7077 = (’077 . w%vo
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a 1
0,0y +wy” Ney® = gy - wy

4 1,0 1,0 , 1,0 0,1
O wy” +wy” Nwy™ = wy’” - oy

5 0,1 0,1
8 ’ _w”7

1 1
Wy A w("),o + wn’o A wg’ =0

lesquelles sont analogues & la relation (3.1) et aux relations (*) considérées précédemment. En
utilisant I’hypotheése d’exactitude on obtient le lemme suivant.

Lemme 3.2.1 Pour tout choirz de matrices w®°, w®', s = 0,1 qui vérifient les relations (3.1) et
(*) on a que Uexistence d’une solution g := (go,g1) du systéme différentiel (X) est équivalente a
Vezistence d’une solution 1 := (n®°,nh0,n%Y), g = g(n), du systéme différentiel quasi-linéaire

8,700 + w00 A0 4 . g0t + w00 = 0
(S0) 4 8,nM0 +whO AnhO 4yl g w0 =0

8,090 + WOt AP0 4 w0 A Sl 4 W0l =0

qui n’est rien d’autre que le systéme différentiel

s,0
wy =0
0,1 _
wy =0
s=0,1.

On a besoin de 'hypothése d’exactitude de la £-résolution locale seulement pour prouver que les
systémes (X) et (S,) sont équivalents. A partir du moment ol on s’intéresse seulement au systéme
(S,) 'hypothése d’exactitude n’a plus aucun intérét. En termes précis on a la proposition suivante.

s,0

Proposition 3.1 Supposons données des matrices w*°, w%!

,s=0,1 et ¢ telles que
5Jg0 + w0 p=¢- whl.
Alors les relations B
aon,o + w0 A W0 = WOl
(*) ngl,O 4+ w0 A Wt = 0. @

8,00 — WOl A W00 4 w0 A WO =0

constituent les conditions d’intégrabilité du systéme différentiel (S,).

4 1Idée de la preuve du théoréme 3 dans le cas général d’une &-
résolution locale de longueur arbitraire

4.1 Premiére étape : présentation de I’expression locale de la condition d’inté-
grabilité 0% = 0

On pose par définition I, := {(s,k) | s = 0,....,m, k = —1,....m — s, (s,k) # (0,—1)}. On
utilisera dans la suite la convention qui consiste & négliger les termes d’une somme ou d’un produit
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si I’ensemble des indices sur lesquels on effectue ces opérations est vide. On a le lemme suivant.

Lemme 4.1.1 Soit donnée 0 — EPPm Ly EDPm—1 A EN £SO 2, Edpo N G, — 0 une

E-résolution locale de longueur finie. Alors lexistence d’une connezion O de type (0,1) sur le faisceau
0,k+1

s+kaps(€X " (U)) pour (s, k) € In,

, on aura la validité des relations O = 1 - w0 et

G telle que 0° = 0, implique Vezistence des matrices w** € M,
telles que si on utilise identification ps = w1

k+1
0,0k + Y (1)t A T = 0. (4.1)
j=—1

On obtient alors le diagramme commutatif suivant, ayant des fléches verticales exactes :

0 0 0
g 0 G ®, & 4 g ®, &£
lu lv &y TU v €&y “U
() Y ®Lo,1 P QLo
3 0,0 a 0,0
5(?110 aJ tw R (52,1)69170 aJ tw R (52,2)6‘51)0
1 01 ® L(o,1) 1 ®@ L9
5 1,0 A 1,0
5@1)1 aJ tw (50,1)69101 aJ tw (50,2)®p1
U U U

T T T

La figure 1 montre les matrices w®* qui sont représentées par des fleches dans le diagramme suivant
lequel représente le complexe déterminé par la E-résolution locale (p,) dans le cas de longueur
m = 4.

0 oo I 2 3 4 5
Po
wl,fl w01
wl:0
1
w21 whil w02
w20
P2
w31 w2l wli? w03
w30
p3
w1 w3l w2? Wl W04
w0
b4
Fic. 1 -
Dans la relation (4.1) on utilise les conventions formelles w®~! := 0, w™ := 0 et w** := 0 si
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s>m+1ouk >m—s+ 1. Le diagramme suivant montre les matrices qui interviennent dans la
relation (4.1) pour (s, k) = (1,2), dans le cas de longueur m = 4.

0 1 2 3 4 5
po
wh—1
Wi

P1

Wbl
P2

w2l w w053

5 wi:2
P3 J
w30
whd | w41
P4
Fic. 2 -

On considére le cas m = 4 ceci étant le cas de longueur minimale pour laquelle on voit le probléme
en toute sa généralité. Les relations (4.1) pour les indices k > 0 constituent les expressions locales
de la condition d’intégrabilité 9 = 0 de la connexion O relativement & la E-résolution locale choisie.
Les relations (4.1) pour les indices (s,k) = (e, —1) représentent simplement des identités de com-
mutation. La liberté homologique qui caractérise le choix des matrices w®* est exprimée par une
action de semi-groupe qui aura une importance considérable dans la preuve du théoréme 3 et qu’on
expose dans la sous-section suivante.

4.2 Deuxiéme étape : la notion de recalibration

On commence avec les définitions suivantes. On pose par définition
L) = P GLpsEx(U)).
$=0,...,m

On considére I'(U) avec la loi de groupe naturelle induite par les groupes GL(ps, Ex(U)).

Définition 4.1 La classe [p, 1] de E-isomorphisme de la E-résolution locale (p,1) est l'ensemble
des E-résolutions locales (¢,1) de longueur m au dessus de Uouwvert U pour lesquelles il eziste
g € T(U) tel que le diagramme suivant soit commutatif.

Opm Pm . P2 ) ¢1 . oD 4 . .
0 5UP e . EUPI 5UP0 gIU O
gm |1 91\2 90\2 I
Dpm Pm R Y2 0@ Y1 0O w _ R
O EUP e 8Up1 EUPO g|U 0

On a alors que [, 9] = {(pg,%y) |g € T(U)} ot 9y := 9 - go et @54 := gi'y * s - gs- Ensuite on
désigne par

QU, 0g,%9,0) C D My, pip.EXTHD))
(s,k)EIm
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I’ensemble, non vide par I’hypothése d’exactitude de la E-résolution locale (¢, ), constitué par les
éléments w = (w*)sp, w™* € My, p, (825k+1(U)) tels que w* ™t = o4, Oy = 1Py - WO et la
relation (4.1) soit satisfaite. Ensuite on définit la “fibration”

QU, [, 9],0) == [] U, ¢4,%,,0)

g€r(U)

au dessus du groupe I'(U), dont les éléments seront appelés calibrations et ’ensemble des parameétres
au dessous de 1'ouvert U

PU)C P My, pEX )

$=0,...,m
k=0,...,m—s

constitué par les éléments n = (n**)sx, n°F € My, . pe (Eggk(U)), tels que I,,+n*° € GL(ps,Ex(U)),
$=0,...,m. On munit P(U) de la loi de semi-groupe donnée par le produit extérieur des parameétres
qu’on définit de la facon suivante; si 1, 72 € P(U) on désigne par n1 Ane € P(U) le paramétre
dont les composantes sont définies par la formule

k
ak 1k -7k_ j ), j
(m Am)** =i g+ YT A
Jj=0
L’élément neutre de cette loi est le zéro. Considérons maintenant ’application
R:PU) x QU,[p,¢].0) — U, p,9],0)
(n,w) — wy

ou les composantes de wy sont définies par récurrence sur k, pour tous les indices (s, k) € I, par la
formule (ici on utilise les définitions formelles 7>+ := 0, =17 := 0 et %1 := 0)

k+1 k—1
—1
s,k __ s+k,0 5 .8k s+j,k—j $,J k—j, s+j,k—j 8,7 s,k
g = (T 0"00) - (B, 4+ ST W T Ay = ST ()R g 4 07 (4.2)
j=0 j=—1
0 1 2 3 4
Po
1,-1]"
_Wn .
|10
P1 \w"
1,1 2
/A
P2
R
>l : 120 203
s : : 77 30\ % j -1
\\\w ? N 93
| =1
i3
Pa
Fic. 3 -
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Le diagramme précédent montre les matrices qui interviennent dans la définition de la matrice w717’2
dans le cas ol la longueur de la résolution est égale & 4. Le lecteur peut alors essayer avoir une
perception visuelle de la formule de recalibration (4.2). On appelle R application de recalibration et
on dit que wy, est la recalibration de w avec paramétre de recalibration 7. Dans la suite on utilisera
aussi les notations gs = gs(n) = L,, +7°Y, Py = tPy(y)- Avec la premiére notation on a évidemment
-1

= w;’(;)l. On remarque aussi que si w € Q(U, @, 1, 9) alors pour tout n € P(U), la recalibration

R(n,w) = wy, de w détermine le diagramme commutatif suivant :

.7
W

0 : :
Gy ? Gy ®c, &' ’ G, 8, &
Pn Py @ Lo) Pn ®Lo2)
5?”0 EJ + w2’0 (52,1)@p0 gJ + wg’o (52,2)@1)0
w%,—l wy' T @I w%’_l ® L(0,2)
8591)1 5J + w%,o (52,1)@p1 31 + w717,0 (52,2)@101

On a la proposition fondamentale suivante.

Proposition 4.2 L’application de recalibration R est bien définie et constitue une action de semi-
groupe transitive sur l’ensemble Q(U, [, ], D).

4.3 Troisiéme étape : introduction a la formulation du probléme différentiel

La partie principale de la preuve consiste & prouver l’existence, pour tout € U, d’un voisinage
ouvert V.C U de z et g € I'(V) solution du systéme différentiel

O -go) =0
(E) 5,] (gs__ll *Ps 'gs) =0
s=1,...,m.

Bien évidemment résoudre ce systéme différentiel équivaut & trouver une autre £-résolution de glv
dans la classe [p, 9], a partir de la E-résolution donnée (p,1), de telle sorte qu’elle admet des
matrices de connexion w*? nulles. La fidélité plate de & x,z sur Ox , permet alors de conclure que
le faisceau Ker 0 est analytique cohérent, (voir la section 5.6 pour les détails).

On a le lemme suivant.
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Lemme 4.3.1 Pour tout choiz de calibration w € Q(U, @,v,0) on a que Uezistence d’une solution
g € T(U) du systeme différentiel (X) est équivalente a l’existence d’une solutionn € P(U), g = g(n),
du systéme différentiel quasi-linéaire

k+1
o, + Z WSTIPRI A s g (—1)Fps 1AL A w;”l +wk =0
Jj=0
(Sw)
k=0,....,m
s=0,...m—k

qui n’est rien d’autre que le systéme différentiel

w,s,’t =0

s=0,....m

t=0,..,m —s.
On a besoin de 'hypothése d’exactitude de la £-résolution locale seulement pour prouver que les
systémes ¥ et (S,) sont équivalents. A partir du moment ol on s’intéresse seulement au systéme
(S,) 'hypothése d’exactitude n’a plus aucun intérét. On a seulement besoin d’avoir le complexe

vertical (w*~!). La notion de recalibration existe encore et elle est une action de semi-groupe. La
proposition suivante permet de traduire notre probléme en termes purement différentiels.

Proposition 4.3 Supposons données des matrices w* € Mps+k,ps(52(’k+1(U)), (s, k) € I, telles
que
Wb wb T =0, s=2,....m

et
0w w0 STl = 80 s =1, m.

Alors, pour k > 0, les relations ((4.1)s k)

k+1
ést’k + Z (—l)k_jws+j’k_j Aw =0
j=—1

constituent les conditions d’intégrabilité du systéme différentiel (Sy).
A partir de maintenant on désignera par
0,k+1
QU,m) C @ My, (Ex T (U))
(s,k)ELm

s=1,—1,, 8—1 _

I’ensemble constitué par les éléments w dont les composantes vérifient la condition w w

0, s =2,...,m et la relation (4.1).

4.4 Quatriéme étape : introduction au schéma de convergence rapide de type
Nash-Moser

4.4.1 Idée de la preuve de ’estimation fondamentale du schéma de convergence rapide

Soit w € Q(B1,m). Pour r € (0,1) on définit la quantité

ap(w,r) == max{||w** |, 4|0 < s <m,0 <k <m— s}
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On remarque que, par définition de la norme de Holder, la quantité aj(w,r) tend vers zéro lorsque
le rayon r tend vers zéro. Pour tout o € (0,1) on définit les rayons

rpi=r(l—10-op)

pour [ = 0,...,m + 1 ol on pose par définition oy, := o/(m +1). A partir de maintenant on désigne
par € € (0,1/2) une constante fixée telle que pour toutes les matrices A € My, ,. (C) telle que
|A|l < € on a l'inversibilité de la matrice I, + A.

On désignera par S(w®*™!) une suite de poids qui vérifie I'inégalité |lw® (|1 g(,) < +o0. Venons-en
maintenant & la partie essentielle de la preuve du théoréme. Avec les notations introduites précé-
demment on a la proposition suivante.

Proposition 4.4 Supposons donnés w € Q(Bi,m), r, o € (0,1), h € N et les poids 0 < S; <
Sj(w), j=0,....,h+1 de la norme de Hélder || - ||rp+1. Supposons que le rayon r soit suffisamment
petit pour assurer l’estimation

L-o;5mM)  gp(w,r) < e

m

ot L = L(w*™!) > 0 constante positive et s(m,h) € N, (m > 0, h > 0) une fonction affine
strictement croissante par rapport & la variable h et la quantité ap(w,r) est calculée par rapport
au poids Sj, j = 0,...,h. Supposons de plus que le poids Spi1 soit suffisamment petit pour pouvoir
assurer l’estimation :

k k
Shatl0" wp e < Myl

pour tout k = 0,...,m, s =0,....,m —k et |I| = k+ 1. 1l existe alors le paramétre de recalibration
n € P(Br(1—o)) dont les composantes sont définies par la formule de récurrence décroissante sur
k=m,...,0

n®k .= —T,

Tm—k

(ws,k s HRALL A skl (ks Lkt ws,fl)

tel que les estimations suivantes

. — h
1" llr—oypir < L-om’ ™ - ap(w,7), (4.3)

ok — ,h
(| ||r(1—a),h+1 <L- Ums(m ) -ap(w,r)? (4.4)

soient satisfaites pour tout k =0, ..., m.

Sans I’hypotheése sur le poids Sp41 l'estimation (4.4) est valable pour h & la place de h + 1, pour
toutes les matrices w®* k > 0 qui vérifient la relation (4.1), une fois qu’on a fixé les matrices du
complexe vertical w* ! et les poids 0 < S; < Sj(w), j =0,...,h+1. L’hypothése sur les poids Sp1,
comme on verra mieux ensuite, joue un réle fondamental pour la convergence vers une solution C*
du probléme (S,,). On "pose” (voir la preuve de la proposition 5.3 pour l'interprétation correcte!)
s,k _ .5k s+k+1,—1 s,k+1 _1\k,s—1,k+1 s,—1
Wyl =Wt w An + (=1)"n Aw
On obtient ’estimation (4.4) a I’aide d’une récurrence croissante sur les indices & > 0. Le probléme ici
consiste dans le fait qu’on ne peut pas avoir un controle quadratique sur le terme wf,’_l. Précisément
les termes qui posent un probléme pour obtenir ’estimation quadratique relativement aux matrices
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k . . . o e

wp sont les termes qui apparaissent dans la parenthése de la définition des composantes n**. En
. -1

effet on peut écrire wy’™ " sous la forme

w%,—l — (]I + 95—1,0) i ws,—l i (]I + ,'75,0)
avec un controle
10° lle1—o)ns1 < 20°°lr1-0)nr1
sur la norme de la matrice 8%°. Ensuite en décomposant 1’expression de la matrice wf,’_l a l'aide de

’expression précédente on arrive i séparer le terme génant 7*® A w® ™! pour les indices adéquats
dans la deuxiéme somme. On a donc :

ws = g5+k(0 n** + (termes quadratiques) + wn[k+1])

On obtient alors en utilisant la formule d’homotopie pour ’opérateur BJ I’expression :

Wi K _ 93+k(T”m . Bwa] fH] + (termes quadratiques)).

Le lecteur Comprend donc lexigence d’avoir une estimation quadratique de la norme A+ 1 du terme

T, .0 wn[k+1 On observe que dans le cas (s,k) = (0,m), (k =m = s =0) on a que le terme

wf,[,lf L) Se réduit & w®™. On remarque que la relation ((4.1)g,m) est la seule, parmi les autres relations

((4.1)e,4), qui ne présente pas de facteurs de type w* ! dans les termes quadratiques. Le diagramme
suivant montre les matrices qui interviennent dans la relation ((4.1)¢m)-

0 w0 1 2 3 4 5 6
Po
w01
D1
w0,2
D2
w2 %3
p3
o w3l w22 wl:3 w04 5J w4
wh
D4
FiG. 4 -

On déduit alors a ’aide de I'inégalité (2.1), I'estimation quadratique de la norme h + 1 du terme
T 8Jw0’m. Une récurrence décroissante sur les indices & = m,...,0 combinée avec le fait que les
matrices w vérifient la condition d’intégrabilité (4.1) montre ’estimation quadratique

H Tm— kaw k+1]||r1 0),h+1 <Q- Om s(moh)

pour tout k =0,...,m, (ot > 0 est une constante positive).
On explique maintenant oil intervient I’hypothése sur le poids Sp41 dans la preuve de ’estimation
(4.4). Pour obtenir celle-ci on doit estimer les normes du type [[w** A 7**(|;(1—¢), n41- L'hypothése
faite sur le poids Sp41 nous permet d’obtenir ’estimation

[|lw®® A 77"'||r(1—a),h+1 < 2/|w** ||, - ||77"°||r(1—a),h+1-

Voici certaines des idées principales de la preuve de la proposition.
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4.4.2 Esquisse du procédé itératif

Les calibrations wy € Q(By,, m) obtenues au k-iéme pas du procédé itératif sont définies par
la formule récursive wgy1 = Wk, p,,, O Te41 := rx(1 — o%) et ot o € (0,1) est un paramétre qui
controle la décroissance des rayons des boules, (le rayon initial ¢ étant choisi suffisamment petit).
On choisit les quantités o € (0,1) de telle sorte que la série > oy, soit convergente. Le rayon limite
Too := limj_, oo 7 est alors non nul. Le paramétre g € P(Br,,,) qui controle la recalibration
des éléments wy, k > 0 au k-iéme pas du procédé itératif est défini de fagon analogue & celle de la
proposition précédente en fonction de la calibration wy. Les poids sont choisis de telle sorte que les

estimations suivantes soient satisfaites pour tout entier £k > 0 et t =0, ..., m.

t it
Sk+1||8k+1w1:,[||rk,u < ||w]:;,I||Tk7M’ (4.5)

Sk 105 ga (k)= Iy, i < 275 | g (B) = 1, (4.6)
ou

N
9s(k) == H 9s,j
0<5<k
(ici on rappelle qu’on pose par définition go := I, et que le symbole de produit avec une fléche vers
la droite désigne le produit non commutatif de termes qui sont écrits en ordre croissant de l'indice
vers la droite). Cette derniére inégalité sert & assurer un bon fonctionnement du procédé itératif,
plus précisément elle permet d’appliquer la proposition précédente a toutes les étapes du procédé.
On pose par définition

ay = max{||w,sg’t||7nk,,c [0<s<m,0<t<m-—s}
et

by, := H - a;;gcm,k) - ay Om, k := 0k/(m + 1)

Avec les notations introduites précédemment on a la proposition suivante.

Proposition 4.5 Pour tout entier k > 0 on a les estimations suivantes ;

ap+1 < H - J;:ECm,k) a2l <1, (4.7)
ot
1_1 0. —

||wli+1 ||rk+1,k+1 < 4f|w* 1||1,S(w'f1) (4.9)

et les quantités ay, by tendent (avec la bonne vitesse) vers zéro lorsque k tend vers plus linfini.

L’estimation (4.9) montre que la norme du complexe vertical n’explose pas. La condition (4.6) sert
aussi 4 assurer cette inégalité. Si on pose par définition

H
nk):= N n
1<j<k

(ici aussi le symbole de produit extérieur avec une fléche vers la droite désigne le produit non
commutatif de termes qui sont écrits en ordre croissant de l'indice vers la droite), le paramétre de
recalibration sur la boule B, on aura la formule wy = wy ), grace au fait que la recalibration R
est une action. On a alors la proposition suivante.
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Proposition 4.6 La limite
n:= lim n(k)

k—o0
existe en topologie C"* pour tout h > 0 et constitue un paramétre de recalibration n € P(B,.,),
solution du probléme différentiel (S,,).

Le fait que 7 constitue une solution (de classe C*°) pour le probléme différentiel (S,,) est clair. En
effet

£ t
=
et
. t .
||w};’t||roo,0 = klgglo w2 ree,0 < klglgo ap =0

ce qui montre que 1 € P(B,_,) est une solution du systéme différentiel (S,,).

5 La preuve compléte du théoréme 3 dans le cas général de longueur
arbitraire de la £-résolution locale

5.1 Premiére étape : Preuve de ’expression locale de la condition d’intégrabilité
=0

On commence par rappeler la définition de ’ensemble d’indices
Iy, = {(s,k) | s=0,....m, k=—-1,....m —s, (s,k) # (0,—1)}.
Avec cette notation on a le lemme élémentaire suivant.

Lemme 5.1.1 Soit X une variété compleze et soit G un faisceau de Ex-modules.
(A) Supposons que le faisceau G admet des E-présentations locales et soit

£ £y g0 Ly g 0

une E-présentation au dessus d’un ouvert U. Alors ezistence d’une connezion 0 de type (0,1) sur
le faisceau G, telle que 0% = 0, implique l’ezistence de matrices w*® € M, . (E%I(U)), s=0,1c¢€t

wl e Mpl,po(f/’g(’2(U)) telles que O = 9 - W0 et

5Jg0+w0’0-g0 = -wh?, (5.1)

0,0 4+ OO A W00 = . WL, (5.2)

Réciproquement Uezistence des matrices w®°, s = 0,1 et w»' qui vérifient les relations (5.1) et (5.2),
implique Uezistence d’une connexion 0 de type (0,1) sur le faisceau g‘U telle que 0 = 1 - w0 et
9> =0.

(B) Supposons que le faisceau G admet des E-résolutions locales de longueur finie et soit

0 5Pm 0y gopnoy NSt 22 gom 81, gomo Yy gy
U U U U U
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une telle €-résolution. Alors Uezistence d’une connexion 0 de type (0,1) sur le faisceau glU telle que

9% = 0, implique Uezistence des matrices w** € My, p, (525k+1(U)) pour (s, k) € I, telles que si

on utilise lidentification @, = w® ™! et les conventions formelles WO =0, w =0 et w* =0
sis>m+1ouk>m—s+1, on aura les relations 0y = 1 - w0 et

k+1
0,w™F + " (~1)F It A T =0 (5.3)
j=-—1

pour tout (s, k) € Ip,.
Réciproquement Uezistence des matrices Wk qui vérifient la relation (5.3)_ implique existence d’une
connezion 0 de type (0,1) sur le faisceau glU telle que 0v = 9 - w0 et 02 = 0.

Preuve de (A). La preuve de (A) a été donnée dans la sous-section (3.1). On rappelle qu’on obtient
le diagramme commutatif suivant, ayant des fléches verticales exactes :

0,1 0,2
g 9, ®e, &y 9, ®e, v

() Y ®Lo,1) P QL2

copo O+ 0y +w™
U

A

0,1 0,2
(5U )EB;DO (5U )@po

P1 1 ® Lo, 1 @02

8, + who 8, + who
_ > _ >

gle]‘am (gg,l)eam (52,2)69111

Preuve de (B). Pour (s,k) = (1,-1) et (s,k) = (0,0) la relation (5.3) exprime les relations
(5.1) et (5.2) de la partie (A) du lemme. En appliquant I'opérateur 0, aux identités ¢;—1 0 ¢ =0
on obtient inductivement, de la méme facon utilisée pour obtenir la relation (5.1), I’existence d’une

matrice w*? € M, ,. (E%I(U)), s=1,...,m telle que

3J‘Ps + w0 Ps = Ps w"?.
Ces relations constituent les relations (5.3) pour (s,—1), s = 1,...,m. On va montrer maintenant
l'existence des matrices w®*, k > 1 qui vérifient la relation (5.3) & l'aide du procédé récursif
triangulaire suivant. Pour un couple (s,k), s =0,....,m —1 et k = 1,...,m — s on suppose avoir déja
défini w™ pour o +k < s+ k, k < k+ 1, et on applique 'opérateur 8, & l'expression ((5.3)sx—1)
pour k£ > 1. On obtient alors la relation suivante :

k k
Z (_1)kf]fl(-§st+],kfjfl AwSd — Z ws—|—],k*‘]*1 A 5.1(*;3’] —0.
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En explicitant les termes 0 ,w**® dans la relation précédente (qui bien évidemment, grace a ’hypo-
these de récurrence précédente, vérifient la relation ((5.3)s.s) pour les indices voulus) on obtient :

k
Z (—1)F T Lys Rl A s Ik A ST 4
j=-1

k k—j—1
+ Z Z (_1)r+1ws+j+r,kfjflfr/\ws+j,r/\ws,j +
j=—1r=-1

k—1 j+1
+ Z Z (_1)]frws+],kfjfl AWSTTI=T A ST — ws—Hc,fl A a]ws,k —0.
j:—lr:—

En faisant le changement d’indice j' = j + r, ' = j dans la deuxiéme somme et en rappelant que
w* b A w1 = 0 on obtient :

k
w BT A (8, Wtk + Z (—1)F I @S FaR=I A i) = 0.
i=1

s,k+1

L’hypothése d’exactitude nous permet de choisir w telle que la relation

k
ést,k + Z (_l)k—jws+j,k—j /\ws,j — ws—|—k—|—1,—1 A ws,k—H
i=1

soit satisfaite. Ce type de récurrence peut se visualiser grace au tableau de la figure 5. L’hypothése

k

m
IT&me pas
Ier pa

0 m s
Fia. 5 -

de finitude de la longueur des £-résolutions locales de G permet d’arréter ce procédé aprés un nombre
fini d’étapes. On a donc prouvé la premiére implication de la partie (B) du lemme. Le réciproque
dans la partie (B) est évidemment une conséquence banale de la partie (A) du lemme. O
Les relations (5.3) pour les indices k > 0 constituent les expressions locales de la condition d’in-
tégrabilité 0> = 0 de la connexion relativement & la £-résolution locale choisie. Les relations (5.3)
pour les indices (s, k) = (o, —1) représentent simplement des identités de commutation.

Si on désigne par Py(U) C P(U) le sous-semigroupe des paramétres tels que n*° = 0 on a que la
restriction de la recalibration Ry : Po(U) x QU, [p,],0) — QU, [¢,v],0) est une application
fibrée qui contrdle la liberté homologique qui caractérise le choix des matrices w*®*® relativement aux
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E-résolutions locales (pg,14), g € T(U).

Remarque. A partir de maintenant le lecteur doit tenir compte du fait que certains des calculs et
formules qui suivront n’existent pas dans le cas de longueur m = 0 de la £-résolutions locale, autre-
ment dit dans le cas des faisceaux localement libres. Cependant les calculs qui survivent ont encore
sens et ils font partie de notre preuve (différente de la preuve donnée par Grothendieck-Koszul-
Malgrange) dans ce cas. On rappelle aussi qu’on utilise la convention qui consiste & négliger les
termes d’une somme ou d’un produit si ’ensemble des indices sur lesquels on effectue ces opérations
est vide.

5.2 Deuxiéme étape : le formalisme du procédé itératif

On commence par prouver la proposition suivante.

Proposition 5.1 L’application de recalibration R est bien définie et constitue une action de semi-
groupe transitive sur l’ensemble Q(U, [, ], 0)

Preuve. Nous commencons par prouver que ’application R est bien définie. On prouve d’abord les
. 5 0,0
relations 0, = 9y, - wy . En effet on a :

Opy = 0 go +9p - I =4 - (™" + ™ A0 + W) =

=4 (0 + WO AP0 + Wb AR+ W0) = g, - wg,o'

On prouve maintenant que les matrices wy'® vérifient la relation (5.3) pour l'indice k = —1, autrement
dit on veut montrer la relation :

5 ,,5—1 s—1,0 s,—1 _  s,—1_ 5,0
O wpy™ " +wy wy T = wpy Wy’
On commence par développer le terme éwf,’_l, en utilisant la relation (5.3) pour 'indice k = —1,

relativement aux matrices w®®. On obtient alors les égalités suivantes :

a —1 — a —_ _
Oywy ' =g, - 0,951 g5 - wh L get
+g;_11 ' a}ws’il -gs + g;_ll cws L. éJgs =

= —g; 10,7 0 + WO A0 4510 LTy

s,—1

‘H*Jn . g;I(EJ,’?s,O _I_ws,O /\ns,O _i_ws,O)'

-1

L=1. %=1 = 0 et en rajoutant et en soustrayant le terme -9,

w 1, .,s—11,

En rappelant que w®™ Lwh Ty

-1 4 .y . 5 s,—1 .
wp' & la derniére expression de dwyy’~ , on obtient :

s—1,0  s,—1
n wy ©+

5wa7’_1 = —w
+w;9],—1 i gs—l(ans,O +ws,0 A ns,O + ns—l,l /\w;;,—l + ws,O) —

s—1,0
n

s,0

_ C,5—1 s,—1
= —w Wy +(.u,7 Wy

28



On va montrer maintenant la validité de la formule (5.3) pour tous les indices, relativement aux
matrices wy’®, avec un procédé récursif analogue a celui qui nous a permis de définir les matrices
w**. Voici les détails de la récurrence. Pour un couple (s, k), s =0,...,m, k =0, ...,m— s on suppose
avoir déja montré la relation

Kk+1
8 wan + E N ]wg+]ﬂ€*] /\w;;,] =0 ((5.3)%',16)
j=—1
pour ¢ = s, k = —1, ..., k — 1. En développant le terme en 0 ', de I'expression suivante on a 1’égalité :

9, wSk + E k Jw;;“’k_] ANwp? =

j=-1
k+1 k+1
— 1 —_ 9 5+k70 S,]C ) S+j7k7j S7j — — ki.] 8+j,k7j 9 5] _
gs+k( o0,n A wp —i—ZBJw An Z( 1)" Jw AO,m
J=0 J=0

_Z(_ k]aJ,',’S-H,k J/\w Zns-ﬂ,k ]/\awﬂ_'_Bw )+
j=-—1 j=-1

k
+ ) (- 1)F Wi T A Wi = (Ay).
j=-1
En développant les termes 0,wtik=J et (iwf}’j a l'aide respectivement des expressions (5.3) et

((5.3)5”) on obtient :

k+1
(4,) = 95+kws+k+1 _1<(‘9 ns,k-i—l n Zws+j,k+1—j /\ns,j) +
=0

k+1 k—j

-1 k—j—r+1, s+j+rk—j—r s+j,r S,
+gs+k(ZZ(—1) IR ITEA WP A
j=0r=—1 j=0

(_1)k_jws+j5k_j A éJnS,] _

M=

k k=1 j+1
_Z(_ 1)k=99,ns+ik= J/\w,]_l_z Z 1)7 Ttk J/\wS-I-TJ ’/\w”-l-aw )_,_
j=—1 j=—1lr=-1

k
+ ) (—D)F Wi R A wid = (Ay).
j=—1

En faisant le changement d’indice j' = j+r, v’ = j dans la premiére somme double et en développant

les premiers facteurs wy S+3%=J e la derniére somme on a :
k+1
_ =1  s+k+1,—-1({ 45 _sk+1 s+j,k+1—j $,J -1 3 sk
(4s) = g7 (aJn + Y Wk A J) Fgrdw
i=0
J+1
+ Z k —j+1 +kws+],k—] A (aJns,y _I_Zws—l—'r,]—r /\778,7‘)"}'
j=—1 r=0
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k—j+1
k —j 1 s+j+r,k—j—r s+7,r s+7,k—j $,J _
+ Z s+k( Z w An + W) Awp? = (A3).
j=—1 r=0

En rappelant que gs4j,0 =1 s+k—|— 775+9’ en décomposant les termes extrémes de la somme Zk g1

et en décomposant les facteurs wy” qui apparaissent dans les produits wSTIk=3 A wy 5J on obtient les
égalités suivantes :

k+1 k
(A3) = g;jkws—kk—kl,—l(ajns,k—kl + Zws+j,k+1—] A — Z (_1)k+1—],’75+],k+1—] /\w;;,j) n
j=0 j=-1
— k . . . j_l . . .
+gs_—}}kast’k + Z (_1)k—]gs—_&kws+‘7,k—] A ( Z (_1)]—T+1,’78+T‘,j—7' /\w;,r +ws,j>
j=—1 r=-—1
k k—j

b 30 ST T A i = (4
j=—1r=1

En faisant le changement d’indice j' = j+r, r’ = j dans la derniére somme double on a finalement :

k+1 k
(Ag) = gs_jkwﬁ—kﬂ (8 n® k+1 + Zwé’ﬂ,lﬂ—l —J A n*d Z (_1)k+1—3ns+a,k+1—1 /\w;‘;d) +
7=0 j=—1

k
-1 (a3, sk k—j, s+j,k—j sJ\ — , s+k+1,—1 s,k+1
+gs+k(3Jw + Z(—l) TWwsTIE=I A\ w 7) = wp A wp

s,k N P .
). On a alors qu’a la fin de cette récurrence toutes les matrices

ce qui justifie la formule ((5.3)y
wi’k vérifient la relation ((5.3),). Montrons maintenant que I’application R est une action de semi-
groupe. On se propose donc de montrer la formule R(n2,wy,) =: Wy, n, = WyiAge qui en termes de

5,k 5,k )
composantes s’exprime sous la forme wp} p, = wm Ane Pour tout k > —1. On montre la formule pré-
cédente par récurrence sur k. On remarque que la formule est évidente pour kK = —1. En explicitant
I’expression de ‘*)757’1]?772 et en utilisant I’hypothése de récurrence on a :

k+1 k—1
s,k _ 9 s,k s+7,k—j 8,5 k—j s+j,k—j 5, _
Wnime = gs+k 2(8.]772 + Zwm Ang™ — Z (=1)"7n, A wm/\m +twy”gs2) =
k+1
_ —1 5 s,k 5  s+j,k—j S,
= (gs+k,1 'Qs+k,2) [Qs+k,1 : 3J772 + Z 3J771 Any +
j=1
k+1k—j+1 k41
+j+r.k—j— s+j,r 8,7 ik y
+Z Z wSHIHTR=I =T A St /\722]‘1‘2&15“ TN Gsjamy—
j=1 r=1 j=1
1
k+1k—j—1 k-1
k r s+]+7‘k j—r s+, s+ik—j
_Z Z 7= /\(}J J /\77 Z(_l) gs-l—kl Uy /\wm/\ng—l_
j=1 r=-1 j=—1
(2)
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k+1 k—1
. o . ik _
+(3J77f’ + E wSHIR=I A E (—1)k=dpstak A wpd +w®F '95,1)95,2] = (By).
j=1 j=—1

~ ~ >
~~ ~~

(1) (2)

En rappelant I'expression du terme 8, (71 A n2)**, en faisant le changement d’indice j' = j + r,
r" = j dans la premiére et deuxiéme somme double et en regroupant opportunément les termes on
obtient :

k+1

(B1) = (gs4h1 * Gotk,2) " [5J (m Am2)** + Z WTPRT A (m Amp)™ 4w —
7=0
(1)
. j+1 . .
_ Z ]C -7 5+];k 7 A (aJ,,,,;:.] _I_wa]j""a]_"' An;ar +wf]i]) _
j=—1 r=0

. 7
-~

(2)

- _. .
o Z (_1)k Jgerk,l '778+] 7A wm/\m] = (B2).
j=-1

En utilisant ’hypothése de récurrence et la définition des matrices wy?’,,, on peut écrire le terme
entre parenthéses rondes sous la forme suivante :

J+1 J
aﬂhﬂ +Zws+r,] r/\nsr + Wl ,J _ Z( 1)] rn;—i—m T/\wm/\nz +wn1/\nz
r=0 r=—1
On aura alors
k+1 ' ' '
(B2) = (9ot - gsk2) ™" |3, (m )™+ - w IR T A (A o) 4w
=0
! k—
+ b) + bl bl
_Z Z TSJ JAnS " A
j=1r=-1
k—1 k—1
—j (. s+ik— +7.k— +ik—
_ Z (—1)F J(ns e AL .7) /\wm/\nz _ Z( 1)k th0 A 3t J/\wm/\m]

En faisant le changement d’indice j' = r, ' = j —r dans la somme double et en regroupant ce terme
avec les deux derniéres sommes, on obtient le terme cherché wmk,\m La transitivité de ’action R est
complétement claire par les calculs qui ont permis de prouver que 'action méme est bien définie [J
On va considérer maintenant quelques formules utiles pour le procédé itératif de la convergence
rapide qui sera exposé en détail dans la sous-section 5.5.2. On explique formellement les étapes du
procédé itératif. On désigne par wy := w € Q(U, ¢, 4, 0) le choix initial de la calibration w. Au

k-iéme pas du procédé itératif on suppose avoir obtenu la calibration wy € Q(U, [¢,4],0) et avoir
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déterminé le parameétre 7,1 € P(U) en fonction de wg. On définit alors la calibration wgyq =
R(Nk+1,Wk) = Wk, .- Si on pose par définition

ol le symbole de produit extérieur avec une fléche vers la droite désigne le produit non commutatif
de termes qui sont écrit en ordre croissant de l'indice vers la droite, on aura la formule wg = wy ),
grace au fait que la recalibration R est une action de semi-groupe. Si on pose par définition g(k) :=
g(n(k)) € T(U) on aura que les composantes de g(k) sont définies par la formule

—
H Gs,j5
0<j<k

pour s = 0,...,m, ol g; := g(n;) et go := I, (ici aussi le symbole de produit avec une fleche vers la
droite désigne le produit non commutatif de termes qui sont écrits en ordre croissant de l'indice vers
la droite). On écrit maintenant, & ’aide de cette derniére définition, les composantes n(k)*t, ¢t > 1
du parameétre 7(k) défini précédemment, sous une forme utile pour la convergence vers une solution
d’un probléeme différentiel qu’on exposera dans la troisiéme partie.

Lemme 5.2.1 Pour tout entier k > 1 on peut écrire les composantes n(k)*t, t > 1 du paramétre
n(k) sous la forme

( Z Z /\ gs—|—0"('r,r) (-77" o 1) _,'7]5_:'0(7"’"),7';;(7)+1—r *Gs+o(r,r) (jr)_l )gs(k) (5-4)

TEAL Jedy(p(r)) 1<r<p(T
ot

t
Ay = TENt|Tj7éOZ>Tj_17é0,ZTj:t ,

j=1

p(7) = max{j | 7; # 0},

Te(p(7)) :=A{J € {1, k}"7) [ j1 < .. <o},
p(r)+1-r

(1)-
o'(r,r) := Z T, et o(r,r):= Z

=1

T

Remarquons que Ji(p(7)) =0 si k < p(7).

Preuve. On remarque que l'expression (5.4) est évidente dans le cas k = 1,2. Il est immeédiat de
vérifier & I’aide d’une récurrence élémentaire la validité de I'expression (5.4) pour t =1l et k > 1
entier quelconque. Dans ce cas la formule (5.4) s’écrit sous la forme

k
= (Y onl -1 0.0)) - 0b)
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On montre maintenant la validité de ’expression (5.4) en général a I’aide du procédé récursif suivant.
On suppose vraie la formule (5.4) pour les composantes n(k)*7, j =1,...,t+1, k > 1 et on prouve
la formule pour la composante n(k + 1)*!+! En effet on a

n(k+ 1) = (k) Amgy) > o=

sit+1
Zn(k)s’“'l 'gs,k+1+gs+t+1(k) 77k+41- +Z77 s+y,t+1 J /\77 o=
j=1

— ( Z Z ) 9s(k+ 1) + gsqi1(k) - Ukrlrl +

TEA 1 JETR(p(T))

oy > A ) Agerj(k) -l =

J=17€A 15 JEJR(p(T)) 1<r<p(T)

k+1
(ng+t+1 ]_1 St+1 () 1)'gs(k+1)+

(X X ek (X Y ) aktn=

TEA+1 JEJR(p(T)) TE€EA1 JEJp11(p(T))
p(1)22 p(T)>2 )=kt

k+1

(ng+t+1]—1 SR C) ) BYACE VRS (8 DI SR PYA(E)

TEAt+1 JE€Jgy1(p(T))
p(1)>2

ce qui prouve la formule (5.4) pour la composante n(k + 1)%t+1. [l

5.3 Troisiéme étape : la formulation du probléme différentiel

La partie principale de la preuve consiste & prouver l’existence, pour tout € U, d’un voisinage
ouvert V. .C U de z et g € T'(V) solution du systéme différentiel

oY - g0) =
(2) { 9,(9:)1 - ¢s-95) =0
s=1,..,m.

Bien évidemment résoudre ce systéme différentiel équivaut & trouver une autre £-résolution de glv
dans la classe [, 9], & partir de la £-résolution donnée (¢, 1) de telle sorte qu’elle admet des matrices
de connexion w®? nulles. Maintenant on va prouver les deux résultats suivants.

Lemme 5.3.1 Pour tout choiz de calibration w € Q(U, @,1, ) on a que lexistence d’une solution
g € T(U) du systéeme différentiel (X) est équivalente a l'ezistence d’une solution n € P(U), g = g(n),
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du systéme différentiel quasi-linéaire

k41
d,m*F + Z WSTPE=I A s g (—1)Fps—LAFL A wf}’_l +wk =0
=0
(Sw)
=0,....,m
s=0,....,m—k.

La proposition suivante permet de traduire notre probléme en termes purement différentiels.

Proposition 5.2 Supposons données des matrices wsk € Mps+k,ps(52(’k+1(U)), (s, k) € I, telles
que w* Ll wS T =0 pour s =2,...,m et O,w L + w0 WS = WS w0 pour s =1,...,m.
Alors, pour k > 0, les relations ((5.3)s k)

k+1
d,w™k + Z (—1)F=I s Tk=T A %7 =0
j=—1

constituent les conditions d’intégrabilité du systéme différentiel (Sy).

Venons-en maintenant a la preuve du lemme 5.3.1.

Preuve du lemme 5.3.1. Soit g € T'(U) une solution du systéme (3). On écrit les composantes
de g sous la forme gy =1, + n*0. Avec ces notations le systéme (X) s’écrit sous la forme

oy =0
(Z1) { B,wy =0
s=1,...,m.

On rappelle que les calculs utilisés pour montrer que ’application de recalibration R est bien définie,
(proppsition 5.1) nous donnent les égalités :

Oy = - (9,0 + w0 A 700 4 00)

—1

3 -1 —-1,0 -1 —1/5 — -1
aJUJZ’ — _w,’s? I wz: + w’f]a . gs 1(8_]778,0 + wS,O A 775,0 + ,',’S 1,0 A wga + wS,O)

s=1,...,m.

L’hypothése d’exactitude de la E-résolution locale implique alors 'existence d’une matrice %! €

Mpl,pO(Eg(’l(U)) telle que
1

9,n"% + ij”j An*7 + w0 = 0.
J=0

L’équation précédente est bien évidemment équivalente & 1’équation wg,o = 0 (remarquons que la

dépendance effective des matrices w;,’o du paramétre 7 est limitée aux composantes 7**, k = 0,1).
On a donc que I’équation du systéme (S,), relative aux indices (s,k) = (0,0) est satisfaite. On
obtient alors & ’aide d’une récurrence croissante sur les indices s = 1, ..., m relatifs aux expressions
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précédentes des matrices éJw;;’_l et de I'exactitude de la £-résolution locale, ’existence de matrices
n®l € M,, ., p, (E%I(U)), s =0,...,m telles que wf,’o = 0 pour les indices en question. Ces équations
ne représentent rien d’autre que le systéme différentiel quasi-linéaire

1
éJns,O + Zws—kj,fj A ns,j + ,'7371,1 A w;,fl + ws,O -0
(S1) j=0

s=0,....,m.

qui est évidemment équivalent au systéme (X). On rappelle aussi que les calculs relatifs a la bonne
définition de l'application de recalibration R, nous donnent les égalités

k
3 S,k ki] 5+]1k7] Syj —
0,wy” + Z (=) wp ANwp? =

j=—1
k+1 k

_ —1 s+k+1,—-1(5  sk+1 s+7,k+1—7j 8,7 k+1—j, s+75,k+1—j 8,7 s,k+1

= gy xW (8J77 +Zw J ’/\7)7—2(—1) IpsTd TAwp? + w )
j=0 j=—1

On obtient alors & l'aide d’une récurrence triangulaire, analogue & celle qui nous a permis de choisir
les matrices w®* dans la premiére étape de la preuve, Uexistence des matrices n°* telles que wf,’k =0
pour s =0,...,m, k= 0,....,m. Le systéme formé par ces équations est bien évidemment équivalent
au systéme (S,,), ce qui prouve le lemme. O
Venons maintenant & la proposition 5.2. On commence par prouver la nécessité des conditions d’in-
tégrabilité pour le systéme (S,,). La suffisance de ces conditions sera prouvée dans 1’étape suivante
de la preuve du théoréme 3.

Preuve de la nécessité des conditions d'intégrabilité pour le systéeme (S,). On commence par
prouver la validité des relations ((5.3)s %), ¥ > 0 4 1'aide d’une récurrence croissante sur k = 0, ..,m.
On rappelle que, le fait que par hypothése on dispose des relations w* b~ 1. ws 1 =0, s =2,....m
et ((5.3)s,—1), combiné avec le fait que les équations du systéme (S,,), relatives aux indices (s,0) ne
représentent rien d’autre que les équations wf,’o = 0, implique la validité des équations 0 wa,’_l = 0.
On suppose par hypothése de récurrence la validité des relations ((5.3)s,;) pour j = —1,...,k — 1.
En utilisant la validité des équations du systéme (S,,) et en appliquant 'opérateur 0, a ’équation
relative aux indices (s, k) de ce systéme on obtient les égalités suivantes

k+1
0=20,w"" g — (~1)Fw™* A D,n>0 + Z 0, wsTIk=i N s —
j=1
k+1
_ Z(_l)kfjws+],kf] A 8]"]5’] + (_l)kajnsfl,k+1 /\w;’fl —
=1
k+1 k—j+1
= ngsik . gs — Z Z (_l)k_j_rw5+j+rak_j_r /\ ws+jzr /\ /rlsaj _
j=1 r=-—1
k+1 . . . .
_ Z(_l)k—]ws-}-j,k—] A aJns,] + (_1)kaJ7)5_1’k+1 A w;’_l.
=1
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En faisant le changement d’indice j' = j + 7, v = j dans la somme double on obtient

k+1 j+1
0= ést’k - gs — Z(_l)k*Jwﬁ-J,k*] A (ans’] + Zwﬁ—rﬂﬂ" A ns,r) +
Jj=0 r=1
k+1

_‘_(_l)kCr_)Jnsfl,kJrl /\w;’fl — <5st,k +Z(_1)kfjws+j,kfj /\ws,j) - gs +
§=0

k+1
+(_1)k (ans—l,lc-f—l i Zws+j,k—j A ns—1,j+1) A w;,—1 _
=0

k+1
_ <5st,k + 37 (~1)Fiw ik /\ws,j) . G-
j=-1

L’inversibilité de gs permet alors de conclure la preuve de la nécessité des conditions d’intégrabilité
((5.3)e,k), £ > 0 pour le systéme (S,). O
La proposition 5.2 nous suggére de considérer les définitions suivantes. On définit ’ensemble non
vide

Q(Uap) - @ Mps+kaps(5g(,k+1(U))a
(s,k)EIm

L=1. %=1 = ( et la relation

p = (p1,..,Pm), constitué par les éléments w = (w*'),; tels que w’™
(5.3) soit satisfaite. Si on dispose de matrices wy " € Mp,_, p.(Ex(U)), s = 1,...,m qui vérifient la

relation écrite précédemment on peut définir I’ensemble
QU wp ™) = {w € QUp) |3g €T(W) ™' = w7}

dont les éléments seront encore appelés calibrations. Les calculs relatifs & la proposition 5.1 per-
mettent d’étendre la recalibration R & ’application

R:PU) x QU,wy ") — QU,wy™ )

laquelle est encore une action de semi-groupe. A partir de maintenant on va considérer plus géné-
ralement la recalibration en termes de l'application définie précédemment. Venons-en maintenant

4 un préliminaire technique avant d’exposer la preuve de I’existence des solutions pour le systéme
différentiel (S,,).

5.4 Détails sur le choix des normes et sur ’opérateur de Leray-Koppelman

A partir de maintenant on va supposer que U = B1(0) est la boule ouverte de C" de centre
lorigine et de rayon unité. Si A € My,(C) on définit la norme [[Al| := sup,cc_{oy [[Av||/[[v] et
siu = Z"I‘:q uy dzy est une (0, q)-forme & coefficients des (k,[)-matrices a coefficients dérivables
jusque a l'ordre h > 0, on définit une norme de Holder invariante par changement d’échelle

letllry by pyq 5= D Sjag 7O

|I|=q
|| <h
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ou

1/ (z) = F(QI
— "
17, : sup 1/ (2)[ + ZE%% (A P

avec 44 € (0, 1) une constante fixée une fois pour toutes dans notre probléme et (Sg)x>0 C (0,00), Sp :=
1 est une suite de réels qu’on construira ensuite et qui vérifie I'inégalité

-1
S’]C < [ ma)i (04+,3):| Sj Skfj

(67

pour tout £ > let j =1,...,k—1 On remarque que si le degré q > 1 on a que la norme |||, p,q tend
vers zéro lorsque le rayon r tend vers zéro. On désignera par C; hopt (BT, M;,;1(C)) 'espace de Banach
de (0, q)-formes sur la boule fermée B, & coefficients des (k, l) matrices a coefficients dérivables
jusque & l'ordre h > 0, telles que la norme || - || 4,4 soit finie (on ne notera pas les dimensions des
matrices). On remarque que si u € Cg,’g(BT, M (C) et v e CO (B, M;+(C)) alors on a l'inégalité
lu Av||rpptrq < h.q " |[Vllrhp- On rappelle trés rapidement la définition de l'opérateur de Leray-
Koppelman (voir les ouvrages classiques de Henkin-Leiterer [He-Le|, de Range [Ra| et I’article de
Harvey-Polkin [Ha-Po|). L’opérateur de Leray-Koppelman de la boule unité

Ty : Cot By, Mgy (©)) — C (B, Miy(C))

pour 0 < g < mn — 1 est défini par une formule du type

Tyu(z) = / u(Q) AEy(C,2) + / u(C) A kg(¢,2)
(€B: C€dB;

ol le premier opérateur intégral s’exprime en termes des coefficients u de la forme u, par des termes
du type

(1 — Z

[ w© - Keaan0 ae K2 = 2
(EB,

et le deuxiéme par des termes du type

(é] — 2]) : Ek

ur(¢) - k((,z)do(C avec ¢, — ——
10) - k(. 2) dor(Q) K6 = e

(€0B1

l =0,...,n — 2. Pour n = 1 on pose par définition k((,z) = 0. L’opérateur de Leray-Koppelman
CO q_H(B,«,Mk,l((C)) — Cg”é‘(Br,Mk,l((C)), 0 < ¢ <mn—1 dela boule de rayon r et de centre

1 orlglne est défini par la formule 779 := (A !)* 0 T, 0 A} avec A, : By — B, ’homothétie de rapport

r. On pose par définition 15 _1, T3, := 0. Les propriétés de l'opérateur de Leray-Koppelman qui

nous intéressent sont les suivantes :

1) Pour toute forme différentielle u € Cg,’é‘H(BT, M;1(C)), —1<g<n—1on alaformule d’homo-

topie :

u=0,Trqu+ Ty q+10,u (5.5)

valable sur la boule B,.
2) 1l existe une suite de poids S = (Sk)k>0 de la norme de Hoélder introduite précédemment telle
que pour toute forme différentielle u € C0 A +1(Br, M}, 1(C)) on a lestimation intérieure :

1T ullr(1=0), n41, 0 < C -0 - [[ullr, g1, (5.6)
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avec o € (0,1), s(h) =2n+ h+2 et C = C(n,u) > 0 une constante indépendante de la régularité
h. La preuve de la formule d’homotopie est exposée dans les ouvrages classiques mentionnés précé-
demment. Une estimation analogue a la (5.6) a été déja montrée par S.Webster (voir [We-1]). Nous
utiliserons essentiellement les mémes arguments de Webster pour montrer celle-ci. La différence
avec ’estimation obtenue par Webster consiste dans le fait que la constante C' > 0 est indépendante
de la régularité h. A partir de maintenant on désignera par C' une constante strictement positive
indépendante de la régularité des formes. Pour prouver l'estimation (5.6) il suffit de se restreindre
au cas r = 1, la norme étant choisie invariante pour changement d’échelle. On considére & ce propos
une fonction p € C*®(R, [0,1]) telle que p(z) = 1 pour z < 0 et p(z) = 0 pour z > 1. On définit
alors la fonction de cutt-off x,, avec o € (0,1), par la loi
] si|z|<1-0/2
Xo(2) = { o201 (|2 —1+0/2)) si 1-0/2<]7

On aura alors, comme conséquence de l'invariance par translation de K((, z), les égalités suivantes :

Ji(z) = 0y / ur(¢ ,2)dA(C) =

(€eB1

= gle / 92 (xo - ur)(€) - K (¢, 2) dA(C) + / (1 = xo) - ur)(€) - 2K (¢, 2) AA(C)

¢EB: (€B1—Bi_o/2

pour |z| <1 — o et pour tout multi-indice || =k + 1, k£ > 0. Ici on désigne par 1, un multi-indice
tel que |14] = 1 et 1, < . La théorie classique du potentiel (voir par exemple |Gi-Tru|) nous fournit
alors les estimations

o [ g7t u)(©) KGN < Ol 07 01 o )

CEBI 1—U,N

et |02K((,2)] < C(n,p) - |¢ — 2z|'~2"~lel _ On aura alors l'estimation suivante :
1T 0,0 < Clny ) - o207 10971 (xg - ) (n,lal) - (o/2)' 72714 Y10

et donc
170 nirn < D Siall I llo,u <
la|<h+1
< il ) 07 50 550 )a 0% Py +
|a|<h BLa
o P lurllior Y S Cln,lal) - 219201
|a|<h+1

Pour un choix convenable de la suite S := (Sk)r>0, qu’on présentera ensuite, on peut se ramener a
supposer que [[p[|1, 8,4 1= D450 Salll0%pll1,u < +00 €t 30,50 Sjal - Cln, |al) - 2lel+2n=1 < 150 On
aura alors l'estimation

1710, h1,s < Clry ) - 072" - Jugl1, o+ Oy ) - 072071

Aol e wrlle, gy p +
+C -0 " P gl < C-o P flug e (5.7)
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Enfin pour estimer les termes du type
B =0 [ wQ) kedo 0= [ wl)-02k(g,2)do(0)
(€0B1 (€dB1
avec |z| < 1—o, il suffit de dériver |a|+1 fois le noyau &(C, z), de remarquer l'estimation élémentaire :

75 (2) — J5'(2)]
|2 = z|#

<le—atm / s (O)] - V2 82K(C, 20)] do(C)

(€OB,

(olt Z¢ est un point entre z et z) et les inégalités [( — 2| > 30, |( - (¢ — z)| > 30 pour (| = 1 et
z| <1 — 30. On aura alors ’estimation
E

198 11—0, e < Clms [a) - =271 g1 ,6.
Par 'hypothése faite précédemment sur la suite de poids on aura 1’estimation
121110, h1,s < C - 0™ - Jlugl1,0

laquelle combinée avec ’estimation (5.7) nous donne estimation (5.6) sur la boule de rayon unité.
Venons-en & la définition partielle de la suite S = (Sk)r>0 laquelle sera déterminée en partie par
I’exigence de satisfaire les hypothéses faites dans les calculs précédents.

Définition partielle de la suite de poids
On pose par définition

A= 7 max{ 0%l o 0% 1,0 5= 0,.0m, ),
|a|=k

By = (max{A, C(n,k)}) "' si max{Ag,C(n,k)} # 0 et 1 sinon, Dy := [max 4=k (a+,3)]*1, On

e
pose par définition Sy =1, S; = By > 0 et on définit Sk, £ > 2 a I'aide de la formule récursive

0< Sy :=min{27*By, Ry, Ly, Dy- min S;-S,_;

k {27" By, Rg, Lg, Dy (Jnin S5 - S it

ol Ry, Ly sont des constantes qui seront déterminées dans la deuxiéme étape. On désigne par S(w)
la suite de poids obtenue si on pose Ry = Lj; = 400, dans la définition précédente des poids. Avec
ces définitions on aura [lw® |15 < [lw* |y, S(w) < too. Pour simplifier les notations on identifiera
dans la suite || - | nuq = |- lrps Trg = Tr et 10" flle = 3042y 10% f[lo-

5.5 Quatriéme étape : présentation du schéma de convergence rapide de type
Nash-Moser et existence d’une solution du probléme différentiel (S,)

5.5.1 Preuve de ’estimation fondamentale du schéma de convergence rapide

Dans cette partie de la preuve on va montrer 'existence d’un paramétre de recalibration 1 des
calibrations w, lequel permettra un contréle quadratique de la norme des matrices w:]’t, t>0en
termes de la norme des matrices w®’, ¢t > 0. Ce contrdle est essentiel pour montrer la convergence
vers zéro de la norme des matrices w,'c’t, t > 0 obtenues au k-iéme pas du procédé itératif de la
convergence rapide. La convergence vers une solution du probléme différentiel (S,,) est appelée rapide
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en raison de de l'estimation quadratique mentionnée précédemment. Avant de prouver l’estimation
en question on va introduire quelques notations utiles pour la suite. Soit w € Q(B,p). Pour r € (0,1)
on définit les quantités

ap(w,r) := max{[|w*|,p [0 < s <m,0 <k <m— s},

c(w) :== max{||w5’71||1,5(w) |1 <s<m}.

On remarque que par définition de la norme de Hélder, la quantité ap(w,r) tend vers zéro lorsque

le rayon r tend vers zéro. Pour tout o € (0,1) on définit les rayons r; := r(1 — [ - o) pour
I =0,..,m+ 1 ou on pose par définition o, := o/(m + 1). Ensuite on définit par récurrence
décroissante sur k = m,...,0, les constantes Ly = Li(C,c(w)) > 0 par les formules L, := C et

L1 = max{C,2¢(w) - C - Ly }. A partir de maintenant on désigne par € € (0,1/2) une constante
fixée telle que pour toutes les matrices A € My, ;. (C) telles que ||A|| < € on a l'inversibilité de la
matrice I,,, + A. Avec ces notations on a la proposition suivante :

Proposition 5.3 Supposons donnés w € Q(B1,p), r,0 € (0,1), h € N et les poids 0 < §; <
Sj(w), j=0,....,h+1 de la norme de Holder || - ||, p+1. Supposons que le rayon r soit suffisamment
petit pour assurer les estimations

Lo(C, c(w)) - om0 g (w,r) < e

m

et ap(w,r) <1, ot la quantité ap(w,r) est calculée par rapport au poids Sj, j =0, ..., h. Supposons
de plus que le poids Sp11 soit suffisamment petit pour powvoir assurer l'estimation :

Sh+1||3h+1wf’k||r,u < ||w§’k

[r,p

pour tout k =0,...,m, s =0,...m—Fk et |I| = k+1. Si on définit les composantes n** du paramétre
de recalibration n € P(Br(l,a)) par la formule de récurrence décroissante sur k =m,...,0

ok = T, (wS,k 4 WS HRAL=T A ekl (_1)kns—1,k+1 Aws,—l) c Mps+k,ps(5§5k(3rm_k))

pour s =0,...,m — k, alors on aura la validité des estimations

17**]|,1—gypt1 < L- oS g (W), (5.8)
. v(m,h
||wn’k||r(1—a),h+1 <R- Jm(m ). ah(w, T)2 (5.9)

pour tout k = 0,....,m, avec L = L(C,c(w)) := maxy Ly > 0, R = R(C,c(w)) > 0 constantes
positives et v(m,h) :=[(m+2)-m+1]-s(h), (m >0, h >0).

Preuve. Dans les calculs qui suivront on utilisera les identifications aj = ap(w,r) et ¢ = ¢(w). On
commence par prouver ’estimation (5.8). Si on définit o,,; > 0 par la formule rj11 = 7(1 + oy )

On a que Ty, > 0. On obtient alors & l'aide de l'estimation (5.6) et d’une récurrence élémentaire
décroissante sur k = m, ..., 0, estimation suivante

||77.’k||rm_k+1,h+1 < Ly - omktbsh) g, (5.10)
laquelle prouve l'estimation (5.8). Venons maintenant & la preuve de 'estimation (5.9). Pour cela
on définit les troncatures npg := (n[t]s’k) sk € P(By,, ,) du paramétre 1 défini dans I’hypothése de
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la proposition 5.3, de la fagon suivante; n[t]s’k =0sik<tet T][t]s’k := 7% sur la boule B, ., si
k > t. Par définition de la recalibration avec parametre ny; 1) on aura alors :
s,k _ S8k s+k+1,—1 s,k+1 _1\k,s—1,k+1 s,—1
Wiy =Wt w An +(—1)"n Aw
sur la boule B, , |, pour k = 0,...,m. On montre maintenant a I’aide d’une récurrence en ordre
décroissant sur k = m, ..., 0, ’estimation quadratique

5 Wk —b(m,k,h) | 2
||Trm—k 8wa][k+1] ||7'm—k+17h+1 S Qk ) Um (m ) ' a’h (511)
ou Qk = Qk(C,c) > 0 est une constante positive, b(m, k, h) := [2(m — k) + 1] - s(h). Pour kK = m on
a banalement wgfgﬂ] = w%™. L’estimation précédente découle alors immédiatement de la relation
((5.3)0,m), laquelle peut étre écrite explicitement sous la forme

m

6 w07m —_ Z(_l)m_J wjam_j A wOJ

J
J=0

et de l'estimation (5.6). Le diagramme de figure 6 montre les matrices qui interviennent dans la
relation (5.3) dans le cas oi k = m. On remarque que la relation ((5.3)o,,) est la seule, parmi les

0 w0 1 2 3 4 5 6
Po
w01
D1
w02
D2
w2 %3
p3
. w3l w22 wl:3 w04 5ch,4
w ,0
D4
Fig. 6 —

autres relations ((5.3)a,.), qui ne présente pas de facteurs de type w* 1 dans les termes quadratiques.
Montrons maintenant l'estimation quadratique (5.11) pour 0 < k —1 < m (si m > 1, autrement il
n’y a plus rien & prouver en ce qui concerne ’estimation (5.11)) en admettant qu’elle soit vraie pour

1 < k < m. En effet en utilisant la relation (5.3) relativement aux matrices @wf,f,’ffl on obtient

1
I’expression suivante :

5 ,.,8k=1 _ ( 1\k+1, s—1,k s,—1 s+k,—1 s,k
Ban[k] =(-1) Wy AWt w ANwp’ +

k—

— k_J 5+j7k_1_j S,j

+>» (-1)w A wpr!
=0

[ary

el ] (5.12)

J

(remarquons que w%f,g U= w1 ¢tant k > 1). En explicitant a l’aide de la formule de recalibration

relative au parameétre 7y les termes w,',[’f] qui apparaissent dans ’expression précédente et en utilisant
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la formule d’homotopie pour l'opérateur 0 , on obtient :

sk _ 4 k k,0 k k., s,k s,k _
Wnpy = o,n’ + WO A sk — (=1)%n® /\wﬂk] t Wiy =

-7 d W ;I:+1] + witEO A sk — (—1)kpsk A W 0]

Tm—k

. . . - . PP . 1,2
Le diagramme suivant montre les matrices qui interviennent dans la définition de la matrice wy,

dans le cas m = 4.

0 1 2 3 4
Po N
wh—1
wh0
p1 S
\\\70,3
p2
1\;\ \w}\,z’ 5,1771’2
n b N N
p3 <
w30
N 4,—1
. wh
771’3 .
P4
Fig. 7 -

On estime donc la norme des matrices wn[k] & l’aide de l’expression obtenue précédemment, de
I’hypothése récursive et de 'estimation (5.10).

2 k)+1]-s(h
||w ||Tm pinh < Qy - Um[ (m—k)+1]-s(h) 'ai21 + ||ws+lc,0 /\ns’kHrm_k.;.l,h“‘

+||773’k A ws’0||rm_k+1,h +2c- ||7757k||1”m_k+1,h : ||77.’k||7‘m_k+1,h <

< Q- O_T;L[Q(mfk)-f—l]-s(h) . a12-b+
+2Lk (m k+1)- () h+2c L2 (m k+1)-s(h) a%-

On a alors prouvé I'estimation quadratique

- -k .s(h
||w7l[k ||7"m k+1,P < Hk . O'mQ(m +1)-s(h) , 0’127,

(k> 1), ou Hy, = Hi(C,c) > 0 est une constante positive (on remarque que le terme quadratique
2¢ - ||n5’k||rm,k+1,h : ||7]"k||rm,k+1,h, et donc le dernier terme

2C . L% . O',r_n2(m_k+1)s(h’) . a%
de la derniére inégalité précédente, sont présents seulement si k = 1 du fait que w,;EtO] =w*¥sit > 2).

On estime maintenant la norme ||7, 0, W, k= 1||rm wio.ht1 @ l'aide de Iexpression (5.12) et de

m—k+1
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I’estimation obtenue précédemment. On a :

ok—1 —s(h)
0 Wil

I,

T o1 ht1 < 2c-C-op

k
||7'm—k+27 ||w;}Ek]||7'm—k+17h+

- 2
+k-C - Jms(h) (ah +2- ||77.’k||7‘m—k+1’h’) <

<2-C- Hy- ol rDFHsh) g2

2
+k-C- O'ms(h) (ah+2c Lk Om —(m—k+1)-s (h)-ah)

ce qui prouve l'estimation (5.11) pour lindice £ — 1 et donc pour tous les indices k = 0, ..., m.
[ici aussi on remarque que les termes quadratiques (2c)? - [|n*¥||2 et donc les termes qui en
dérivent

Tm—k+1:0
2

(26 Ly - o m—kr1)s(h) ah)

et qui apparaissent dans ’estimation précédente, sont présents seulement dans le cas k = 1. En effet,

pour arriver a cette conclusion il suffit de tenir compte de la relation wn[’f] =w*l sij<t—1dans

(m k=1,h) figurant dans I’estimation

Pexpression (5.12). Le cas k = 1 est celui pour lequel le “poids” o
de la norme [T, ., 0, w'k 1||rm wis,ht1 €st le plus grand]. On est maintenant en position de
prouver U'estimation (5. 9) On pose par définition 6°0 := (I, +n*%)~! —1,,, € M,, ,,.(Ex(Br,,))- Le

fait que sup,ep,_,__, |ln%°(2)|| < e < 1 implique l’egahte

O3 1y
j=1

(a priori la série précédente est convergente en topologie C° vers 1’élément 0*° de classe C*, mais
une étude élémentaire plus précise, dont on n’aura pas besoin ici, montre que ’estimation précédente
SUD,ep, (\_,, In*%(2)|| < & < 1 est suffisante pour assurer la convergence de la série en topologie C*
pour tout h). L’inégalité

||7750||r 1—o)ht1 < Lo - o s gy < e <172

implique la convergence de la série précédente en topologie Ch“’“(Br(l_U)) et permet d’effectuer
les estimations

[e o]
0 04 0
”05’ ”r(lfa),h—kl < Z ||7IS’ ||Z(1_g),h+1 < 2”"75’ ||r(170),h—|—1
=1
et |lg=t llr(1-¢),n+1 < 2. On utilisera ces deux inégalités et I'estimation (5.11) obtenue précédemment
pour prouver l'estimation (5.9) sous la forme plus précise suivante :

[lwy ||rl o)htt < R o, ~[(k+2)m+1]-s(h) | g2 (5.13)

ot R, = R (C,c) > 0 est une constante positive. Nous considérons pourtant I’expression suivante
de w,‘;’k, pour tous les indices k =0, ..., m

k k-1
k_ o1 (5 k= p i ks tik—i p 5
W =Gy <8Jns’k+ E W TIE=I A ST — E (=) R A wpd

+(_1)kns—1,k+1 A 05—1,0 A ws,—l 4 (—1)k7ls_1’k+1 A 95_—11 . ws,—l A ns,O + w';;illf+1]) =
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k—1

1 o k—j_ s+jk—j J
=94k ( Tm— ka w’?k+1+zws+] ]/\77 Z(_l) JUS—H ]/\ng‘l'
7=0 §=0

(= 1)ks LT A @510 A T g (—1)kps LA+ A 9§_11 WS A ns,O)_
Dans le cas k = 0, ’expression précédente s’écrit sous la forme :
w;,o _ gs—1 ) (Trm 5Jw%f?] F w0 A0 4B A g0 A s L A 9;11 CwS LA ns,o)_

On estime maintenant la norme ||wZ’O||T(1,U),h+1. L’hypotheése faite sur le poids Sp41 implique 'in-
égalité

lw*® Al —gy,nr1 < 21w Nl 1770l 1=y i1

laquelle combinée avec les inégalités 10%°(|.1— o)1 < 2[0*°llr1i-o)ht1s 1198 lr(—o)pa1 < 2, Ves-
timation (5.10) et lestimation (5.11) pour k = 0, prouvée précédemment, donne les estimations
suivantes :

—(2m+1)-s(h) .

,0
lwn lr(1—-0),h+1 < 2Q0 - om a2 + 4wl p - 1050l r(1—0) pt1 +

+2c- ||7787171||r(170),h+1 ' ||9571’0||r(170),h+1+

+4c- ||773_1’1||r(1—a),h+1 : ||773’0||r(1—a),h+1 <

—(2m+1):5(h)

<2Qp - o ah +4Lg - am(m+ )-s(h) a%-i—

—(2m+1)-s(h) | 2

+4c- Ly Lo - o s ay.

ce qui prouve 'estimation (5.13) dans le cas k¥ = 0. On montre maintenant ’estimation quadratique
(5.13) pour tous les indices a l'aide d’une récurrence croissante sur k = 0,...,m — s, appliquée &
I’expression précédente de la matrice w77 et a l'aide de 'estimation quadratique (5.11). On sup-
pose vraie I'estimation (5.13) pour tout j = 0,...,k — 1 et on considére l'estimation suivante dans
laquelle on utilise comme précédemment ’hypothése faite sur le poids Sp41 de la norme de Holder
et I’hypothése ap <1 :

—[2(m—k)+1]-s(h) 2

||w ||r 1-0),h+1 <2Qg - om a’h,+
k
+4> N - I 1oy psr
=0
k—1
‘|'Z ||775+j’k_j||r(1—a),h+1 : ||wf,’j||r(1—a),h+1+
§=0

+8c- ||775_1’k+1||r(170),h+1 : ||77.’O||r(170),h+1 <
< (2Qk +4(k +1) - L) - oM g2y
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k-1
=0

+8c¢ - Lk—|—1 LO O'm(2m+1) s(h) . a%.
La derniére inégalité implique évidement I’estimation (5.13) et donc I'estimation (5.9), ce qui prouve
la proposition 5.3. O

5.5.2 Bon fonctionnement du procédé itératif

Dans cette partie on va établir les hypothéses qui permettent d’appliquer l'estimation fonda-
mentale (5.9) & une étape quelconque du procédé itératif. On commence par préciser les parameétres
qui contrdleront les étapes de la convergence rapide. Pour cela on définit d’abord les parameétres
ok := e %72 qui controleront les restrictions des rayons des boules, lesquels sont définis de facon
récursive par la formule ;1 := r¢(1 — 0% ) pour tout entier k& > 0. Bien évidemment le rayon limite

= li = 1-—

Too i= lim 7y ro] [(1—ow)

est non nul étant — > 72 (log(l — o) < Cst) po 0k < oo. Ensuite on désigne par r(k,l) :=
k(1 =1 -omp), 1 =0,...,m+ 100U 0py = 0r/(m + 1). Pour le choix du rayon initial on considére
les suites numeériques

k=1-j  —y(m,j)-2k=1-i
ag(r) = ag(r HH2 o v(m,j) ’

k—1
Br(r) = bo(r)" - H P2 gmy(mag)2k T

ou by(r) :==H - am(gn +1)-s(0) -ag(r), H > 0, P > 0 sont deux constantes (dépendantes seulement de
m) et y(m,j) est une fonction affine strictement croissante en j. On rappelle que par définition de
la norme de Holder on a que la quantité ag = ag(r) tend vers zéro lorsque r > 0 tend vers zéro.

Avant de faire le choix du rayon initial on a besoin du lemme élémentaire suivant.

Lemme 5.5.2 ] existe p € (0,1) tel que;

, pour tout r € s P| LES SETTIES NUMETIGUES aR\T) € k\T) SONl CONVETGENLES.
A tout € (0, p] les séri iri k>0 DI t t
(B)

o0
li 0, i
i Yo =0, g 5= e

(C), pour tout r € (0, p| et entier k > 0 on a les inégalités ay(r) <1 et Bi(r) < e

Preuve. Par le critére du rapport il suffit de vérifier que les suites In(ayy1/ag) et In(Bi+1/Bk)
tendent vers —oo lorsque k tend vers +oo. En explicitant les logarithmes on a :

k—1 k-1
In(ayy1/ag) = 2" - (lnao(ﬂ) +27 (I H)Y 277 =271 w(m, §)277 lnam,j) -

—v(m,k)Inop,, +1InH
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k—1

k—1
In(Brr1/Bk) = 2" - (ln bo(p) +27 (InP) Y 277 + 27 Zv(m,j)z‘j) +7(m,k) + In P.
j=0 J=0

11 suffit donc choisir p > 0 suffisamment petit pour assurer les inégalités

o0 o
Inag(p) +2 '(InH) D 277 +2713 w(m,5)[j + 2+ In(m + 1)]277 <0,
3=0 §=0

o o0
Inbg(p) +2 "(InP) Y 277 +271) y(m, )27 <0
=0 §=0

(se rappeler la définition de o). On aura alors la convergence voulue pour les suites In(og1 /o) et
In(Bk+1/PBk)- Le fait que pour tout entier k > 0 les quantités ag(r) et Bi(r) tendent monotonement
vers zéro lorsque r tend vers zéro, implique par le théoréme de la convergence dominée les conclusions
(B) et (C) du lemme. O
D’apreés le lemme précédent on peut choisir le rayon initial 79 € (0, p] de telle sorte que l'inégalité
Y oreo Br(ro) < 1/2+1/(41n2) soit satisfaite. Dans la suite on notera oy, := ag(ro) et B = Bx(ro).
On définit maintenant le parameétre ng41, qui contréle la recalibration des calibrations wyg, & > 0
au k-iéme pas du procédé itératif (on désigne avec wy = w le choix initial de w associée au systéme
différentiel (S,)), de la fagon suivante ; on définit récursivement en ordre décroissant sur ¢t = m, ..., 0
les matrices

t it +t41,—1 A1 —1,t+1 —1 0,
My = ~Tr(km—t) (wf; + wp Ay + (_1)t771§+1 Awy, ) € My, 1 p.(Ex (Br(e,m—1)))

et on pose 741 == (UZf_l)s,t € P(By(k,m))- On va justifier ensuite 'estimation sup,¢p, ||7]Z’_El(z)|| <e€
s,t

qui assure l’inveftibilité de la matrice gsx41. On définit alors les matrices w,sc’j_l = W €
My, .\ ps (Eg(’Hl(BTkH)) pour tout ¢ = —1,...,m. Les constantes Ry, L; qui apparaissent dans la

définition des poids S = (Sk)x>0 de la norme de Holder sont définies par les formules :

Ryyq = maX{HwZ’,tIHrk,u /”ak—i_lwliztlnrk,u 0<s<m,0<t<m—s, |I|=t+1},

Litr = max{Zikilngs(k)ilHrk,u /Hak+lgs(k)i1”rk7u |0 <s<m}

pour tout entier £ > 0. Ici on suppose que max{||wf€’tl||m“ [0<s<m,0<t<m—s, |I|=t+1}>
0, autrement il n’y a rien & prouver. Avec ce choix des poids S; > 0 on aura que les inégalités

»t »t
Sk+1||ak+1w1:,1||rk,u S lez,IHTk,N’ (5-14)

Sk 10" g0 (B) ry e < 2757 ga (B) I, (5.15)
seront satisfaites pour tout entier kK > 0 et t =0, ..., m. On pose par définition
ay = max{||w,sc’t||Tk,k [0<s<m,0<t<m-— s},

—(m+1)-s(k
by = H -, W
proposition suivante.

~ag et ¢ = c(wo). Avec les notations introduites précédemment on a la
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Proposition 5.4 Pour tout entier k > 0 on a les estimations suivantes ;

g1 < H -0, a? <1, (5.16)

7 g, k1 < bk <€ < 1/2, (5.17)
—1

lwpy N k1 < 4e (5.18)

ot H := max{R(C,4c), L(C,4c)} > 0 et les inégalités ay, < oy, by < Bi.

Preuve. On montre les trois estimations précédentes a ’aide d’une récurrence sur k > 0. Pour £ =0
on a d’aprés le lemme 5.5.2, la validité des inégalités ag(r) < 1 et Sy(r) < € < 1/2. On est donc
en position d’appliquer la proposition 5.3, laquelle assure les inégalités (5.16) et (5.17) pour k = 0.
On obtient alors ’estimation ||77I’0||r1,1 < 1/2 laquelle, pour les calculs faits dans la preuve de la
proposition 5.3, assure les inégalités ||ng % llr1,1 < 2 qui assurent donc ’estimation (5.18) pour k£ =0,
car

—1 —1
w™ s, L w0 - llgsalle e
Supposons maintenant par hypothése récursive que les estimations (5.16), (5.17) et (5.18), sont
vraies pour tout [ = 0,...,k — 1. L’inégalité (5.16) implique alors 'inégalité
by < P- eV(mil) 'b12
pour les indices en question. On obtient donc les inégalités a; < oy < 1, b < B; < €. Le fait que
par hypothése inductive on dispose de l’estimation ||w,'c’71||rk,k < 4c permet alors d’appliquer la

proposition 5.3 laquelle assure la validité des estimations (5.16) et (5.17) pour [ = k. En particulier
Pestimation (5.17) assure la validité de ’estimation

o0
||nk+1||rk+1,k+1 S IBk <e< ]‘/2'
On passe maintenant & l’estimation des normes ||w,sc’;11||rk +1,k+1- On a par définition des matrices
“’k+1 I’estimation
771 - y
||wlsc+1 ||rk+1,k+1 < |lgs—1(k +1) 1||rk+1,lc+1 jw? 1||7'k+17k+1 “|lgs(k + 1)||Tk+1’k+1'
La condition (5.15) sur les poids implique que pour tout k£ > 0 on dispose de l'inégalité
+1 —k—1 +1
gs (k 4+ 1)F g, k01 < U275 gy g, k01 - 195 (R)* g, ke

L’ hypothése inductive nous permet alors d’effectuer les estimations suivantes pour k > 1

k+1 k+1
lgs (B +1)F |y, k1 < H (1+27) H 9355 1y, <

k+1 k+1

0
< e [T 10l 7 Ve exp (2023 1 ,5) <
j=1

< +/e-exp (Z(InZ)i 5J> <2
=0

(rappeler le choix initial du rayon 7). On obtient donc I’estimation voulue ||w1i:11||m k1 < e,
ce qui conclu la preuve des trois estimations (5.16), (5.17) et (5.18) pour j = k et donc pour tout
entier positif k. O
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5.5.3 Preuve de la convergence vers une solution du probléme différentiel (S,)

Avec les notations introduites précédemment on a la proposition suivante.

Proposition 5.5 . Les limites
7t = lim n(k)®'

k—00

§s=0,....m, t=0,...,m — s existent en topologie C’““(BTOO) pour tout h > 0 et elles constituent les
composantes du paramétre de recalibration n = (n*')s, € P(B,,,), solution du probléme différentiel

(Sw)-
Preuve. Nous commencons par prouver l'existence des limites
gs := ];[195] hm gs(k) =1Ip, + kli—>Igo 77(’9)8’0
J>

en topologie C’W(BTOO) pour h > 0 quelconque et le fait que les matrices g; sont inversibles. On aura
alors n* = g, — I,,. On déduit immédiatement de la proposition 5.4 les estimations ||, ||, » <

Br < 1/2 et ||ge(k)|r n < 2 pour tout k > h. Le fait que g5(k+1) — g5 (k) = 7];’_21 -gs(k) implique
les estimations suivantes :

,0 ,0
195 (k + 1) = gs(k)llree,n < 1M1 llre, 1195 (B)llroe,n < 2l e, < 26k
pour tout £ > h. On a alors

h

Z Hgs(k + 1) - gs(k)Hroo,h < Z ||gs(k =+ 1) - gs(k)Hroo,h +2- Z Br < 0o
k=0

k=0 k=h+1

et donc 'existence des matrices g; € C"*(B,,, Mp, ,,(C)) pour tout h > 0 telles que

Too?

gs = lim gs(k) = Ip, + Z(gs(k +1) — gs(k))

k—o00
k=0

en topologie C"*(B,_.). D’autre part 1’égalité

gs(k + 1)_1 - QS(k) ! Z k+1

Jj=1

permet d’effectuer les estimations suivantes :
llgs (k + 1)71 —9s(k)~ ||roo,h < llgs(k 1||'roo, Z ||77k+1 Too, b = 4||7]k+1||roo,h < 4B

pour tout k > h, lesquelles assurent la convergence de la série
[e's) h 0o
Z lgs(k + 1)_1 - gs(k)_lnroo,h < Z lgs(k + 1)_1 - gs(k)_lnroo,h +4- Z Br < 00,
k=0 k=0 k=h+1

ce qui prouve I'existence des matrices ps € C"*(B,,, M, .(C)) telles que ps = limg_o0 gs(k) ™! en

Too?

topologie C"#(B,_.), pour tout A > 0. On a alors ’égalité Ip, = limg o0 g5(k) -gs(k)™! = g5+ ps, qui
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montre que gs € GL(ps, £(Br.,)) et ps = g; . Montrons maintenant ’existence des limites 7° pour
t > 1. En rappelant I’expression des composantes n(k)%!, ¢t > 1, du paramétre (k) introduite dans
la sous-section 5.1 et en tenant compte de l’existence de la limite g € I'(U) prouvée précédemment,
on déduit qu’il suffit de prouver I'existence des limites

. +0o(7,7), Tp(r r CN—
ILI{:O Z /\ gs—f—U'(T,T)( 1) s,ﬂ (7). Totrya- *Gsto(r,r) (.77“) !
JeTk(p(1)) 1<r<p(r)

7 € Ay, t > 1 en topologie C*(B,..), avec h > 0 quelconque, pour obtenir I’existence de la limite
n*t € My, ,,p,(EY(Br,,)). 1l suffit donc de prouver que pour tout h > p(7) la limite

lim Y- Hllg. = 1) 75" 9o (i) " lreo =

Jedg(p(r)) r=

g Y S TT el - 00 i)

I+p=p(7) I€Jp(l) =1
1,p>0

p
> I NgeGr =1 05 - gor) Hirwosn

I€p,k(p) T=1

est finie. Ici on pose par définition Jp, 4 (p) :={J € {h+1,..,k}P | j1 < ... <Jjp}, Jn(0) = Jhx(0) :=
0, (rappeler qu’on utilise la convention qui consiste & négliger les symboles de somme et de produit
si 'ensemble d’indices sur lequel on effectue ces opérations est vide). On considére pourtant les
estimations suivantes pour 1 < p < p(7)

Jm > HHQ- = Dllrao, 195 reasts 190 ()™ re,n <

IEJh k(p) 7=1

P k .
. _ . j—h-1
<vgn S sa<egm S ogasepm S (0 g
JE€Ink(p) T=1 JEJp,k(p) j=h+p

La derniére limite est finie par le critére du rapport, rappeler en fait que limg_ oo Sk+1/8c = 0,
d’aprés la preuve du lemme 5.5.2. On a donc prouvé l'existence du paramétre limite n € P(B,_,).
Prouvons maintenant qu'’il constitue une solution (de classe C*°) pour le probléme différentiel (S,,).
En effet I'existence de la limite 7 en topologie C***(B,_,), pour h > 1 implique les égalités
wit = lim w®', = lim w®"*
K koo MK) koo K
en topologie C*~1#(B,_ ). En rappelant I'inégalité ay < oy, obtenue dans la preuve de la proposition

5.4 on obtient

w2 lrn 0 = Jim wy Hr0 < lim aj, =0,

ce qui prouve que 1 € P(B,_ ) est une solution du systéme différentiel

st

wp =0
§=0,....m
t=0,....m—s

qui n’est rien d’autre que le systéme différentiel (S,,). O
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5.6 Cinquiéme étape : fin de la preuve du théoréme 3

L’étape précédente montre qu’on peut se ramener & considérer le diagramme commutatif suivant.

; :
0— (Kerd), — Gy — G, &, &
QZ\-- b ¥ ® Lio,1)
0 0o . gm0 9, (£01)@ro
. ¢ ¢ ®Io,)
0 0o - £Om 9, (€01)@m

avec V := B, 9 := 1, et ¢ := ¢1 4. Ce diagramme est exact, sauf pour 'instant au niveau des
premiéres fléches verticales & gauche. Pour conclure il nous reste donc a montrer I’exactitude de la
suite

ngl Ly Oé‘jpo w—‘) (Keré)lv -0

On identifie ¢ = (@1, ..., Pp, ), on désigne par ¢f € Ox (V) la k-éme composante de ¢;, et on pose
par définition
Ak,z = Ow(ﬁllﬂ,z +o Tt oz‘ﬁgl,w A0,

Le fait que (apg - &) N Op = ap, (par définition de fidélité plate de l'anneau &, sur I’anneau
0. On peut aussi déduire 1’égalité précédente en utilisant un résultat beaucoup plus simple, i.e la
fidélité plate de anneau des séries formelles  £,/m®(E;) = @ en x, sur anneau O, (voir[Mal]))
implique la surjectivité du morphisme

@l O — RO(4)
ou RO (¢) = RE() NO®Po désigne le faisceau des relations holomorphes de . On pose par définition

F = Im(z/;|__ : (939”1 — (Ke?"é)w)

. . Q.. Y. .
L’exactitude de la suite Q9P y Opo 1 F — 0 et la platitude de I'anneau &, sur 'anneau O,
impliquent I'existence du diagramme commutatif exact

5 b.®I
gom _PL. gom V.81 ®0, & — 0
]I\ ]I\ a\
em Plogr g, e
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avec ) p &k,y ®o, oy = Dk &k,y “fry - Onaalors G, = .7-"®OV &, . Les égalités

Do Po Po
5]—' ( ; ¢k,y ®oy fk,y) = kz_:l ¢k,y ®oy ngk,y = ZkaJ/ ®£y ngk,y

k=1
b0 Po _
8(2 ’lﬁk,y ' fk,y) = Z "pk,y ®5y ank,y
k=1 k=1

impliquent la commutativité du diagramme suivant :

0,1
Gy 9y e, &y

ol ‘Z XX)H(OJ)
0

F®, & —+ F®y £y FX®, &)

Le fait que le faisceau F soit analytique cohérent implique, par les remarques faites dans la section
1, que F = Kerd, . La commutativité du diagramme précédent montre alors que F = (K er@)lv, ce
qui démontre le théoréme 3. O

6 Un résultat d’intégrabilité des connexions sur les faisceaux de
£-modules au dessus d’une variété différentiable

Le présent travail s’est situé principalement dans le cadre complexe car c’était notre principal
intérét. Toutefois, il est possible de déduire aussi un résultat d’intégrabilité dans le cas des variétés
C®. Considérons en effet (X, Ex) une variété C* (Ex = Ex(R) représente ici le faisceau des fonctions
C a valeurs réelles) et D : G — G ®, &(T%) une connexion sur le faisceau de Ex (K)-modules G
ou K =R, C. Sile faisceau des sections paralleles KerD engendre G sur £x(K) alors évidemment
D? = 0. Le théoréme suivant donne une réciproque de ce fait dans un cas particulier.

Théoréme 4 Soit (X,Ex) une variété différentiable et soit G un faisceau de Ex (K)-modules, muni
d’une connexion D : G — g®£X E(T%) telle que D2 =0. Si de plus le faisceau G admet localement
une E(K)-résolution de longueur finie, alors le faisceau des sections paralléles KerD engendre sur
Ex(K) le faisceau G qui est le faisceau des sections d’un systéme local de coefficients (le faisceau G est
donc localement libre) et le compleze (G ®,  E(A*TY) ;D) est une résolution acyclique du faisceau

des sections paralléles. On a alors l'isomorphisme fonctoriel de De Rham-Weil H*(X, KerD) =
HKI(X,G ®,, E(A°T%)) ;D).

Preuve. On commence par substituer formellement dans les étapes de la preuve du théoréme 3 la
connexion @ avec D, les opérateurs 0, avec d et 'opérateur de Leray-Koppelman avec ’opérateur
d’homotopie de Poincaré

Py:Cly\(By, Miy(K)) — CH(By, My (K))

pour ¢ > 0. Il est élémentaire de vérifier qu’on peut choisir une suite de poids S = (Si)x>0 C (0, +00)
pour les normes C" de telle sorte a obtenir une estimation du type || Pyull,p < C- ||ullyp, avec C >0
indépendante de la régularité h > 0 de la ¢ + 1-forme u. A condition de restreindre opportunément
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le rayon r > 0 on obtient un schéma de convergence rapide considérablement plus simple que celui
expliqué dans la preuve du théoréme 3. En effet dans le cas en considération on a pas besoin de
restreindre les rayons de la boule pendant les étapes du procédé itératif car on dispose de I’estimation
précédente. Les détails de simplification et d’adaptation du procédé itératif relatif a la preuve du
théoréme 3, au cas en examen sont laissés au lecteur. On obtient en conclusion une £(K)-résolution
locale, & partir d’une &£(K)-résolution initiale, telle que les nouvelles matrices ¢; (ici on utilise
les mémes notations que dans le théoréme 3) soient toutes constantes. En particulier le fait que
@1 = Cst implique que G est un faisceau de £(K)-modules localement libre. La suite du théoréme
4 dérive alors de résultats classiques bien connus du lecteur. O

6.1 Effet génant de la 0,-stabilité des faisceaux d’ideaux dans le cas des variétés
presque-complexes

Un corollaire du théoréme 4 est le suivant.

Corollaire 2 Soit (X, J) une variété presque-compleze conneze telle que

Txo ®; C=C{[£7](z) | &n € ETY)(X))

pour tout x € X et soit J C E(C) un faisceau d’ideauz de fonctions C*° a valeurs complezes sur
X admetant des £(C)-résolutions locales de longueur finie. Si J est 0, -stable alors soit J =0 soit

J =£(C).

L’hypothése sur le complexifié de I'espace tangent signifie que la structure presque-complexe est
“fortement non-intégrable”. Les variétés presque-complexes pour lesquelles le complexifié de ’espace
tangent est engendré ponctuellement par les crochets des champs de vecteurs de type (0,1) seront
appellé “fortement non-intégrables”. Les variétés presque-complexes fortement non-intégrables ont
nécéssairement une dimension complexe supérieure & deux. En effet tout les structures presque com-
plexes sont intégrables en dimension complexe un. En dimension complexe deux on a dim,, AS’QTX =
1. Si
7, € E(AY’T% ®, T (X)

désigne le tenseur conjugué de la torsion de la structure presque-complexe (7, (£,n) = [¢%1, n01]L0
pour tout &,n € E(Tx ®, C)(U), oa U C X désigne un ouvert quelconque), on a que 7, (A%?*Tx) C

T)l(’?, est contenue strictement dans T;(’OJ si dim. X = 2. Le diagramme suivant

1,0
ﬂ' b
7,(z) : E(TY)E? —+ Txp ®, C —2— TH

&n) — En@) — &0 ()

(on 7r}’0 Tx @, C— T)I(”OJ désigne la projection sur le fibré des (1,0)-vecteurs tangents) montre

alors que pour tout point z € X le complexifié¢ de 'espace tangent Tx , ®; C ne peut pas étre

engendré par les crochets des champs de vecteurs de type (0,1). On donne maintenant un example

de variété presque complexe fortement non-intégrable.

Example. Sur un voisinage ouvert U C C*, n > 3 de l'origine on considére la structure presque-
. 0,1 .

complece dont le fibré 177 ; est engendré par les champs de vecteurs complexes

0 .0
€k '_B—Zk_ Z Cl’kzrc’)_zl’

1<i<n
k<r<n
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k=1,..,n, ou ,Cl’: i € C sera définie en suite, (on rappelle qu’on utilise la convention qui consiste
a négliger les termes d’une somme si ’ensemble des indices sur lesquels on effectue cette opération
est vide). On remarque que donner une structure presque-complexe sur U C C" est équivalent &
donner un sous-fibré complexe F C Ty ®;, C, rg.F =n tel que F & F = Ty ®, C. Bien évidement
dans notre cas le voisinage ouvert U de l'origine est choisie suffisement petit pour pouvoir assurer
cette derniére condition. Il est facile de vérifier que pour tout kK <t on a :

n
0
— t 7
k&) = Chy o7
r=1
Le fait que n > 3 permet de choisire n-multi-indices (Lg)k=1,...n, Lk = (1,5 l2k),1 <l <lop <n
différents. On définit alors les constantes C;, par la regle suivante; Cf, = 1si (k,t) = (I, l2,) et

C!, = 0 autrement. On aura alors

0
SIS oz

Le fait que [£x, zk€k] = & montre alors que

Ty, ®x C=¢ [gluc 3£l2,k](0)a [fk;zkfk](o); k=1,.,n).

Si on désigne par X C U le voisinage ouvert de ’origine sur lequel la propriété précédente est vérifié
on a que la variété presque-complexe (X, J) est fortement non-intégrable.

La conclusion du corollaire précedent montre que sur une variété presque-complexe fortement non-
intégrable la 0 ,-stabilité des faisceaux d’ideaux est une propriété trés forte qui fait perdre d’intérét
a ces objets! Venons-en maintenant & la preuve du corollaire 2.

Preuve. Le fait que le faisceau J soit 0 -stable combiné avec le fait que le complexifié de I’espace
tangent est engendré ponctuellement par les crochets des champs de vecteurs de type (0,1), implique
que le faisceau J est d-stable, en d’autre termes stable par rapport & tous les champs de vecteurs.
On peut voir alors 'opérateur d comme une connexion

d:J — T ®,, E(TX)

intégrable sur le faisceau d’ideaux J. Une consequence de la preuve du théoréme 4 est que localement
il existe un générateur ¢ du faisceaux d’ideaux J tel que dip = 0, ce qui permet de conclure. 0
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