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���	�
ϕ � �`�(���@�u�^�w�	��� A = Fq[T ] �p��� �^�F�y���^���\�	� ϕ ���%�\�H�F�\��� �s� �	� A � �y���u�F�^�¡ H������\��¢
A �-�(� �^�\�u�£�¤�@�X�¡ Z�X�F�X� � � A �¡�¥�£�X� � ¢��X�F�P��� � ���@�\�u���¤�@�X�F H�X�\�@� � �X�\�£�X�H� Aϕ

tor � �
A � �N�s�X� � �¡�P�¡� � �N�X� � ��¦ � �y�6�N���u�%��� ����� �X¦F�\�u §� �(� �F� � ���X�\�¨� � �y� � ¢��y�F©+ª {0} � A/(T − α)«
α ∈ Fq ¬ �^� � A/(T (T + 1))

« �k�
q = 2 ¬ �\­��H®f� � ¢%�¯¦\� �s� �§�@�F�s���y� n ≥ 1 � �@�\�	�+� � ���/�y��@�y�\©

B
¢��\�� N���u���u�6�X�	©��@�/���P�F� � �°�F�\�y�X�`�¤±f¦3� �s� �	� A � ¢�� � �X�¨�F�	��� � ���w�N�/ H�X� � �F�������P��H®f�@�	�F�X� � � � � Fq(T ) � ���^��©/�@�	� ≤ n � �/�F�(� � �²�P�u�¡�³�X�u�^�w�	��� A �B�(� �^�\�u�³�^�	�F�\��� �s� �	� B ��X�F�£�´�	� � � B � �N�s�@� � �F�P�3� � �N�´� � �+¦ � �y�6�@�§�F�/�� ��P�N�^�y�¡�P�u�k�¤± ≤ q qn

q−1

�
µ+¶ ��·1¸ ¶

¹ � �k� ϕ �\� �(� �\�\�y���^���³�X�u�^�w�	���º�^»H�F�F�§�´�\� A = Fq[T ]
�½¼³� ��� �6�X�@�¿¾6�\�¿¦ � �\�(�u��´�X�@�F Z�@�\�X�|�^�

A �-�(� �^�\�u�|�X�\� A �y�¡�^�\�y�X��¦¡�P�
ϕ � Aϕ

tor

« ¦ � �u���N�³�\�£� � �@�X� � � ¬ ���¤� �¡� �X�F»�\�\�y� � � � » � �	�6�£���À�u�Á�N�P�\© r �^� ϕ �	��¾���Â �u�½���¤�£��� ���(� �@¦\�\�(�	�À�@�/�6��¾��F� A �B��� �^�F�y�Ã �-Â �\�¥�^��� ��� �^�F�y���³�X�\� � �/�6�@��ª {0} � A/(T − α)
« � � ��  α ∈ Fq ¬ �D� � A/(T (T + 1))« �X�

q = 2 ¬ �°­ � �F�`�^» ��� �6�X� � �F�`¾6�\���X� n ≥ 1
���´�`�\®^» � �/� � �@�¨¦ � �\�£� � �\���P�\�\���P� B�	�6�@�y���Ä�H�²�\�§�¤±f¦¡�§�F�\�¡�X�\�

A
� � �6�Ä�u��  � �X¦¡�Ä�^���w�N�/ H�X� � �F�p���¤�²�\�\�§�	®6�@�	�F�X� � ���^� Fq(T )�^�Á�^��©/�@»

≤ n � �y�Á 	�/�@�\�y�F�/�p�^�(¦ � �y�6�@�¯�^��� � �N�´� � � B � �@�P�X� � �\�\���u�¨�ÅÂ �\� A �B��� �^�F�y�Á�^��³�X�u�^�w�	���
B � �@�P�X� � �\�\�������´� � �PÆ � �@»|¦F�/� q qn

q−1

�ÅÇÄ�^�¡� � � � �F�¨�X�	�X� � � ��� �F�³�H�`¦\�@»� 	�u� � �F��\�/�F���\��  � ���@�H®f�X�¯¦\�u�F���@���´�X�@�	�u�6���F�¿�@»��X�\�y�@�P���\�`È �f� �\�	���
É ÊDË|Ì�Í�ÎÁÏ+Ð¿ÑÄÌ1ÒHÎ£Ë

¹ � �y� A �\�\� � �P�@�y»	�X»�� � »	�u�u�	�\�\���^»	�F�\�u�§�´�F�1�F�(  � �@¦F���^��� �/�|� �@��� K �P���%�@�\» � �XÓ � ��^��Ô � �N�^�	�u� � �À�	�u�½Õ ÖP×�»H�N� � �u�k�`¾6�\� A(K)
���´�¨�F��©/� � �\¦3��� � »��y�u�	�d�\���¤±f¦3�£�F�\� �  PÂ ���´� �Ã � �^�u�X��¾6�\� A(K) ' A(K)tor × Zr �Å�/Ø A(K)tor

���´�¯�u�(©/� � �\¦3�£�¡�\�½�^���³¦ � �u�6�@�`�^�
∗ Ù°Ú<Û ÜHÝ¤ÞLß-Û àQáÄâHãZßQÝ¤ä<å¨æsãZç<ÞLÛèÝ¤Þ´é/Ù�æFê�ë<ÝÄì`í@à-å�á´î§í@àQÛèï	ç<Ý¤ßXéfð´ñZñ�é�ÞQç<ÝÄë<Ý¤ß�ì`í@àQå<ß�ò3ó1ô õ^ôPö@÷<ésøZùN÷HñZú�éû íNÛèÚHà°ì`íNÞLàQÛèÚ¨ë6ü ý�þ¤ÞQÝ¤ß1ÿÅÝ¤ë<Ý��/éPæsÞ-íNÚ��´ÝZô��Fî§íNÛ��	��
��èÝ��<íNÚ<ë�Ý´Þ¤ô �1Ý�
�ÛèÞLà����1ç����kò��ZÞLÝ¤Ú<ã����èÝZô �uÞ
� ì¯ãNà-ß����èá¤ß��<ì¯ã�ë<ç��èÝpë<Ý �1ÞLÛèÚ��uÝ��èë6é�à-ãZÞLß-ÛèãZÚ�é!�PãZÞQÚ<ÝÄç<Ú�Û �uãZÞLî�ÝZôÿ"�JíNß-ßQÛ #!�´í@à-ÛèãZÚ³î§í@à-å<á¤î§í@àQÛèï�ç�Ý$�6ðZð���ñ�%

&



� � �@�X� � � K � �@�P�X� � �\�\���u���	� r �\�Á�	�6�@�y��� ≥ 0
���³�§� �/�|� �@�	�F�X���Ä¾6�\���¤�@� � �F�p�@���´�X�����Ä���F  � �X�� � � �	�X�X���	��Èp�P�Á�	®^� � ¦\�u� � �X� � � �\®^���u�U�^� � �	�F�X� � � g � �	�Á�y��  � �@¦F�(�^��� �/�|� �@��� K ��H®^���¤�@� � � � �y�1�^��� � �P�@�u»H�X»���� � »��y�u�	�\�F��� A � �^»H�¡�\�y���³�X�\� K �H�`�^�|�\� � �	�¡�´� � � g � �^���N�P�\©�P� � �y�X�N�P�u�X���`Ô�� � �£¦ � �F� g = 1

�	�
K = Q � � Q(t) �¡� �¿�F���^���´¦ � �X�£¦F���§�^�£�@»	¦ � �F�X��^»	�F�\�y�X� � �/�^�����%�X»��´�F�k�N�s�@���\�/�F�� H�	�´�X�`�^�u�@�� Z�@� � � � ����»H�@»¯�y�\�y�X�u»��%¦F�/��­§»	� � � [ ��� ] �^� �/�u��X�\�´� � �^�¯Ô����´�X�@� Õ &�� � &
	 � &�� × � ¦\�\���
�F�	� � �y©��y��� [ � ] � ­³�P©6� � [

&��
]
« �/� �u��»�©��/�y� � ���6�|Õ & �^�

&�� × ¬ �ÇÄ�d 	�£¾��F�°  � �F H���X�F�`�u�(� � �N�´� � � � �u��  � �sÆ¤�� Z�@�\�X�£�\�£�u� �3� �@�\�£�F�\�k� � � � �£���(� � �`�u� N� � �´�£�X�\� � �/�6�X��ª3� � �y����� d, g �^�����	�6�X�u�	�N� ≥ 1 � �P� � �N���y�°�H®^���¤�@�£�\�������@�y��� B(d, g) ≥ 1�X���Ä¾6�\�|¦ � �F�³� � �^�@� � �/�X�u»H�@»�� � »��y�u�	�F�\� A �^�Á�^� � �	�F�X� � � g �^»	�F�\�u�(�X�\�¯�\�U  � �X¦F�¨�^�� ����� �@��� K �^�£�^��©/�@»
d � | A(K)tor |≤ B(d, g)

�È � �\� g ≥ 2 �  H�H�X�X�¿  � �PÆ¤�� Z�@�\�@� ���´�(�	�F  � �@� � � � �	�X�X� � �H�(�-Â � � �\���^�u�X¦ � �X� ���@�X�	� ��X�u�	�u�u� � �	�6�¨¾6�\���^���X»��´�\�y�@�P�@� ��� �6�X�N�P�6�³¾6�\�| 	�	�X�@�/�y�F�³©/� � �F¦¡���§� � �6�¨�^����©�� � �\¦¡�����^�� � �@�X� � �+�\������  �/� �y���\�\�����^�£  � �\� � �����^�`©/���\�@� g Õ � � & & ��� & ×-�ÇÄ�Á�@� � �P�F N�F� � ¦ � �\� g = 1 � ¾6�\�F  � �@�X���´¦ � �F�|�P�Á 	�����^���Ä  � �\� � �����	�u�u�y¦^�@�u¾6�\��� �  H�H�X�X�  � �sÆ¤�� H�X�\�@�§���¤� � �/�y�6�@�	�F�/���%�\�Á�@�\» � �XÓ � � � ��� Ã Ô����X��� « Õ & � ×�� �/� �y�²»	©��/�y� � �	�6��Õ � ��� � ×�P�u�F�X��¾6�\�(Õ & � ×�¦ � �\�§�^�����@»��X�\�k�N�s�N���´�\����� p � � � �@�X� � � ¬ �È � �\� d ¦3�H�@�k� �s� ���\�u�X¦ � �´�%�^�½�@»��X�\�y�@�P�@��¦F�X»� H���°�X�\���u�%©/� � �\¦3�½�^���°¦ � �u���N���N�s�@� � �\�\���u��^��� � �N�´� � �(�ÅÂ �\�\��  � �\� � ���	�u�y�u¦^�X��¾6�\� E �^»	�F�\�u���X�\�Ä�\��  � �@¦F�Ä�^�§� �/��� �X���p�^���^��©/�@» d ��H��¾6�\� � �6�½»H�@» �/� �X�	�f�F�²�\���¤� � �@�u¾6�\� � �	�6�²� � �P�6�² 	�	�^®Á�^�³Ô��	�@�	�-��ÇÄ� ¦F�P�X�X�� H�\�u�u�	� � ¦ � �\�
d = 1

« ¦ � �\� d = 2 �3��� �u�³�u���¯�@»��X�\�y�@�P�@�¨�^���`� � �y���\�f± [
�
] ¬ � �y���X�F» � �@Ó � ���^�ÁÔ������\�

[
& Ö

]
� � �\�\�¯�����y���¤�@�£�^����¾6�\�u�����`©/� � �\¦3��� E(Q)tor

¦ � �X�X� � �y���	�� �H�`�P�X�X�� H�u����Â �P�´�@�� N�\� Ã  H�	�X�@�/�y�F�����\�| H���³¾6�\���¤�@� � �F���3�¨�P�F�³�����^�	�\®f�uÓ � ��¦F�P�X�X�u� �� � �F���N�P¦F¦¡��� � �F���u��  � �F H��¦^���^� �(� �^�\�u�¿�\�¿�³�X�u�^�w���u� � �-Â �P�F�/� � ©/�u� � � �� ��u���(  � �\� � ����	�u�u�y¦^�@�u¾6�\��� � �/�y�F�X�D¾��F�¨ 	�	�X�@�P�u�F�²�X»��´�F�k�N�s�@���f�³�/�F�½�����X� � ���´�uÓ � ��¦¡�P�X�X�u� � � � �F�²¦\�@»� 	�u� � �F����|�´�X�@�F Z�@�\�@�¨�u�F�^�F�k�@�`¦F�P���\� �(� �\�\�y�`�^�`�³�X�u�^�w���u�Å�¡�³�/�F���u�(¾6�F�P�X�@�yÓ � �¨¦F�/�´�@�y� � � � �F�»H�@�F�^� � �F�³���(� � �@�X� � ���ÅÂ �\� �(� �^�\�u�|�^�����@�y�\�w�	�����H� �/� �@�	� � �F�§�F�d�P�F�/� � ©/�\�£�\���X�F» �P��@Ó � �¨�\�£Ô������\���H�§� � �¡ ¨�\�¨���(  � �sÆ¤�� H�X�\�@�¨�\�`�u� �¡� �X�F�¨�F�\�k� � � � �`�\�/�F�� H�` 	���	�^ÈÄ�u�F�¦\�@»� 	�u�X� � �	�6� � � � �¡� �(� �6�X� � �¡�£¾6�\��¦ � �\�|�\� Fq [T ] �-�(� �^�\�u���^� �³�@�y�^�w���u� �@�P�X� � �\�\��� ��u� ��� �^�F�y�d�\���Á¦ � �u�6�@���^��� � �N�´� � � �X�\� Fq [T ]
���¤����� �/�(� �@¦\�\� Ã �-Â �\� �\��� �(� �^�\�u����X�\� � �/���N�¯ª

� (i)
¹ �
q = 2

ª
{0} � Fq[T ]/(T ) � Fq [T ]/(T + 1) � Fq[T ]/(T 2 + T )

�
� (ii)

¹ �
q > 2 � {0} � Fq[T ]/(T − a) � ¦ � �\� a ∈ Fq

�ÇÄ�^�¡� � �\�P�F���u�+�^�	�@�\�uÓ	�@�£¦F�/�´�@�y� � � � �F� ��� �X��� � �¡�³�ÅÂ �\�\�|¦F�P�X�³�F�d�P�F�/� � ©/�\�£�\���X�F» �P��@Ó � �£�^�£Ô����X�����H�³��Â �/�^�X�@�`¦F�P�X�§� � �F���@�H�X� � � �/� �¡���H�§¦\�@»� 	�u� � �F���\�P�F�§�\�� 	�/�\�X�`¦\�u�F��@���´�X�@�	�u���|�\� �@»��X�\�y�@�s�(�^� È �f� �F�	� Õ � Ös×B��ÈÄ�u�F��¦\�X»� H���´� � �	�6� � � � �¡� �(� �6�@� � �F��¾6�\�¿�´�
n ≥ 1

���¤�§�F®f» � �u���	®^�u�´�X�£�F�\�|  � �F�´�@�/���@� C(q, n)
�\���^»�¦¡���F�\�/���¯¾6�\���^�

q
�	�
n
�X���y�u�¾6�\� � ¦ � �\�°� � �^���/�\�\���P� B �	�6�X�u�	�1�H�p�^�Ä�¤±f¦3�½�¡�\�^�´�\�

Fq [T ] � »	�@�y�¡�P�6� [L : Fq(T )] ≤ n ��/Ø L �^»��X�u©/�\���y��  � �@¦F�¯�^���¨�w�N�/ H�X� � �F�`�\� B � �H�`¦ � �\�¯� � �^� Fq[T ] �B�(� �\�\�y�Á�^�Á�³�X�u� ��w�	���
B � �N�s�X� � �F�\�	� � �y� ��� �^�F�y� �\���`¦ � �u�6�@���\�(� � �N�X� � � B � �N�s�@� � �\�\�	���¯���´�|�^�� ��P�N�^�u�F�P�

≤ C(q, n)
�3­ � �¡� ��� �6�X� � �F��¾6��Â �\�\� � �P�u�	�\�§  � � � ���F� � �y�¨¦ � �\� C(q, n)

���´�
q

nq
q−1

�
 �V	{(V	>XK	ILVH{ÁV	SFOQ[+l�v	V¿O-ILVHSF["!À>XV	{(V	>XK	ILVH>Á_Å>XMPS3K$#�%�VzA3>@?'&sR<[ZO�V	O)(³GuV+*fV-,�=�MPSFOzK j I]qK j #PI]S3V�AFRsC^>£GyVH[£S3RP{(E	>XV	Cf[	VZ[|TPI�[HK	Cf[N[ZILRsS\[/.	CFV|S3RPCf[|M
&sRsS\[|V	CFVH[|MsI]S\[ZI0.HCFV§AFRsC^>£GyVH[KNRsSF[HV	I]Gè[1.	CÄW I]Gè[£{ÀW RPSFO�T/RsS¡S3?H[	t

�
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	��
�°Ð Í�	��
���#ÎÁÏ¿Ð�	��
� Ï�����Í�ÒHË����
	HÏ
¹ � �y� p �\� � �/�|� �X�À¦\�@� � �u�	� � m �\� �����@�y���

≥ 1 � �	� q = pm �³¼³�   � �F�X�u�\Ó	�@�
A = Fq[T ] � k = Fq(T ) � k∞ = Fq((T

−1))
« �u�¥  ��� ¦F�y»	�X� � � �\� k ¦F�/�|�N�P¦\¦ � �X� Ã��� � �/�y���\� � � � � �y�\���^»	�F�\�u��¦F�P� | f

g |∞= q ����� f− ����� g ¬ � ¹ � �y��»	©6�P�u� � �	�6� Ω = ˆ̄k∞« ���d  �/� ¦\�u»H�@� � � �ÅÂ �F�\�¿ 	���/�X�\�@� �/�y©�» � �@�u¾6�\�(�F®f»��+�^� k∞ ¬ �Ä¼³� ¦¡���^�Á�P� � �N�¯� � � � �\�u�	��-Â �/�F�P� � ©��y���X�\� � �P�6�X�¨�	�6�X�@�³  � �\� � ���²�	�u�y�u¦^�X��¾6�\�����^»	�F�\�u�����X�\���\�+  � �@¦F�²�\�³� ����� �@���²�H��(� �^�\�u�����^�£�³�X�u�^�w���u�Àª
Z ←→ A = Fq[T ]

Q ←→ k =
�F�@�� 

(A) = Fq(T )

R ←→ k∞ = Fq((T
−1))

C ←→ Ω = ˆ̄k∞

Z− �(� �^�\�u� ←→ A− ��� �^�F�y�
E
«   � �\� � �¯���y�u�y¦\�X��¾��F� ¬ ←→ ϕ

« �(� �\�\�y�£�\�£���@�y�\�w�	���¿�X�\��� ¬
K
  � �@¦F���^�`� ����� �@��� ←→ L

�H®f�X���F�X� � � �F�F�y�£�^� k
E
�^»	�F�\�u�¯�X�\�

K ←→ ϕ
�\»H�F�\�°�´�\�

L©/� � �F¦¡�¯� � »	�u�y��� � �/� (E,E′) ←→ A− ��� �^�F�y�!� �/� (ϕ, ψ)�/�\�\���/��ÇÄ�F�
Q(E) ←→

�/�\�\���P��ÇÄ�F�
k(ϕ)�/�y©�Ó � �@�¨ÇÄ�F� Q(E)⊗Q ←→

�P�u©/Ó � �X�¨ÇÄ�F� k(ϕ)⊗A k

Λ
�X»��´���P�+�\�

C ←→ A− ��� �^�F�y�`�u� � �X�¯�H���\�u�@ H�@�H� Λ

��� � �P�\�uÓ	�@�`� � � � �	�u�u� � � � �y� τ �-Â �	�F� ���(� �@¦\�\��� � ���^� �\� �/� �u�	�f�F�³�^»H�¡�\�p�´�\� Ω
¦F�P�

τ(x) = xq �¡�¨�P�¡��� � �^�X�£���Á�X�\�k�@� �¡� ���u�\�	�6�X�y�F�	�N�(�\��»��y» � ���6���^� a ∈ Ω
� � �� ¨�QÂ �	�¡� �P��(� �@¦\�\��� � �`�^� � �F�k�@�y¦\�u�� 	�s�@� � ��¦F�P� a �¼³�+�/¦\¦¡���y�u� ��� �^�F�y�¯�^�¯���@�y�\�w�	��� « �/� �u�¨Õ ��� ×��f¦ � �\�%�\�\�¯�^»H�¡�\�k�@� � �+¦F�y�F�%©�»	�\»��@�/�y� ��/� �y� [ � , � ] ¬ �\�Á�@�/�\© d �X�\� Ω

� � �\�X� �/¦\¦\�u�u ��s�X� � � ϕ �^�
A
�\�/�F�

Ω{τ} � »	�@�k�3�P�6�`�y���  � �F�^�y�X� � �F���X�\� � �P�6�X���¯ª
� (i) ϕ

���´�§�\� �(� �@¦\�\��� � �¯�ÅÂ �/�\�\���P�^®
� (ii)

�^��©
τϕ(T ) = d

� (iii) ∀a ∈ A,Dϕ(a)(z) = az ��Ø Dϕa(z)
�^»��´�u©/�\�¯���(¦F�P�X�X�u�¯�y�u�\»��P�u�X��³�/�F�1�y�� 	�����^���1  � �\� � ���1���y�u�y¦\�X��¾��F��� � �u�²�X�\» � �@Ó � �²�ÅÂ �\�\�y� � � � �u�@�s�@� � �|�^�#"��u� � �P�F�»H�N� � �u�y���\�\��  � �@�@���X¦ � �F�\�P�¡ H�¯�	�6�X�@��  � �\� � �����	�u�u�y¦^�@�u¾6�\���³�X�\� C

�	���@»��X���P�\®¿�^�
C
�3��� 	�����^��� �(� �^�\�u�����\�£���@�y�\�w�	���+���¤��� � �^� Ã �L�/�k���/�F�P� � ©��\�|ª

$&% ¶(' ��)f¸+*-,/.10 Õ 	 � ��� ×32DRsI]O ϕ C^S�{ÁR�TPC^GyV|T�V54�>ZI]S�rHV	GyT¿T/V|>XMPS6x
d
t (³GyRP>N[`l

6 (1)
YZGÄV *�I�[NOzV|C^S3V�C^S¡I .HCFV%rHRsSDKHO-ILRsS V	SFO-I87	>XV

e(z) =
∑

n≥0 anz
qn M�&<VNK

a0 = 1[NC^>
Ω
OzVHG]GuV/.	CFV

∀a ∈ A, ∀z ∈ Ω, e(az) = ϕa(e(z))6 (2) Λ = 9 V	> (e) = {z ∈ Ω, e(z) = 0}
VH[ZO�C^S

A
qz{ÁR�TsC^GyV GJILE	>XV+T�V�>@MsS6x

d
V	OTsI�[	KH>@VHO

���À� � �F Z�@� � � e
�� H�����¤�+�QÂ �P�F�/� � ©/�\���^�d�u�À� � �F Z�@� � � P �^���À�	�u�	�N�´�X�N�/�@�(¦ � �\���u���  � �\� � ���²���y�u�u¦^�X��¾6�\�����

�



� ' � '���� ���w��*-,/. , Õ 	 ×32¡I
a ∈ A \ {0} � MsGyRP>N[ Ea =

#/V	>
ϕa

VZ[ZO½C^S
A/(a)

qz{ÁR�TsC^GyV£GJILEH>@VT/V�>XMPS6x
d c AFRsC^>¯G´W M/K	O-ILRsS &�ILM

ϕ
T�V
A
[ZC^>

Ea
h

�³�/�F�²�y�¯ 	���½�ÅÂ �\�\�¯  � �\� � �����y�u�u¦^�X��¾6�\� E �^»H�F�F�y�¨�´�\�
C � �X� n ≥ 2 � �P� � �N�Ä�u��©/� � �F¦¡��^���£¦ � �u���N�|�\� n � � � �N�X� � � E(C)[n]

���´�|��� ����� �X¦F�\� Ã Z/nZ × Z/nZ
� � �¿  � � � �u���P�u�X�� �H�½���Á» � ���^�	�F 	���y���Ä�X� � �u�y�y�X�F�\���Ä���6�X�@��  � �\� � �������y�u�u¦^�X��¾6�\���½�H� �(� �^�\�u���²�^�§���@�u�^�w�	���Å�"�»� 	�y¦F� � ¾6�\� � ����� � Ã � � �^� A � �X»��´���P���^� Ω � ��¦3�	�\�����X� �  H�u�	�Ä�F� �(� �^�\�u�³�^�¯�³�X�u� ��w�	���Àª

$&% ¶(' ��)f¸+*-,/.�� Õ 	 � ��� ×�2ÅRsI]O Λ
C^SU[HRPCf[Zq

A
qz{(R�TsC^GuV(GJILE	>XV T�VÁ>XMPS6x

d
TsI�[	K	>XVHO¯T/V

Ω
t

(³GyRP>N[£l
6 (i)

%`W MNA/A3GkILK@MPOQILRPS
eΛ

T/V
Ω
T�MsS\[

Ω
T�?�	½SFILV³AFMs>

eΛ(z) = z
∏

a∈Λ\{0}(1 −
z
a )T/?
	ÄSFI]O%C^S3V½rHRsSDKHO-ILRsSUVHS¡OQI87	>XV

Fq
qzGJI]SD?NMsI]>XV£[ZC^>

Ω
t

6 (ii) ∀a ∈ A, eΛ(az) = ae(z)
∏

06=α∈a−1Λ/Λ

(

1− eΛ(z)
eΛ(α)

)

6 (iii)
=§RsC^>`OzRsC^O

a ∈ A � I]G°V+*�I�[ZOzV`C^S�C^S¡I .HCFV�A\RPG��sS�
P{(V
Fq
qzGJI]S3?NMPI]>XV

ϕa
OzV	G .HCFV

∀z ∈ Ω, eΛ(az) = ϕa(eΛ(z))6 (iv)
%`W M@A�A3GJILKNMPOQILRPS

ϕ
.	C^I !�C^S ?	Gy?H{ÁV	SFO

a ∈ A
M<[N[	R�K	ILV+GyV¨AFRsG��sS�
s{ÁV

ϕa
VZ[ZOC^S�{(R�TsC^GuV|T�V 4�>ZI]S�rHV	GyT+T/V|>XMsSfx

d
t

� � Í�Î£Ð � � Ï���� Î`Í�Ï��
	�	���� ��Ò�	�Ï��¤Ð¿Ë �#ÎÁÏ+Ð�	�� Ï�� ��Í�ÒHË��
���
		Ï

¼³� �X� ¦\���/ 	� �� H���\�P�¡�£�u�¿ ��/� ��Ø ϕ : A → A{τ}
�H� � �   � �¡�´���^Ó	�@������� � � � ���y�u��´�X�@�F Z�@�\�X�`�^�

A �-�(� �^�\�u�£�´�F� A �u�F�^�F�k�@�`¦F�P�
ϕ
ª

A×A → A

(a, x) → a.x = ϕa(x)

Aϕ �\»��X�y©��\�	�N���\�P�F�` 	��¾6�\�½�X�\�k�£�-Â �	�F�X� �|� �y� A � �\�\�½�\�� H�H�X�X� �´�X�@�F H�X�\�@�Á�^� A ��(� �^�\�u�³ª< PÂ ���´�1�-Â �P�F�/� � ©/�\�½�\��©/� � �F¦¡�%�^�%Ô � �N�^�	�u� � �À�	�u��¦ � �\�1�u��� � �/�X�u»H�@»��1� � »	�u�y���\�\���	�
Aϕ

tor

�^»��X�u©/�\���@�|�y�
A �-�(� �^�\�u�£�^�¨� � �@�X� � ����³�/�F�1�u�³¦\�@� � �uÓ	�@�%�X�� H�X� � � �<� ��� � ��¾��F�%�X�^�QÂ � ��  � �F�´���^Ó��X�²�\� �(� �^�\�u���^�%�³�@�y�^�w���u�Ã � �/�y���\�N�|�\�/�F� Ω{τ} � �/� � �@��¦ � �\��� � �\� a ∈ A

� � � �f�\� � �y���|¦ � �u�6�@�(�^� a � � � �N�´� � �� � � � �	�6�`�\� A/(a) �-�(� �^�\�u�Á�y� � �@�Á�^�(�@�/�\© r �°ÇÄ�U¦F�P�X�X�� H�\�u�u�	� �3� �À�¿�\�F�Á�y�^�¡�\�k�@»��^�¦ � �u���N�²�\�§� � �@�X� � ���/�¨�P�¡�½�u�³ ��/�Ä¦F�X»��´����� �  /Â ���¤� � Ã � �\�y�@���y�¨ 	��� �/Ø ϕ ���¤� Ã � �P�u�	�\�N�%�\�P�F�
A{τ}

«
ϕ
���¤�

A � �N�s�X� � �F�\�	� ¬ �^� �+¦3�	�^�³�X� � �/�@¾6�\���²�u�����^�	�^®¿ N� � �X�����X�\� � �/�6�X���¯ª
� � '��3' ���w��� '�� � .80 2DRPI]O

ϕ : A→ A{τ}
C^S�{(R�TsC^GuV�T/V 4�>ZI]S�rHV	GyT T�V£>@MsS6x

r
t (³GyRs>N[�l

6 c �Zh Aϕ
tor

VH[NO�	ÄS¡ILt
6 c-e	h Aϕ SDW VH[ZOÅAFM<[�T/V|O!�@A\V"	ÄS¡I�[NC^>

A
t

µ *f¸ �\�$#Å· *&% ­ � �F�³¦\� � ¦ � � � �F�§�� H���\�F���^» �(� �F�´�X�N�s�@� � ��»	�u» � �	�6�@�/�y�@�£�	�¯  � �F�´�X�@�F  ��X� � � � �\��'D»	�@�	�6�X�¨�^�¯ H�	�u�u�³�^��Õ & �����f��� � × �f�/Ø  	���²�X»��´�\�y�@�P�@�%� � �6�½»H�N� � �u�u�%�\�/�F�½�F�+ 	���^�@�¦\�u�F��©/»��\»	�N�P�-�

Ö



­ � � � �¡� ϕT = b0 + b1τ + · · · + brτ
r ��Ø b0 = T � bi ∈ A

¦ � �\� i ≥ 1
�H�

br 6= 0
�Ä� � �N�X¾6�\� a ∈ A

���´���^���^�	©��X»��´���Á�@� �(� �	�6�Á»	�u� � » �p� �º�À�^�	© (ϕT (a)) =�^��©
(br) + qr �^��© (a) � � �+¾6�\� �(� �6�X�@� ¾6�\� a ��Â ���¤��¦F�/�|�^�+� � �N�X� � ��� � �� H�%»H�@� � �u�k���y�¦\�@� � �u�	��¦ � �u���`ª Ã �@� �/� �y��¾6�\� Aϕ

tor

���´���F�\�-�
Ô � �6�@� � �F� Ã ¦\�@»��X�	�6��¾6�\� Aϕ ��Â ���¤��¦¡�/���\�`�¤±f¦¡���F�\�-�FÈ � �\�¨ H���u� �\� � � �Á�	®f�F� � �	��\�\�¯�L� � �y�u�y�¯�u�^�F�\�u�£�ÅÂ »	�u» � �	�6�N�§�^� A ¾6�\��� � �y� A � �u� � �X���¼³�¥� � �X� b =

�^�	©
(br) � b ≥ 0

¦\�\���@¾��F�
ϕ
���¤�£�^���N�P�\©

r
� � � �F�X�u�\»	� � �F�¨�P� � �N������X�\�k�@���ÅÂ �	�6�X�u�	�N�

in
�^»	�F�\�u��¦F�/�

i0 = b − 1 + λq
« �/Ø λ ���´���\�������@�y���§�@�	�°¾6�\� T i0

�\�� � �y��¦¡�/���^�¯� � �N�´� � � ¬ � �H� in+1 = in + q
�

� *f¸ ¸ * � . , %�MÁ[ZC^I]OBV
(T in)n∈N

VZ[ZO½C^SDVÄrHMP{|I]G]GyV
A
qzGJILE	>XV(T/V

Aϕ t
¼³�m�@�/�u� � �F�\�Á¦F�P���QÂ � � �X�\�N�^�/� ¹ �\¦\¦ � � � �F�|¾6�\� ∑n

m=0Am.T
im = 0 ��Ø Ai ∈ A« � � �À� � �F�¯�f�\�u� ¬ ��È��/�£�^»H�¡�\�k�@� � � �^� Aϕ �  	�� H�p»�¾6�\� � �/�^� Ã ª ∑n
m=0 ϕAm

(T im) = 0Ô��/�u��¦F�P�¯  � �F�¤�@�X�¡ Z�X� � � � T i
m

��Â ���´�¯¦F�/�³�^�£� � �N�´� � ��¦ � �\�³� � �^�³���6�X�u�	� m �D��Â �P¦F�XÓ��� H�¾6�\�½¦F�X»� HÓ��\� ��� � ��� � �¡ Á¦ � �\�£� � �^���y�¡�^�u 	� m �/¦\¦F�/�@�/�u�@�X�/�6�`�F�P�F���u��� �/�(� �Á¦ � �\��u��¾6�\�	�
Am 6= 0 � ��� ¦ � �@�P�6� am =

�^��©
(Am)

ª^�^��©
(ϕAm

(T im)) = qamr−1
qr−1 b+ qamrimÔ � ���@� � �F�£�/� � �@�£¾6�\�¿ H�����^��©/�@»���� � �6�|�\�	�^® Ã �^���^® �^���¤�@�y�F H�@��� � �� H�%¦¡��� � �	�´�X�N���^�  � �F H�u�\�@� ¦\�F�u�@¾6�\�+�\�/�F�( H�¿ 	�/�|�u�¿�^��©/�@»+�^�¿���d� �/�(� �+�X�	�N��� � � �f�\� « ¦\�\���@¾��F�¿�/��(� �u�F� Am

���´�£� � �U�f�\� ¬ �  	��¾6�\�½  � �6�X�@���^�y�£�u�¿�f�\�u�y�y�X»+�^�� H�	�´�X� � � � �+� ����� ���°¼³��X�\¦\¦ � �X�|� � �F |¾6�\�¿ª qamr−1
qr−1 b + qamrim = qalr−1

qr−1 b + qalril
�DÇÄ� � �\�y�X�u¦\�y���P�6�` H�	�´�X��H®^¦\�@���@�X� � ��¦F�/� qr−1

« ¾6�\�F���¤�Ä� � �(�f�\� ¬ �/� � ��� �X�u�	�6��ª qamrb−b+(qr−1)qamrim =
qalrb− b+ (qr − 1)qalril

� ¹ � �y�§�	�F  � �@�|ª
((qr − 1)im + b) qamr = ((qr − 1)il + b) qalr

¼³���^�u�´�X�u�\©��\�`�P� � �N�%�\�	�^®� 	�/�¨ª
� am = al

ªÅ�\�/�F�¯ H�( 	��� �3� �À� im = il �  H�(¾��F�1��Â ���¤�¯¦F�/�¨¦ � �@�´� � �u��¦ � �\�`�^���^®�u�F�^�� H���
l
�H�
m
�^���´�X�u�F Z�N�	�

� am 6= al
ª3¾6�\�y�´�@� Ã »� N�F�/�\©/���§�u���³�y�F�\�u 	��� �¡� ��¦¡���^�`�´�\¦F¦ � �´��� am < al

�D�¨�P�F� 	�£ 	��� � �-Â »�¾6�F�s�@� � �+¦\�@»� 	»��^���6�X�¯¦¡���^����Â »� H�@�y�@�¨� � �¡���u�|� � � � �(ª
(qr − 1)im + b = ((qr − 1)il + b) q(al−am)r

Ôd�P���½�u� � � �|� �@���^��©6�P�F N�F���^�������\�	�@�\�yÓ��X��»	©��/�y�y�X»����´�%  � �\©/�@� Ã ��»	� �£�(� �\�\� �
q
« ¦F�\�u�@¾6�\�

al − am > 0 ¬ �P� � �N��¾��F�¨�u� � � �|� �X�`�^�£�\� � �k�@� � »	�@�k�¡�|ª
(qr − 1)im + b ≡ −im + b �(� � q ≡ 1 �(� � q� �(¾6�\�1���´�³� � ¦ � �@�X� � �u�/� � �� H� ��� �6�X�@� � �u�	�d¾6�\���u���¨�^�	©��X»���� � �6�¨�^���^® Ã �^���^®�\�u�´�X�u�F Z�N���H���� N�\Ó � �³����¦\�@�	� � �¯�\�¿�u� �(� �/�

� � Î`Í�Ë�� Ð¿Ë+Ò��sÎ`Í � ���%Ì���Ì�Í1Ð¿Ñ½Ì°Ð Í � Ï��
A
ϕ
tor�³�/�F�� 	�£¦F�/�@�/©/�N�P¦\�\� � � � �F�§»H�X�¡�^� � �F�§�u� A �-�(� �^�\�u� Aϕ

tor

¾6�\�����¤���F�\�°��Â �/¦\�XÓ��§ H�¾6�\�\¦\�@»� 	Ó��^���PÇÄ���/¦\¦\�u�u¾6�F�/���Ä��� � »H�@� � �^�§¦\�@»� 	»��^�����@� «   � �F�X�u�´�@�/��� Ã » � �P�u�\�	�Ä�u�§�^��©/�@»�^�
ϕT (a)

�	�(� � �F Z�@� � ���^���^�	©��X»§�\� a ¬ �/� �(¦¡���^� �(� �6�@�X���Ä¾��F�§¦ � �\� r = 1 � �u�¨� � �N�´� � ����´� � �sÆ � �@»	�³¦F�P� q �´� q 6= 2
�H��¦F�P�

4
�´�
q = 2

�fÇÄ�+�@� � �/�F N�\� � �u�Å���´���L�/ H�u�u�¯�\� � »	�@�k�¡�	�

�



¾6�\�£¦ � �\� r = 2
���(� � �N�´� � �����´� � �sÆ � �X»��¯¦F�P� q �¡ÇÄ��»H�@�F�^���P�6�³�^� � �/�\�uÓ	�@�`¦\�X»� H���´�`�u�  ��� ¦ � �´�@� � �	�6�¨�\�À�^��©/�@»|�^� ϕT (a)

����� � �¡ Z�X� � �À�^�U�^�	©��X»��^� a �D� �¥¦¡���^� �(� �6�X�@�	�¾6�\�¯�u�|� � �N�´� � �¿���´� � �PÆ � �@»	�¨¦F�P� q � ��� (2,r) �Ô��P������� �3� �@�\�¨¦\�X»� H»��^�	�6�X�¨��Â »H�N�P�6��¦F�/� � ¦\�X� � �/�y� « ¦ � �\� r = 2
¦F�/���H®^� � ¦\�u� ¬ � � N�\���@ N�\� Ã �-Â � � »��y� � �@�	�����¨�P�¡�² 	��¦F�/�@�/©/�N�P¦\�\� � � � �F� �(� ���@� � �F�½��Â � �¡� �@�Á¾6�\�¨�u� �¡� �X�F��\�\�y� � � � �����´���u�F�^»�¦¡���F�\�/���@���^� r �H�p� � �F��� � �F� � �F���u���p�´�X�@�F H�X�\�@���1¦ � �@�´� � �u�����^� Aϕ

tor

������@�\» � �XÓ � ���X�\� � �P�6�`���´�£�\�\��� � �X�X�Á�ÅÂ �P�F�/� � ©/�\� « � ���/�F  � �\¦U¦\�y�¡�`»	�u» � �	�6�N�P�u�X� ¬ �\��X�F» � �@Ó � �`�^�`Ô����	�\��» �/� ¾6�\»`�\�P�F���-Â �y�6�X� � �^�F H�X� � ���
$&% ¶(' ��)f¸+*�� .10 =§RsC^>`OzRsC^O½{ÁR�TsC^GyV�T/V 4£>ZI]S�rHVHGuT

A
qz>XMsO-ILRsS¡S3V	G°T/V|>XMPS6x

r � RPSÀM l6 c �Zh 2¡I q = 2 � MPGyRs>N[ | Aϕ
tor |≤ q

2 t4|V�ADGJCf[
Aϕ

tor

VZ[ZO¯I�[	Rs{ÁRs>-A j V c V	S OBMPSFO�.HCFV A qz{(R�TsC^GuV h !¥G´W C^S T�VZ[¿{(R�TsC^GyVH[[NC^I &sMsS¡OL[�l
{0} � A/(T ) � A/(T + 1) � A/(T (T + 1))

6 c-e	h 2¡I q > 2 � MPGyRs>N[ | Aϕ
tor |≤ q

t
4|V�ADGJCf[

Aϕ
tor

VZ[ZO¯I�[	Rs{ÁRs>-A j V c V	S OBMPSFO�.HCFV A qz{(R�TsC^GuV h !¥G´W C^S T�VZ[¿{(R�TsC^GyVH[[NC^I &sMsS¡OL[�l
{0} � A/(T − α)

M�&<VNK
α ∈ Fq

6 cBgHh�� S�	ÄS � [ZI¡GXW RsS 	 *fV
r ≥ 1 c r 6= 2

[ZI
q = 2 h VHO B G´W C^S�T�VZ[%{(R�TsC^GyVH[�K �/K	GJI .HCFVH[A3>X?NKN?NT/V	SFOQ[ � I]G²V *�I�[ZOBV�C^Sm{(R�TsC^GyV¿T/V 4£>ZI]S�rHVHGuTdT/V >XMPS6x r T�RsSFO³GyM�OzRs>N[ZILRPS VZ[ZOI�[HRP{(RP>-A j V�!

B
t

¼³��  �/�(� �	�¡ H�¯¦F�P�§�\» �(� �6�X�@�	���^���^® �u� �(� ���`ª
� *f¸ ¸ *�� . , 2DRPI]O

f
C^S|AFRsG��sS 
s{ÁV`S3RPS�K@RPS\[ZOzMsSFO½V	O

P
C^S|AFRsI]S¡O²T/V

f
qzOzRs>N[ZILRPS�A\RPC^>

ϕ c T/V�>XMsSfx r .HCFV	GyKNRsS .HCFV h t (³GyRs>N[�l
P 6= 0⇒ P q−1 | fs

AFRsC^>`C^SdV	SFO-ILVH>
s ≥ 1

t
ÇÄ��� 'D�H� � � � �y� n =

�\�	©
(f)

�H�
s ≥ 1

�
	z���	®f���´�X�
c1, . . . , cnrs ∈ A

�X���u��¾��F��ª

ϕfs = fs +

nrs
∑

i=0

ciτ
i

Ô��/�y�6�X���F�P�6� � �X� P ���´�%�F� ¦ � �u���§�^� f � � � �N�´� � �Á� � � �f�\� � �P� � �N�Ä�u�Å�H®^���¤�@���\� s �X���D¾6�\��ª
0 = ϕfs(P ) = fsP +

∑nsr
i=0 ciP

qi

= P (fs +
∑nrs

i=0 ciP
qi−1)

P
»	�@�/����� � ���6�F�Å�H� A �y�6�@Ó	©/�@� �^� �+�����^»��^�F�k��¾6�\�(ª

fs = −
∑nsr

i=0 ciP
qi−1 = P qi0−1(−

∑nsr
i=i0

ciP
qi−qi0

)

�



�/Ø i0 ���´�²�u��¦\�u�F�%¦3�H�X�y���	�6�X�u�	�²�X���D¾6�\� ci0 6= 0
« �\���@�	�D�	�6�X�u�	�²�H®^���¤�@��¦\�\���@¾��F�

cnrs
���¤�� � �+�f�\� ¬ �	z�°��Â ���F�X�\�k��¾6�\�

P q−1 �^� � ���´� fs
« ¦\�\���X¾6�\�

(q − 1)
�\� � ���´� (qi0 − 1) ¬ �	�§�y���y� ��� ����´�§�^» �(� ���@�X»��

� *f¸ ¸ *�� . � 2DRPI]O
f ∈ A

C^SFI]OzMsI]>XV�I]>Z>X?NTsCFK	OQILE	GyV¿VHO
Aϕ[f ]

GyV
A
qz{(R�TsC^GuV T/VH[¨A\RPI]SFOQ[T/V

f
qzOzRs>N[ZILRsS c ILt]V�t½MPSFSFC^Gu?Z[²A\MP>`C^S3V�A3C^I�[N[	MsS3KNV(T/V f h t (³GyRs>N[TPI]{

Fq
(Aϕ[f ]) ≤ 1

� � �^�`�ÅÂ � �¡� �@� � � � � � �F�³¾6�\� � ϕa
»H�@�/�6�

Fq � �u�y�F»��P�u�@��¦ � �\�³� � �^� a ∈ A � �y����¦ � �u�6�@��^�
f � � � �N�X� � ��� � � � �	�6� � �u�	���\� Fq � ���X¦F�/ 	� � �� H� � �X�u�	�-�¹ �\¦\¦ � � � �¡��¾��F�¯�\� � Fq

(Aϕ[f ]) ≥ 2
� ¹ � �y���P� � �N� (P1, P2)

�\�F�³�L� � �y�u�y� Fq � �u� � �X�`�^�
Aϕ[f ]

���³�\�y�´�X� Ã �u��� � �\�y�X�u¦\�u�y����¦F�P�²�\�\�³  � �F�´�@�/�6�X��� � ���f�\�u�y� ��� ��¦3�	�^���y���²�X�\¦\¦ � �X�	��\�\�y�@�/�y�@�����DÈ � �\� i ∈ {1, 2} � Pi
���¤�¯�\�U¦ � �y�6�£�^� f � � � �N�X� � ��� � �F (�ÅÂ �P¦F�XÓ��³�u�(�y� �(� �¦\�@»� 	»��^����� ��� �U��� �^»��^�F�k�|¾6�\� P q−1
i

�^� � ���´� fαi
¦ � �\�£�F�m�	�6�X�u�	� αi ≥ 1

�
Pi

»	�@�/����\�\�y�@�/�y�@���H�
f
�\�F�k�N�P�u�X�(�u�X�@»��^�¡ Z�X� � �u� � �u�½�	Â �	�¡�´�\�y�£¾6�\� Pi = fai ��Ø ai

���´�`�\�U�	�6�X�u�	�
� »��X�y�¡�/��� (q − 1)ai ≤ αi

�¡¼³���^���¤�@�y�F©/�\�`�P� � �N���^�	�\®¿ 	���¯ª
� ¹ �

a1 = a2
�/� � �@� P1 = P2

 	�%¾6�\�^  � �6�X�@���^�y���y�²�L�P�y��¾6�\� (P1, P2)
���´�1�F�\�½�L� � �y�u�y�

Fq � �y� � �@�/�� ¹ �y� � � � ¾6�\�y�´�@� Ã »� N�F�P�F©/�	���u�����u�F�^�� H��� a1 < a2
�\Ôd�P���§�P� � �N�

P1 + P2 = fa1(1 + fa2−a1)¼³�
P1 +P2

���´��»	©��/�y� � �	�6�²�\� ¦ � �y�6���^� f � � � �@�X� � �Á� � �¡ ³�^� � �u�X���F�\�³¦F�\�u�@�@�P�F 	��\�
f
�ÅÂ �P¦\�@Ó��½�y���y� ��� �¨¦\�@»� H»��^�	�6� �  H�¨¾6�\�¡���¤�%  � �6�@�@���^�u H� � �y�@�§� � �� ��u���^�	�@�\�uÓ	�@�»�©��/�y�y�X»��

� �� 	�°�� N�\Ó � �¨���Á¦\�@�	� � �£�^���u� �(� �/������� � �u� � �¡� Ã ¦\�@»��X�	�6�§���Á¦\�@�	� � �£�^���X�F» � �@Ó � �Áª� �À�^»��X�u©/�\�(¦F�/� S �-Â ���F�´� ��� �u� Aϕ
tor � �\�\�Ä�^���@�¿�¤�@�X�F H�X�\�@�(�^� Fq � ���X¦F�/ 	� � �� Z� � �@�y���Q��³�£¦\�u�F� � Aϕ

tor

»H�N�P�6�§�F�F� � �y�°���´�³�(� � �X�X� � �@���^�|�^� � ���F�´� � �¿�F�F�y���X�\� Fq
ª¡� � �y� n  H�	�´�X��^� � �	�F�X� � ���DÈp�P�¯�P�u�y�u�	�\�N� � � � �y� Φ ∈

ÇÄ�F�
Fq

(S)
�\»H�F�\��¦F�/�

Φ(P ) = ϕT (P ) � MΦ
� � �¦ � �u±6� � � � � �u�\� � �/���H� MΦ = fα1

1 . . . fαs
s

���¥�^»�  ��� ¦ � �X�y�X� � � �\� MΦ
�	� �L�/ H�X���\�@��u�X�@»��^�¡ Z�X� � �u����� �§� � �N�¨ª

S '
s

⊕

i=1

Aϕ[fi]

ÇÄ�(� 'D�H� � Aϕ
tor

���¤�p���¯� ����� ���^�u�X�� Z�X���^��� ��� �^�F�y���p�^� f � � � �N�´� � � « �u�¯� �/�(� �²»	�@�/���¦\�@�u�X���X�\�`� � �F�`�u���`¦ � �u±f� � � ���`�y�@�@»��^�F H�X� � �u���¯�\�\�y�@�/�y�@��� ¬ � �P���£�X� f ���´���y�@�@»��^�F H�X� � �u��H���\�u�´�X�u�F Z���^���
fi � 1 ≤ i ≤ s � �P� � �N�¯�y�Ä�	®^�u�´�X� u, v ∈ A �X�	���£¾6�\�

uf + vMΦ = 1
�ÇÄ���P¦F¦\�y��¾6�F�P�6�� 	�H�´�@�`»	©6�P�u�k�@» Ã

Φ �F� �¿�	���^»��\�\�k�¨� � �F `¾6�\� ϕuϕf =
	¤�

S
�\Èp�P�§�X�\�k�@� �

Aϕ[f ]
���´�§�X»��^�\�y� Ã ��»	� � �fÇÄ���@�	©��/�@�F�P�6���/� � �@�%�u�����^� � �	�F�X� � �F� � �y� � �u�	�6�`ª

n =
�^� � Fq

(S) =
�\� � Fq

(

s
⊕

i=1

Aϕ[fi]) =

s
∑

i=1

�\� � Fq
(Aϕ[fi]) ≤

s
∑

i=1

1 ≤ s

Ô��P���+�QÂ �y�F»	©��/�y�y�X»¥�y� � �	�N�´�d�\»�  � �\�u�¥�^���L�P�y��¾6�\�¥�y�À�^�	©��X»À�^�
MΦ

���´�+�u�^�w»	�@�u�	�\�
� �º»	©6�P� Ã n « � �<±f�y��± � �³� � �y�y� � � ¬ �pÈp�/� �´�F�k�@� � s = n � ∀i ∈ {1, . . . , n} � αi = 1 ��^��©

(fi) = 1
�	���^� � Fq

(Aϕ[fi]) = 1
�

	



� �� 	���	�6�X�N���]�\�¯� � �¡ `¾��F�

Aϕ
tor '

n
⊕

i=1

A/(T − ai)

�/Ø �QÂ � ���|¦ � �´» fi = T − ai
¦ � �\�%� � �^���	�6�X�u�	� 1 ≤ i ≤ n

�¡¼³�+�\�u�´�X�u�\©/�F� � �/�y�6�X���F�P�6��^���^®+ 	���¯ª
� ¹ �

q > 2È � �\� 1 ≤ i ≤ n � � � �k� Pi
�F��©/»��\»	�N�s�@�	�\�¨�^�

Aϕ[fi] � �P� � �N���ÅÂ �P¦F�XÓ��§�u�|�u� �(� � �
P q−1

i | (T − ai)
�DÈp�P�¯�´�F�k�@� � Pi

���¤�¯  � �F�¤�N�P�6�`� � �F  Aϕ
tor ⊂ Fq

�	�
n ≤ 1

�Å���¦F�y�F� � �´� n = 1 � �P� � �N� Aϕ
tor ' A/(T − α)

¦ � �\� α ∈ Fq
� � ��¾6�\���^» �(� ���@�X�|�y�¦ � �u�6� (2)

�\�+�@�\» � �XÓ � �/�
� ¹ �

q = 2��� � � � ���@�/�u� � �\�F� � �	�6� ��� �6�X�@��¾6�\���u����©�»	�\»��@�P�X�	�F�@�1�^� Aϕ[fi]
� � �6�Ä�^���^��©/�@»�u�^�w»��X�u�	�\� � ��»	©��/� Ã �\���^Èp�P�§�X�\�y�X� n ≤ 2

��³��¦\�y�¡� � �X� n = 1 � �/� � �@�§��Â �/¦\�XÓ������ �\»�  ��� ¦ � �´�y�X� � �d�\� S �@� � � � »��� H� � �^���@�´�¡� ��u����¦ � �u�6�@�§�\�³� � �N�´� � �¡�%� � �6����� ����� �X¦F�\���%�P��¾6� � �@�y�����§�^� A ¦F�/���\��¦ � �y±f� � � ��\�£�^�	©��X»
1 � �-� �/�^¦F�/� T � � T + 1

«  ��P�
q = 2 ¬ �Ç½�^�F� � �´� n = 2 � Aϕ

tor

���¤�+�u� �/�(� �@¦\�\� A/(T − a) ⊕ A/(T − b)
�²Ô��/�u�Á 	����L�� Z�@�	�\�N�p� � �6�Ä¦\�X� � �y���@�1�	�6�@�X���	�\® «  	�§� � �6���u���p�L�/ Z�@�	�\�N���u�X�@»��^�¡ Z�X� � �u���p�^� MΦ ¬ �Èp�/�%�X�\�y�X� � Aϕ

tor ' A/((T + 1)T )
« ¦\�\���X¾6�\�

q = 2 ¬ � � �³¾6�\�D�^» ��� �6�X�@���u��¦ � �u���
(1)

�^�¿�X�F» � �@Ó � ���ÇÄ�� H�`¾6�\��  � �F 	�	�@�\�¨�y�`¦ � �u�6� (3) � �y�����¤���L�� H�u�y�`�^� � »	�@�k�¡�	��¾6�\�(ª
� ¹ �

q > 2
�P� � �N�²¦ � �F��� � �\� r ≥ 1

� ¦ � �\� ϕT = T + (α− T )τ r � Aϕ
tor ' A/(T − α)

�
� ¦ � �\� ϕT = T + τr � Aϕ

tor = {0}
�

� ¹ �
q = 2

�H�
r ≥ 3

ª
� ¦ � �\� ϕT = T + (T 2r−2 + 1)τ + τ r �/� � �@� Aϕ

tor ' A/(T )
�

� ¦ � �\� ϕT = T + Tτ + τ r �P� � �N� Aϕ
tor ' A/(T + 1)

�
� ¦ � �\� ϕT = T + grτ + grτ

2 + τr �/Ø �QÂ � �À� ¦ � �X» gr =
∑2r−1−2

i=0 T i �P� � �N�
Aϕ

tor ' A/(T (T + 1))
�

� �`¾6�\���/ N�FÓ � �¨�����\» �(� �F�´�X�N�s�@� � �¿�\�+�@�\» � �XÓ � �/�
� � Î`Í�Ë�� Ð+Ë¿Ò��sÎ`Í � � �¥Î£Ð+Í
	��
� ���(Ì ��Ë���Ò	Î£Ë��!��Ë|Ì°Ò���Í �
��� �

Ë¿Ò��
� Ï��
	

�³�/�F�� 	���\�	�@�\�y���Á¦F�P�N�P©��@�/¦\�\� � � � �F�Á�^» �(� ���@� � �F�(�-Â �/�F�P� � ©��\�+�^�º�@�\» � �XÓ � ���^�Ô����X���Å» �/� ¾6�\»`�\�/�F���QÂ �u���@� � �^�¡ Z�X� � ���
$&% ¶(' ��)f¸+*��/.10 2ÅRsI]O

n ≥ 1
	 *f?�t (³GyRs>N[ÄA\RPC^>�OzRsC^OÄMsS¡S3VNMsC

B
V	SFO-ILVH>¯VHOÄT�V¨O
�@AFV 	ÄS¡I[ZC^>

A
&s?H>ZI 	%MsSFO

[L : k] ≤ n c R�
 L T/?H[NIkx/S3V+GyV¿KNRs>-A3[+T/V³rN>XM/K	OQILRPS\[ T/V
B h V	OÄAFRsC^>OzRsC^O½{ÁR�TsC^GyV�T/V 4£>ZI]S�rHVHGuT

B
qz>XMsO-ILRsS¡S3V	G

ϕ �

| Bϕ
tor |≤ q

nq
q−1

�



ÈÄ�@�	� � �(ª¹ � �y� B   �/�(� � �\�/�F�`�-Â »�� � �¡ H» �^�U�@�\» � �XÓ � ���H� ϕ �\� �(� �^�\�u� �^� �³�@�y�^�w���u� A ��N�s�X� � �F�\�	�1�^�|�N�P�F© r ≥ 1
��¼³�¥�+�P� � �N�§¦F�/�¨�^»	�F�\�y�X� � � � ϕT = b0 + b1τ + · · · + brτ

r

�/Ø b0 = T � bi ∈ A ¦ � �\� 1 ≤ i ≤ r
�H�
br 6= 0

� � � �¡�´���^»	� � �¡� ω �u� � �P�u�F�s�@� � �¿�^���@ H�@ÓH�X��^�
k
���X� �  H�u»	�¨�P�¿¦ � �y±f� � � � T �	��� � �y� ν �\�F� � �/�y�F�P�X� � �¿�^�u�@ H�@ÓH�@�`�^� L �/� � �\���@�´�F�%�^�

ω
�¡¼³�¿� � �@� Oω

« �@���X¦��
Oν ¬ �-Â �/�\�\���P�+�\� � �/�y�F�P�X� � ���^� ω « �X���´¦��

ν ¬ �	� πω

« �X���´¦��
πν ¬�\�\���\�\�y� � � � ���@�P�6�X�£¦ � �F� ω « �@���X¦��

ν ¬ ��¼³��� � �@�	�N�Á¦F�P�³�u� �´�\�y�X� e = e(ν/ω)
�QÂ �y�¡�^�u 	��^�¯�N� � �k�3 	�s�@� � �¿�\� ν ¦F�/���@�/¦\¦ � �X� Ã ω � �H� f = f(ν/ω)

�u�¯�\�	©/�@»¯�X»��´���^�\���Q�¼³�(�X� � �/�@¾6�\���/� � �@�1¦ � �\�½  �/�(� �	�F 	�	�Ä¾6�\����Â �\�F��¦F�P�X� � A ⊂ Oω � �	�²�ÅÂ �P�^�@�X��¦¡�P�X�
B ⊂ Oν

« ¦F�\�u�@¾6�\�
B
���´�§�	�6�X�u�	�§�X�\�

A ¬ �3¼³���^���¤�@�y�\©��\�`�P� � �N���^�	�^®� 	���¯ª� & �	�§ ��/�¯ª
∀i ∈ {1, . . . , r} � ν(bi) ≥ e	z�½���´���P� � �N�¨�L�/ H�u�u�(�\��  � �¡�¤�N�s�X���£¾6�\� Bϕ

tor ⊂ O?
ν

�1¼³� � Fq ' Oω/πω
�	��� � �F 

[Oν/πν : Fq ] = f
�\Èp�P�§�X�\�y�X� � �\� � Fq

(Bϕ
tor) ≤ f ≤ n

�
� � Ó � �` 	���¯ª ∃i ∈ {1, . . . , r} � ν(bi) < e�¨�P�¡�§ H�` 	��� �^� �¿�¿ª

ν(b) >
e

q − 1
⇒ ν(ϕT (b)) = ν(b) + e

� �� H� �(� �6�X�@��¾6�\���u���³¦ � �u���N���^��� � �@�X� � ��� � �6�³�^� � �/�y�F�P�X� � ��  �/� ¦\�@�u�X�£�	�6�@�X� 0�	� e
q−1

� ¹ � �y� N ����¦F�/�´�@�y�£���6�X�uÓ	�@�|�^� e
q−1

�H�
Bi = Bϕ

tor ∩ {x ∈ L, ν(x) ≥ i}¦ � �F� 0 ≤ i ≤ N
��¼³�   � �F�´�@�P�X� �/� � �@���ÅÂ �F�\� ¦F�/�´��¾��F� �^� � Fq

(BN ) ≤ f � �H���Â �/�^�X�@�§¦F�/�´�½¾6�\�§¦ � �F�p� � �^� 0 ≤ i ≤ N −1 � �^� � Fq
(Bi/Bi+1) ≤ f

�/Èp�/�½�´�F�k�@� �
�^� � Fq

(Bϕ
tor) =

N−1
∑

i=0

�\� � Fq
(Bi/Bi+1) +

�^� � Fq
(BN ) ≤ (N + 1)f

¼³�����¿�^»��^�\�y�³� � �F ¯¾��F� | Bϕ
tor | ≤ q

(N+1)f ≤ q
ef

q−1
+f ≤ q

qn
q−1� �� 	���/ N�\Ó � �¨�u��¦\�@�	� � �`�^�¿�X�\» � �@Ó � �/�

��Â �P�\�X�@�%¦¡�P�X� � Æ¤�F�@¾6��Â �� H�F� � �F��� � �F�p� �/�(� ���1�u���@»	�@»��@�´»����P�^® �(� �^�\�u���p�\���³�@�y�^�w���u�Ã   � �-�� H�u�	�6�@�½�	�6�X�u�	�N�	� 	z�¡���¤�²�F�s�@�\�X���¡�^�¨�´�³�^� � �P�¡�^�	�%�´�D H���Ä�@»��X�\�k�N�s�N�½��Â »	�X�	�¡�^�	�6�²�/� 	�����^�����H®f�@�	�F�X� � �F�Å�¡�\�y�����^� Fq(T )
�<¼³�`�\�²¦¡���^�1 	�	¦3�	�F�F�P�6��¦F�����	Â �s�X�X���F�^�@� Ã �X� � � � �	��^��� �¡� �X�F�������^�	�6�X��¾6�\�����/Ç½�Á� 'D�H� � � � �¡�Ä� �/� �F���^» �(� �6�@�X»§¾6�\�����¨� � �@�X� � ���\��� �(� �^�\�u����^���³�X�u�^�w�	��� Ã   � �'�� H�u�	�6�@�(���6�X�u�	�N�|���¤� �3� �@�\»¿�\�\�y� � � � » � �	�6� � �u�F�^»�¦¡���F�\� � ����� �\��N�P�\©¡� � �� 	����Â ���¤�¨¦\�u�F� � �N�P�°� � �@�@¾6�\���u���¨  � �-�Á 	�y���6�@�³�\��� � �6�¨¦\�y�¡�������@�y���@���3ÇÄ�d� '3�	� ��X�

W
���¤�§�F��� � �F� � ���X¦F�� H� � �� H� � �X�u�	�Å�^���\� � �	�¡�´� � �¿�F�\�u� r �\� k = Fq(T ) � �P� � �N� P =

∏

w∈W (X −w)
���¤�%�\� ¦ � �u±f� � � � Fq � �y�u�\»��P�u�X� � � � �F ��^�¨���`� � � � � P0x+ ...+Prx

qr �
ÇÄ�Á  � �F�X�u�^»��@�/�6� ϕT = T + ...+ Pr

P0
τr �P� �Á  � �F�´�@�s�@��¾��F���u�¨� � �N�´� � �(  � ���@�y���6� W � � � �F ���´�§�^�£ 	�/�@�\�y�F�/�Å�P� �(� �u�F� qr �Èp�P� � �Å�u����¾��F���´�X� � �F� � � � ���´�@��� �  	�k� � �F���u����  � �sÆ¤�� Z�@�\�X�����´�F� � �P�6�@���¯Õ � Ös×½ª

� ' ��� *f�P��·°��* � . , 2DRsI]O
r ≥ 1

VHO
L
C^SDV�V+*�OzVHSF[NILRPS 	ÄS¡ILV§T/V

k =
_�>XM/K

(A)
	 *f?Z[	t (³GyRs>N[I]G\V+*�I�[ZOzV�C^S3V�KNRsSF[ZOBMPSFOzV

B(r, L)
OzVHG]GyV .HCFV�AFRsC^>%OzRsC^O�{ÁR�TPC^GyV§T�V 4£>ZI]S�rHVHGuT

L
qz>XMPOQILRPSFSDVHGT/V�>XMPS6x

r � GyV|KNMP>XTsI]SDMsG1T�V Lϕ
tor

[HRPI]O²{ÁMzv	RP>X?§A\MP>
B(r, L)

t

�



� ' ��� *f�P��·°��* � . � 2DRsI]O
r ≥ 1

V	O
d ≥ 1

	�*6?H[	t�(³GyRP>N[³I]G�V *�I�[NOzV¨C^S3V`KNRPS\[ZOBMPSFOzV
B(r, d)OzVHG]GyV .HCFV�AFRsC^>�OBRPC^OBV(V *�OBV	S\[ZILRsS 	½SFILV�T�V

k
T�V�T/VBx/>X?(I]S�rH?	>ZILV	C^>ÁRPCÀ?Bx6MsG !

d
V	O1A\RPC^>OzRsC^Op{ÁR�TPC^GyV�T�V 4�>ZI]S�rHV	GyTÁ>XMPOQILRPSFSDVHG�T�V`>XMPS6x

r � GyV|K@MP>XTsI]SDMsG�T�V Lϕ
tor

[	RsI]O²{(M¤v	Rs>X?�A\MP>
B(r, d)

t
È �6� �\�	� Õ � Ös×��m�\» �(� �6�X�@»�¾��F���u�U  � �sÆ¤�� H�X�\�@� 5.3

���¤� � �N�P�u�+¦ � �F� r = 1
�\�/�F��\�d ��/�^�@�`¦\�u�F�³©/»	�F»	�N�P�Äª Ã �X� ��� �u��� � �@�@¾6�\� A �\»��X�y©��\�£�-Â �/�\�\���/���^���§� � �F H�X� � �F���X»�©/� ��u�yÓ��X���%��Â �\�F�£  � �F� � �`�
�Á�\� �/� �@�	�f�\�¯�	�¿�@�H�X�u�N�P�6�%�F�¿¦ � �u�6���w�	� � »�� ∞ � �ÅÂ �\�\�£  � �\� � �¦\� � Æ¤�� Z�X� � �¨�u�u�@�´� X �^»H�¡�\�y�£�X�\�

Fq
�

��� � »H�@� � �^��¦\�X»� H»��^�	�6�X�%¦3�	� � �	�Ä�^���X�	�X� � � � �	���	�Ä�^��¦\�X»� H���´���p H�%�X»��´�\�y�@�P�1� � �N�@¾��F�
A = Fq[T ]

ª
� ' � '���� ���w��*��/. � 2DRsI]O

n ≥ 1
MsGyRP>N[pAFRsC^>�OzRsC^OzV¯V+*�OzVHSF[ZILRsS 	ÄSFILV

L
T/V
k
T/V`T/VBx/>X?

≤ nV	OpAFRsC^>(OBRPC^O§{ÁR�TPC^GyV T�V 4�>ZI]S�rHV	GyTdT�V�>@MsS6x
1 L

qz>XMPOQILRPSFSDVHG � GyV+KNMs>XTPI]S3MsG%T/V Lϕ
tor

VZ[ZO
{ÁMzv	Rs>@?�AFMs>

q
nq

q−1

t
¹ � �y� L/k �\�\�¥�H®f�X���F�´� � � �\�¥�^��©/�@»

≤ n
�H�
ϕ
�F�

A �B�(� �\�\�y�À�^�¥�³�@�y�^�w���u� L ��N�s�X� � �F�\�	�§�^�d�@�/�\© 1
�²­ � � � �F� ϕT = T + Bτ ��Ø B ∈ L? � ¹ � �y� ω ��� � �P�u�F�s�@� � �� � � � �P�u���´»��(�\� k ���X� �  H�u»	�Á�P�U¦ � �u±f� � � � T �	�

ν
�\�U¦\� � � � �\©�� � �	�6�£�^� ω Ã

L
�1¼³�� � �X� e « �X���´¦3�� H�X� � � � ���6� f ¬ �QÂ �y�¡�^�u 	���^�`�N� � �y�¡ 	�P�X� � � « �@���X¦��\�u�£�^�	©��X»`�@»��X���^�\�	� ¬ �^� ν¦F�/���@�/¦\¦ � �´� Ã ω �F�³� � � � �¯¾6�\�`¦F�X»� H»��\� � �	�6� �^� �+�@� � �/�@¾6�\�¯¾6�\�Áª

ν(x) >
e− ν(B)

q − 1
⇒ ν(ϕT (x)) = ν(x) + 1

ν(x) <
−ν(B)

q − 1
⇒ ν(ϕT (x)) < ν(x)

¼³� ��� �^»��^�\�y��� � �F d¾6�\�À�u���+¦ � �y�6�@�¿�^�¥� � �@�X� � � L � �@�P�X� � �\�F�	��� � � �6�¿�^� � �P�u�F�s�@� � �  ��� ¦\�X���X���	�6�X�@� −ν(B)
q−1

�	� e−ν(B)
q−1

��Ô��/�u�
ν
���¤� Ã � �/�y���\�@�+�	�6�@�yÓ��X���	�%Èp�P���´�\�y�X� � �y�± �d�/� ¦\�u�F� e

q−1 + 1 � �P�u�	�F�@�(�^� ν(x) ¦ � �F���u���@¾6�\�	�u�u��� x ¦3�	�^���	�X�@�+�\� ¦ � �y�6�Á�^�� � �@�X� � ���\��� � � � �£�N�P��� � �\�\� � ������¾6�\��¦\�X»� H»��^� � �	�6�§¦3�	� � �H�³�/� � �@���^�|  � �¡ H�u�\�X�£¾6�\��^� � Fq
(Lϕ

tor) ≤ f( e
q−1 + 1) ≤ nq

q−1
�  	�¯¾6�\�°�/ N�\Ó � �¨�u��¦\�@�	� � �`�^��  � � � �u���P�u�X���

���
����Í ��Ë¿Ñ3�
�
Õ & ×£�³�	�\��� � �Ä�Äª��|MsC^OzVHC^>N[�KNMsS3RPSFI .	CFVZ[�V	O�{ÁR�TPC^GyVZ[ T�V 4�>ZI]S�rHV	GyT « Ôd�s�X��� �§�\��� � � Ö« & ��� � ¬ � ¦�� � &�� � ��� � ¬Õ � ×£�³�X�u�^�w�	��� � ����ª � G]GJI A3O-ILK�{(R�TsC^GuVZ[ « Ô��P�X���	� ¹\¹ " ¹ � � ��� � « &�� 	 Ö ¬ � ¦�� � � & � � � � ¬Õ � ×`Ç½�^�y®^� �s� ��� ��
 ��ª� �MPOQILRPS3MPG^OBRP>N[NILRPS¯AFRsI]SFOQ[§RsS+V	G]GJI A3O-ILK¨KHC^> &sVZ[§R
&sV	>%S¡C^{(ENV	>�	%VHGuT<[

c M¤rNOzVH> 9 Ms{�ILVHS¡S���MsS3T��dM�
HC^> h « ¹ » � �u�F�P�u�X� 
%� �\� � ���f� 	�� �\�	�p� �-� &���������� Ö � �³� ��X»��X���@¾��F�¯­ � � ��� 	 « & ��� � ¬ � Çp®^¦�­ � � 	
� �^� Ö � ¦�� ��� � � ��� 	 ¬Õ ÖP×��F�/�k�@�y�F©�� ��� �pª�_½I]SFI]OzV	S3VH[@[�O j VNRs>XV	{�[�rHRs>�M/ENV	GJILMsS &<MP>ZILVHO-ILVZ[ R�&<V	>|S¡C^{(ENV	> 	%VHGuT<[« 	z� � �	�6���FÔd�s�X��� 	
� « & ����� ¬ � � � � � � ¦�� � Ö � � ����� ¬

& �



Õ � ×��\��� � �u©/�u�	� � ¹ �¨ª��°S3VÀKNRsC^>	ENVUVHG]GkI A3O-I .HCFV T�?�	½SFILVd[ZC^> Q
T/V¥>XMPS6x

≥ 22
« �� H�@�

�§�@�y�X� � �H�@�u �� � ������� 	 	 « &���� 	 ¬ � Ö � ¦�� � � � � ����� ¬Õ � ×��1�y±f�\� � Ç§� � �¡ª %°Ms>Qx6V³>XMsO-ILRsSDMsG3OBRP>N[ZILRsS�RsS¿M�ENVHGJILMPS &<MP>ZILVHO-ILVZ[ « �F�/­�� ��� �	� ���\� � �X±��� � ¦�� ��� 	 � � � � ¬Õ 	 × �¨� �@� � ����ª���Ms[NILK 23OQ>ZCFK	OQC^>@VZ[`R¤r�_�C^S3K	OQILRPS¿_½ILVHGyT�(³>ZI]O j {ÁVHO-ILK « ¹ ¦\�@�y�\©��	� &������ ¬Õ � ×&���<±���� � �|��ª ( E	>ZILVLr+I]SFO->XR�TsCFK	OQILRPS OBR 4�>ZI]S�rHV	GyTÀ{(R�TsC^GuVZ[ « ���\�����X�y�X� � �	�X��  � ��\�F�F Z�@� � � �1�u�	���\� � ���Å�P�|� �¨� �@� � �|� "£� ���<±/��� � �	�pÔ � 	Z� " � �´��� � �^� � �X�F±��@�	� ��
 �	�@�y�u�
&���� � ¬Õ � ×��`� � �u�	�\�f± � ¹ ��ª	�¡Rs>N[ZILRsSÀAFRsI]S¡OL[�RsS VHG]GkI A3O-ILKdK	C^> &<VH[¿R
&sV	>�MPG]G .	CFM/TP>XMsO-ILK 	%VHGuT<[« �³� ���£Ô��s�@��� �¡� � � « & ����� ¬ � � � � � � ¦�� � Ö �s� ��� & ¬Õ & � × �¯�u�F�P�N� � ¹ �^ª�
�S+MPS¿V	G]GJI A3O-ILK¯KHC^> &sV¨R
&sVH> Q(t)

R¤r�>@MsS #
≥ 14

« ÈÄ� �  /�����/¦F�P� �� 	��� �¹ ��� � � Ôd�s�X��� ¹  H� 	�	 « ����� & ¬ � ¦�� ���s� � & ¬Õ & & ×`����¦\�@» �/� �¤� � �%�|ª 2¡C^> KNV	>ZOBMPI]S\[m[	RsCf[ZqLx/>XRsC�AFVZ[ T�V OzRs>N[ZILRPS T�V v	M�KNR/E	ILVHS¡S3VH[ T/VKNRsC^>	ENVH[ j �@AFVH>@VHG]GJI ADOQI .	CFVH[mT�V�x�V	SF>@V
g ≥ 2

« Ôd�P�f�F�@ H�@�y¦^�N� Ô��P�X��� � � « & ��� 	 ¬ �� � � & � ¦��FÖ 	 � ��� ¬Õ & � ×`Ô��/�\�y� � �¡�%ª�� j V p qzOzRs>N[ZILRsS�R¤r�VHG]GkI A3O-ILKdK	C^> &<VH[�I�[ C^SFI rHRP>Z{|G��UENRsC^SDT/VNT « Ô��P�X���� ¹F¹ " � 	 � � ���´�X� Æ´� 3
« &������ ¬ ¦��\Ö ��� � Ö ��� ¬Õ &�� ×`Ô��/�´�@�y� � "`���	�|Ô�  � Ô��u�u�y��� � � �²ª (³S � G]GkI A3O-ILK�
�C^> &<V�R
&sV	> Q

opI]O j >XMsS�#
≥ 24« ­�� ��� �	� ���\� � �X± ���u�´�@�X�	� � ��� � Ô��<± ������� ¬Õ & ÖP×`Ô����	�\� � 
 �pª �dR�TPC^GyMs> K	C^> &<VH[�MsS3T�O j V � I�[	V	S\[ZOzVHI]S ILT�VNMsG « 	 ��Ç ¹ ÈÄ� � �y�-��Ô��P�X���Ö 	 « &�� 	�	 ¬ ¦�� ��� � &���� ¬Õ & � ×`Ô����X��� � �Ä��ª��³Rs>ZS3VH[³A\RPC^>|GyM�OBRP>N[NILRPS T/VH[ÁKNRPC^>	E@VH[�V	G]GJI A3O-I .	CFVZ[([ZC^>�GyVH[�K@RP>-A¡[ÁT/VS3RP{(E	>XVH[ « 	z� � �	�6���\Ôd�s�X��� & � Ö « &������ ¬ � � � � & � � � ¦��^Ö � 	 � Ö/Ö � ¬Õ &�� ×`Ô����¤�@�X� � �F� �%��ª�
ÄRsC^>	ENVH[�V	G]GJI ADOQI .	CFVZ[dT�V�>XMPS6x ≥ 12

[NC^>
Q(t)

« � "�� ¹ � ��� � & � �¹ »��X�u� 	 « &���� & ¬ � � � �\Ö � ¦�� & 	 & � & 	 Ö ¬Õ & 	 ×`Ô����¤�@�X� � �F� �%�^ª�
ÄRPC^>	E@VH[³V	G]GJI A3O-I .HCFVH[³T/V³>XMPS6x ≥ 11
[ZC^>

Q(t)
« � "�� ¹ � ��� � &�� � ¹ »	�@�y�	 « &���� & ¬ � � � � � � ¦�� & ��� � & Ö � ¬Õ &�� ×`Ô����¤�@�X� � �¡� �²�Dª��°S�V *fVH{�A3GyV|T/V|K@RPC^>	ENV£VHG]GkI A3O-I .HCFV`[NC^> Q

T�V¯>XMPS6x
≥ 15

« � "�� ¹ ���� � & Ö � ¹ »��X�u� 	 « &���� � ¬ � ¦��6Ö � � � Ö ��� ¬Õ &�� ×`­��/©�� �F� �(� 	Z�1ª (³SmV *6MP{§ADGyV�R´r � G]GkI A3O-ILK�
�C^> &<V R
&sVH> Q
opI]O j >@MsS #

≥ 20
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P{(VH[ � OBVH[ZOL[�T/V�A3>ZI]{ÁMsGJI]Oz? � K@RPC^>	ENVZ[§VHG]GkI A3O-I .HCFVH[�VHO°{(R�TsC^GyVH[§T/V 4�>ZI]S�rHV	GyTÕ � � ×¯Èp�P�@�	�6� � È��Åª���RP>ZS3VH[`V���VNK	OQI &sVZ[²AFRsC^>¨GyM(OzRs>N[ZILRsS¥T�VZ[£KNRsC^>	ENVH[¯V	G]GJI A3O-I .HCFVH[¯[ZC^>³GyVH[KNRs>-A3[|T/V�S3Rs{ÁE	>XVZ[ « �¡� "��	�u�\�&���\©/��¢`�FÔ��s�@��� ��� � « &������ ¬ � ¦�� � �<� & &�� ¬Õ � ÖP×¯È �f� �\��� �	
 ��ª��¡Rs>N[ZILRsS¥I]S¥>@MsS # RsSDV 4�>ZI]S�rHV	GyT {(R�TsC^GuVZ[�MsSDTÁO j V�C^SFI rHRP>Z{�ENRPC^SFqT/VNTPS3VH[@[|KNRPS	v	VNKHO-C^>XV « Ô��s�@��� �§�F���
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