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Abstract

Let ¢ be a Drinfeld A = F,[T]- module. When ¢ is defined over A4, it induces a
new A-module structure on A. We show that for this structure, the set A7 . of
A-rational torsion points is isomorphic to one of the following : {0}, A/(T — «)
(aeFy),or A/(T(T+1)) (if ¢ =2). Next, we prove that if n > 1, then for all
ring B which is integral and of finite type over A, whose field of fractions is an

extension of IF,(T") of degree < n, and for all Drinfeld A-module defined over B,
the set of B-rational torsion points has cardinality < q%.

Résumé

Soit ¢ un module de Drinfeld défini sur A = F,[T]. On montre que pour la
structure de A-module sur A induite par ¢, A7 (points de torsion) est borné
uniformément en le rang r de ¢ et qu’il est isomorphe en tant que A-module
a I'un des modules suivants : {0}, A/(T — «) (avec o € F,), ou A/(T(T + 1))
(si ¢ = 2). Nous démontrons que si n > 1 est fixé, alors pour tout anneau B
entier et de type fini sur A dont le corps de fractions est une extension de Fy(T")
de degré < n, le cardinal de points de torsion B-rationnels d’'un A-module de
Drinfeld B-rationnel est majoré par qq%. Enfin, nous retrouvons et précisons
dans un contexte plus restreint un résultat de Poonen.

1 Introduction

Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K. Le théoréme
de Mordell-Weil [4] établit que A(K) est un groupe abélien de type fini, c’est-
a-dire que A(K) ~ A(K)tor X Z", ou A(K)ior est le groupe fini des points de
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torsion K-rationnels et 7 un entier > 0. De nombreuses questions restent encore
ouvertes. Par exemple, si on fixe la dimension g, et le corps de nombres K,
existe-t-il des variétés abéliennes A, définies sur K et de dimension g, de rang
arbitraire ? Méme pour g = 1 et K = Q ou Q(¢), on ne dispose pas de réponse
définitive. Les résultats dans cette direction ont été initiés par Néron [20], mais
surtout Mestre [16, 17, 18], puis Fermigier [5], Nagao [19] (voir également [10,
13]).

En ce qui concerne la torsion, la conjecture de la borne uniforme affirme la
chose suivante : soient d, g des entiers > 1, alors il existe un entier B(d,g) > 1
tel que pour toute variété abélienne A de dimension g définie sur un corps de
nombres K de degré d, | A(K)ior |[< B(d, g).

Pour g > 2, cette conjecture est encore ouverte, et ’on ne dispose essen-
tiellement que de résultats montrant que certains groupes sont des groupes de
torsion de Jacobiennes de courbes de genre ¢ [6, 11, 21].

En revanche, pour g = 1, qui correspond au cas des courbes elliptiques, cette
conjecture est maintenant un théoréme, da & Merel ([15]; voir également [3, 23]
ainsi que [12] pour des résultats sur la p-torsion).

Pour d petit, on dispose de résultats précis sur le groupe des points rationnels
de torsion d’une courbe elliptique F définie sur un corps de nombres de degré d,
et qui ont été obtenus historiquement avant ceux de Merel. En particulier, pour
d =1 (pour d = 2, voir les résultats de Kamienny [9]), le théoréme de Mazur
[14] donne la liste des quinze groupes E(Q): possibles.

Cet article s’attache a certaines de ces questions. Dans la deuxiéme partie,
nous rappelons le concept de module de Drinfeld, ’analogie avec les courbes
elliptiques, ainsi que certains résultats. Dans la troisiéme partie, nous précisons
la structure induite par un module de Drinfeld. Dans la quatriéme partie, nous
étudions la torsion d’un module de Drinfeld et obtenons un analogue du théo-
réme de Mazur et donc de la conjecture de la borne uniforme dans ce cas. Plus
précisement, nous montrons que pour un F,[T]-module de Drinfeld rationnel,
le module des points de torsion sur F,[T] est isomorphe & 'un des modules
suivants :

— (i) Si g = 2 : {0}, Fy[T)/(T), F,[T)/(T + 1), F,[T]/(T? + T).

- (i) Si ¢ > 2, {0}, F,[T]/(T — a), pour a € F,,.

Enfin, dans la derniére partie, nous obtenons d’une part un analogue du théo-
réme de Merel et d’autre part nous retrouvons et précisons dans un cadre plus
restreint un résultat de Poonen [24]. Plus précisement, nous montrons que si
n > 1 est fixé, il existe une constante C(q,n) ne dépendant que de g et n telle
que, pour tout anneau B entier et de type fini sur F,[T] vérifiant [L : F,(T)] < n,
ou L désigne le corps des fractions de B, et pour tout F,[T]-module de Drin-
feld B-rationnel, le module des points de torsion B-rationnels est de cardinal
< C(g,n). Nous montrons qu’une valeur convenable pour C(q,n) est quql.

Remerciements : je tiens & remercier Franck Leprévost et Alexei Pantchi-
chkine pour les nombreuses discussions que nous avons eues ainsi que pour les
conseils qu’ils m’ont donnés.



2 Rappels sur les modules de Drinfeld

Soit p un nombre premier, m un entier > 1, et ¢ = p™. On considére
A =T,T), k =Fy(T) , ko = Fo((T'™")) (la complétion de k par rapport a
la valeur absolue définie par | g o= g8 F=deg 9) Soit également Q = koo
(la complétion d’une cloture algébrique fixée de ko). On peut alors formuler

I’analogie suivante entre courbes elliptiques définies sur un corps de nombres et
modules de Drinfeld :

Z «— A=F,T]

Q «— k= Frac(A) F,(T)
R Fo((T71)

C «— Q—k

Z —module «— A — module

E (courbe elliptique) «— ¢ (module de Drinfeld sur A)

K corps de nombres «— L extension finie de k

E définie sur K «— ¢ défini sur L
groupe abélien Hom(E,E’) «— A — module Hom(ip,))
anneau Endg(F) «— anneau Endy(p)

algébre Endg(E) ® Q «— algeébre End,(¢) ®4 k

A réseau de C «—— A — module libre et discret A

De maniére formelle, soit 7 ’endomorphisme de Frobienus défini sur 2 par
7(x) = 9. Dans toute la suite, on identifiera un élément de a € €2 avec I’endo-
morphisme de multiplication par a.

On appelle module de Drinfeld (voir [22] ; pour une définition plus générale,
voir [2, 8]) de rang d sur 2 toute application ¢ de A dans Q{7} vérifiant les
conditions suivantes :

— (i) ¢ est un morphisme d’anneaux

— (i) deg,o(T) = d

— (iii) Va € A, Dy(a)(z) = az ot Dy, (z) désigne la partie linéaire

Dans le cas des courbes elliptiques, le théoréme d’uniformisation de Riemann
établit une correspondance entre courbes elliptiques sur C et réseaux de C. Le
cas des modules de Drinfeld est tout a fait analogue :

Théoréme 2.1 [7, 22| Soit ¢ un module de Drinfeld de rang d. Alors :
— (1) Tl existe une unique fonction entiére e(z) = Y. . an2? avec ag = 1
sur Q telle que Va € A,Vz € Q,e(az) = pa(e(z))
- (2) A = Ker(e) = {z € Q,e(z) = 0} est un A-module libre de rang d et
discret

La fonction e ici est ’analogue de la fonction P de Weierstrass pour les
courbes elliptiques.



Corollaire 2.2 |7] Sia € A\ {0}, alors E, = kerp, est un A/(a)-module libre
de rang d (pour Uaction via ¢ de A sur E,)

Dans le cas d’une courbe elliptique E définie sur C, si n > 2, alors le groupe
des points de n-torsion E(C)[n] est isomorphe & Z/nZ x Z/nZ. Ce corollaire
met en évidence les similitudes entre courbes elliptiques et modules de Drinfeld.

Réciproquement, & tout A-réseau de €2 on peut associer un module de Drin-
feld :

Théoréme 2.3 [7, 22] Soit A un sous-A-module libre de rang d discret de .
Alors :
= (1) L’application ey de Q dans Q définie par ex(z) = 2z [[,ep (01 (1 — 2)
définit une fonction entiére F,-linéaire sur .

= (it) Va € A,en(az) = ae(2) [[ozaca-1a/a (1 - ZAA—((Z)))

— (i#i1) Pour tout a € A, il existe un unique polynome F,-linéaire p, tel que
Vz € Q,en(az) = pa(ea(z))

- (iv) L’application ¢ qui ¢ un élément a € A associe le polynéme p, est
un module de Drinfeld de rang d.

3 Groupe de Mordell-Weil d’un module de Drin-
feld

On se place ici dans le cas oit ¢ : A — A{7} et on considére la nouvelle
structure de A-module sur A induite par ¢ :

AxA — A

(a,2) — ax=p.(x)

A% désignera dans ce qui suit ’ensemble A muni de cette structure de A-
module : c¢’est I’analogue du groupe de Mordell-Weil pour les variétés abéliennes.
AY . désignera le A-module de torsion.

Dans la premiére section, on a vu que si ’on considére un module de Drinfeld
a valeurs dans Q{7}, alors pour tout a € A non nul, les points de a-torsion
forment un A/(a)-module libre de rang r. En particulier, on a une infinité de
points de torsion. Dans le cas présent, c’est-a-dire le cas ol ¢ est & valeurs dans
A{1} (p est A-rationnel), on peut remarquer les deux choses suivantes :

Proposition 3.1 Soit ¢ : A — A{7} un module de Drinfeld de rang r. Alors :
- (1) AL, est fini.
- (2) A¥ n’est pas de type fini sur A.

Remarque : Nous proposons ici une démonstration élémentaire et construc-
tive, différente de celle de [1, 25, 26], ou ces résultats sont établis dans un cadre
plus général.



Notons pr = bg + 17+ -+ b 7" o bg = T, b; € A pour i > 1 et
b, # 0. Lorsque a € A est de degré suffisamment élevé, on a deg(or(a)) =
deg(b,) + ¢"deg(a). Ce qui montre que a n’est pas de torsion. Ceci établit le

premier point : & savoir que A7 est fini.

Montrons & présent que A¥ n’est pas de type fini. Pour cela, on va exhiber
une famille infinie d’éléments de A qui soit A-libre.

On note b = deg(b,) , b > 0 puisque ¢ est de rang r. Considérons alors la
suite d’entiers i,, définie par ioc = b — 1+ Ag (ou A est un entier tel que T ne
soit pas de torsion), et i,11 = in + q-

Lemme 3.2 La suite (T*),en est une famille A-libre de A%.

On raisonne par I’absurde. Supposons que Y _ A, T = 0 ou A; € A
(non tous nuls). Par définition de A%, ceci équivaut a : 327" @a, (T"") =0
Mais par construction, T}, n’est pas de torsion pour tout entier m. D’aprés ce
qui précéde, on a donc pour tout indice m apparaissant dans la somme pour
lequel A,, # 0, en posant a,, = deg(A,,) : deg(pa, (T")) = qj;iflb+ q“ i,
Montrons alors que ces degrés sont deux & deux distincts. Ceci permettra de
conclure puisque dans ce cas le degré de la somme sera non nul (puisque au
moins A,, est non nul), ce qui contredit la nullité de cette méme somme. On
suppose donc que : qi;::zlb + @y, = q;l::llb + ¢*"i;. En multipliant cette
expression par ¢" — 1 (qui est non nul), on obtient : ¢°""b—b+ (¢" —1)¢* i, =
g b —b+ (¢g" — 1)g*"i;. Soit encore :

((¢" = Vim +b) g*" = ((¢" — 1)is + b) g""

On distingue alors deux cas :

- a;,, = a; : dans ce cas, on a %, = i;, ce qui n’est pas possible pour deux
indices [ et m distincts.

— am, 7 ap @ quitte & échanger les indices, on peut supposer a,, < a;. Dans
ce cas, ’équation précédente peut s’écrire sous la forme :

(¢" = Vi +b=((¢" — 1)is + b) gl ~ )"

Mais le membre de gauche de la derniére égalité est congru & zéro modulo
q (puisque a; — a,, > 0) alors que le membre de droite vérifie :

(¢" — )iy + b= —ip, + bmod g =1 mod ¢
Ce qui est impossible. Ceci montre bien que les degrés sont deux & deux
distincts et achéve la preuve du lemme.

2

4 Borne uniforme et structure de A;,

Dans ce paragraphe, nous étudions le A-module A7 . qui est fini d’aprés ce

qui précéde. En appliquant la méthode précédente (consistant & évaluer le degré
de ¢7(a) en fonction du degré de a), on peut montrer que pour r = 1, la torsion
est majorée par g si g # 2 et par 4 si ¢ = 2. En revanche, il est facile de vérifier



que pour r = 2 la torsion est majorée par ¢q. En étudiant de maniére précise le
comportement du degré de ¢r(a) en fonction du degré de a, on peut montrer
que la torsion est majorée par gMax(2,r),

Mais la borne précédente n’étant pas optimale (pour r» = 2 par exemple) on
cherche & ’améliorer. Dans ce paragraphe, nous montrons d’abord que la borne
uniforme est indépendante de r et nous donnons les structures possibles de A7 .

Le théoréme suivant est une sorte d’analogue (beaucoup plus élémentaire) du
théoréme de Mazur évoqué dans I’introduction.

Théoréme 4.1 Pour tout module de Drinfeld A-rationnel de rang r, on a :
~ (1) Siq=2, alors | Af,. |< ¢°.

tor
De plus Af,,. est isomorphe (en tant que A-module) a l'un des modules

sutvants :
{0}, A/(T) , A/(T+1), A/(T(T +1))

- (2) Siq>2, alors | AL |<q.

tor
De plus Af,,. est isomorphe (en tant que A-module) a l'un des modules

suivants :
{0}, A/(T — ) avec o € F,

— (8) Enfin, sil’on fixer > 1 (r # 2 siq = 2) et B l'un des modules cycliques
précédents, il existe un module de Drinfeld de rang v dont la torsion est
isomorphe a B.

On commence par démontrer deux lemmes :

Lemme 4.2 Soit f un polynéme non constant et P un point de f-torsion pour
¢ (de rang r quelcongue). Alors :

P#0= pr! | f°
pour un entier s > 1.

En effet, soit n = deg(f) et s > 1. Il existe ¢1, ..., curs € A tels que :

nrs
ops = f*° —|—Zci7'l
i=0
Maintenant, si P est un point de f-torsion non nul, alors il existe un s tel que :
0= (P)= [P+ 10 e;PT = P(f* + 315 ¢, P71
P étant non nul et A intégre, on en déduit que :

fs — ZZZ:SS cquifl — Pqiﬂ—l(_ ZZZ:SZO cquifin)



ol ip est le plus petit entier tel que ¢;, # 0 (un tel entier existe puisque ¢, est
non nul).

1l s’ensuit que P?~! divise f° (puisque (¢ — 1) divise (¢ — 1)) et le lemme
est démontré.

Lemme 4.3 Soit f € A unitaire irréductible et A?[f] le A-module des points
de f-torsion (i.e. annulés par une puissance de f). Alors

dimg, (A?[f]) < 1

Tout d’abord, notons que, ¢, étant F,-linéaire pour tout a € A, les points
de f-torsion forment bien un F,-espace vectoriel.

Supposons que dimp, (A?[f]) > 2. Soit alors (P1, P,) une famille Fy-libre de
A?[f]. Quitte & les multiplier par une constante non nulle, on peut les supposer
unitaires. Pour ¢ € {1,2}, P, est un point de f-torsion donc d’apreés le lemme
précédent, on en déduit que Pf’_l divise f* pour un entier o; > 1. P; étant
unitaire et f unitaire irréductible, il s’ensuit que P; = f% ol a; est un entier
vérifiant (¢ — 1)a; < «;. On distingue alors deux cas :

— Siay = ag alors P; = P, ce qui contredit le fait que (P, P») est une famille

F-libre.
— Sinon, quitte & échanger les indices a; < ao. Mais alors

Py + Py = [ (1 + fo2=)

Or P, + P; est également un point de f-torsion donc divise une puissance
de f d’aprés le lemme précédent, ce qui est contradictoire avec la derniére
égalité.
Ceci achéve la preuve du lemme. Terminons & présent la preuve du théoréme :
on désigne par S l'ensemble A7 muni de sa structure de F,-espace vectoriel.
De plus, A, étant fini, il est a fortiori de dimension finie sur F, : soit n cette
dimension. Par ailleurs, soit ® € Endp,_(S) défini par ®(P) = o7 (P), Mg son
polynéme minimal et Me = f'' ... f* la décomposition de Mg en facteurs

irréductibles. Alors : ,
S~ @ A¢[fi]
i=1

En effet, A7, est la somme directe des modules de f-torsion (la somme étant
prise sur tous les polynomes irréductibles unitaires) mais si f est irréductible
et distinct des f; ,1 < i < s, alors il existe u,v € A tels que uf + vMe = 1.
En appliquant cette égalité & ®, on en déduit donc que ¢,y = Idg. Par suite,
A?[f] est réduit & zéro. En regardant alors les dimensions, il vient :

n = dimg, (S) = dimg, (P A?[£:]) = dimp, (A°[fi]) <> 1<
i=1 i=1 i=1
Mais 'inégalité inverse découle du fait que le degré de Mg est inférieur

ou égal & n (Cayley-Hamilton). Par suite, s = n, Vi € {1,...,n} , a; = 1,
deg(fi) = 1 et dimp, (A®[f;]) = 1.



Ceci entraine donc que
n
AL~ @ A/T — a;)
i=1

ol l'on a posé f; =T — a; pour tout entier 1 < ¢ < n. On distingue maintenant
deux cas :
-Sig>2
Pour 1 < i < n, soit P; un générateur de A®[f;], alors d’aprés le lemme,
P | (T — a;). Par suite, P; est constant donc Af, C F, et n < 1. De
plus, si n = 1, alors A7 ~ A/(T — a) pour o € F,. Ce qui démontre le
point (2) du théoréme.

-Sig=2
Le méme raisonnement montre que les générateurs de A®[f;] sont de degré
inférieur ou égal & un. Par suite n < 2.
De plus, si n = 1, alors d’apreés la décomposition de S trouvée ci-dessus,
les points de torsions sont isomorphes au quotient de A par un polyndéme
de degré 1, i.e. par T ou T + 1 (car ¢ = 2).
Enfin, si n = 2, Af . est isomorphe A/(T — a) ® A/(T — b). Mais ces
facteurs sont premiers entre eux (ce sont les facteurs irréductibles de Mg).
Par suite, Af . ~ A/((T +1)T) (puisque q = 2). Ce qui démontre le point
(1) du théoréme.

En ce qui concerne le point (3), il est facile de vérifier que :

— Si g > 2 alors pour tout r > 1
—pour pr =T+ (a —T)7", AL, ~ A/(T — «).
— pour pr = T+TT7 Afor = {0}

- Sig=2etr>3:
— pour pr =T+ (T 2 + 1)1 + 7" alors AL~ A/(T).
—pour or =T +T1+ 7" alors A}, ~ A/(T + 1).
— pour oy =T + g, 7 + g.72 + 7" ot 'on a posé g, = Z?;LQ T* alors

AL~ A/(T(T +1)).
Ce qui achéve la démonstration du théoréme.

5 Borne uniforme pour les extensions entiéres fi-
nies de A

Dans ce dernier paragraphe, nous démontrons ’analogue du théoréme de
Merel évoqué dans l'introduction.

Théoréme 5.1 Soit n > 1 fixé. Alors pour tout anneau B entier et de type fini
sur A vérifiant [L : k] < n (o4 L désigne le corps de fractions de B) et pour
tout module de Drinfeld B-rationnel o,

| B |< g+

tor



Preuve :
Soit B comme dans ’énoncé du théoréme et ¢ un module de Drinfeld A-
rationnel de rang r > 1. On a alors par définition, o = by + by7 + -+ - + b, 7"
ouby=T,b; € Apour 1 <i <retb, #0. Considérons w la valuation discréte
de k associée au polyndéme T et soit v une valuation discréte de L au-dessus de
w. On note O, (resp. O,) Panneau de valuation de w (resp. v) et m, (resp. m,)
une uniformisante pour w (resp. v). On notera par la suite e = e(v/w) l'indice
de ramification de v par rapport a w, et f = f(v/w) le degré résiduel.
On remarque alors pour commencer que d’une part, A C O, et d’autre part
B C O, (puisque B est entier sur A). On distingue alors deux cas :
—lercas:Vie{l,...,r}, v(b) >e
Il est alors facile de constater que By, C O}. Or, F, ~ O, /7, et donc
[0y /7, : Fy] = f. Par suite, dimr, (Bf,,.) < f < n.

— 2mecas: die{l,...,r}, v(b) <e
Dans ce cas, on a :

e
qg—1

v(b) > = v(pr())=v(() +e

Ceci montre que les points de torsion sont de valuation comprise entre 0
et —£5. Soit NV la partie entiére de _5 et B; = Bf .N{x e L,v(x)>i}
pour 0 < i < N. On constate alors d'une part que dimp, (By) < f, et

d’autre part que pour tout 0 < i < N —1, dimg, (B;/B;1) < f. Par suite,

N-1
dimg, (Bf,,) = ) _ dimg, (B;/Bit1) + dimg, (By) < (N +1)f
=0
On en déduit donc que | B, < gNHDf < qqe‘f1+f < gt

tor
Ceci achéve la preuve du théoréme.

D’autre part, jusqu’ici nous nous sommes intéréssés aux modules de Drinfeld
a coefficients entiers. Il est naturel de se demander si ces résultats s’étendent au
cas des extensions finies de F, (7). On ne peut cependant pas s’attendre & trouver
des bornes identiques. En effet, nous avons démontré que la torsion des modules
de Drinfeld & coefficients entiers est borné uniformément, indépendament du
rang. Ceci n’est plus vrai lorsque les coefficients ne sont plus entiers. En effet,
si W est un sous-espace vectoriel de dimension finie r de k = F,(T'), alors P =
[Toew (X —w) est un polynome F-linéaire, donc de la forme Pyz + ... + P.a? .
En considérant or =T+ ...+ %TT, on constate que la torsion contient W, donc
est de cardinal au moins ¢".

Parmi les questions ouvertes, citons les conjectures suivantes [24] :

Conjecture 5.2 Soit r > 1 et L une extension finie de k = Frac(A) fizés. Alors
il existe une constante B(r, L) telle que pour tout module de Drinfeld L-rationnel

de rang r, le cardinal de LY, soit majoré par B(r,L).



Conjecture 5.3 Soitr > 1 et d > 1 fixés. Alors il existe une constante B(r,d)
telle que pour toute extension finie de k de degré inférieur ou égal & d et pour

tout module de Drinfeld rationnel de rang r, le cardinal de LY soit majoré par
B(r,d).

Poonen [24] a démontré que la conjecture 5.3 est vraie pour r = 1 dans
un cadre plus général : & savoir lorsque A désigne ’anneau des fonctions régu-
liéres d’une courbe affine obtenue en retirant un point fermé “o0” d’une courbe
projective lisse X définie sur F,.

La méthode précédente permet de retrouver et de préciser ce résultat lorsque
A=F,T]:

Corollaire 5.4 Soit n > 1 alors pour toute extension finie L de k de degré < n
et pour tout module de Drinfeld de rang 1 L-rationnel, le cardinal de L . est
majoré par qq—_ql.

Soit L/k une extension de degré < n et ¢ un A-module de Drinfeld L-
rationnel de rang 1. Notons ¢ = T + BT ot B € L*. Soit w la valuation
normalisée de k associée au polynéme T et v un prolongement de w & L. On
note e (respectivement f) I'indice de ramification (resp. le degré résiduel) de v
par rapport & w. De méme que précédement, on remarque que :

v(z) > eq—_@ = v(er(z))=v(z)+1
v(z) < —v(B) v(or(z)) < v(z)

q—1

On en déduit donc que les points de torsion L-rationnels sont de valuation
_q%(? et %(1&_ Mais v est & valeurs entiéres. Par suite, il
y a au plus qfl + 1 valeurs de v(z) pour lesquelles = peut étre un point de
torsion. Le méme raisonnement que précédement permet alors de conclure que

dimg, (Lf,,) < f(;55 + 1) < %, ce qui achéve la preuve du corollaire.

comprise entre
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