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Résumé: On s’intéresse aux compactifications équivariantes d’un groupe
réductif quelconque, G, vu comme espace homogéne pour G X G. Pour un
revétement fini G de G , les groupes de cohomologie des fibrés en droites sur
ces compactifications sont naturellement des G x G—modules de dimension
finie. On détermine, dans cet article, tous ces G x G—modules en calculant
leur multiplicité selon chaque G x G—module simple. La formule obtenue
est en particulier valable pour les compactifications magnifiques des groupes
adjoints et généralise aussi la description bien connue de la cohomologie des
fibrés en droites sur les variétés toriques complétes. Notre méthode repose
sur le complexe de Grothendieck-Cousin, qui, si g est l’algébre de Lie de G,
est un complexe de g X g—modules. Pour analyser ces g X g—modules, on en
donne des filtrations dont le gradué associé fait intervenir des « modules de
Verma généralisés ».

Abstract : (Cohomology of line bundles over reductive group compactifi-
cations) We consider equivariant compactifications of some reductive group,
G, considered as an homogeneous space for G x G. For a finite covering G
of G, the cohomology groups of line bundles over those compactifications
are naturally finite dimensional G x G—modules. We determine, in this ar-
ticle, all those G x G—modules by calculating their multiplicities along each
simple G x G—module. The achieved formula is in particular valid for the
wonderful compactifications of adjoint groups and also generalizes the well
known description of the cohomology of line bundles over complete toric va-
rieties. Our method is based upon the Grothendieck-Cousin complex which,
if g is the Lie algebra of GG, is a g x g—module complex. We analyse those
g x g—modules by giving some filtrations in the associated graduate of which,
some « generalized Verma modules » occur.
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Introduction

Pour un groupe G réductif et connexe sur C, le célébre théoréme de
Borel-Weil-Bott décrit trés simplement les groupes de cohomologie des fibrés
en droites sur les G—variétés de drapeaux, au moyen des représentations
irréductibles de G. Notre but est d’établir un résultat analogue pour une
autre famille de variétés: les compactifications équivariantes du groupe G.
Comme celui-ci est un espace homogéne pour 'action, par multiplication &
gauche et & droite, de G X G, ces compactifications admettent une description



combinatoire qui résulte de la théorie des plongements des espaces homogénes
sphériques (¢f. [LV]). On peut méme obtenir une description combinatoire
des fibrés en droites L sur une compactification équivariante X.

Nous exprimons ici les groupes de cohomologie de L sur X, en fonction
de ces données combinatoires. Pour un revétement fini G de G, tel que L est
G x G—linéarisable !, ces groupes H*(X, L) sont en fait des G x G—modules
(pour tout 7 > 0). Notre théoréme principal (2.1) donne leurs multiplicités
selon chaque G x G—module simple. Ce résultat fait intervenir des « objets
toriques » et, pour y parvenir, j'utilise le complexe de Grothendiek-Cousin,
tel qu’il a été introduit notamment dans [Ke78|. C’est un complexe fait de
groupes de cohomologie & support dans les B x B~ orbites de X (on note
B et B~ deux sous-groupes de Borel opposés de G) et dont ’homologie est
exactement la cohomologie H*(X, L).

Dans le contexte des variétés de drapeaux, le complexe correspondant
permet de retrouver directement le théoréme de Borel-Weil-Bott. Pour ce
qui concerne les compactifications, on a besoin d’analyser un peu plus les
groupes de cohomologie & support qui apparaissent. Si g est ’algebre de Lie
de G, ce sont des représentations de g X g. On en donnera des filtrations
avec des gradués associés plus familiers, en se servant de la structure de la
compactification. Cela suffira pour calculer les multiplicités cherchées.

Auparavant (cf. la proposition 4.7), ces filtrations auront mis en lumiére
I'utilité de considérer G dans une compactification, pour préciser la structure
de certains g x g—modules intéressants du point de vue de la théorie des
représentations, comme, par exemple, les groupes de cohomologie de G &
support dans les doubles classes BwB .

Lorsque G est un tore, les compactifications sont les variétés toriques
complétes; dans ce cas, les groupes de cohomologie des fibrés en droites
ont été déterminés par Demazure (cf. [De70]). Notre résultat est aussi une
généralisation de ce théoréme de Demazure.

D’autre part, lorsque G est semi-simple adjoint, une compactification par-
ticuliére de G est sa compactification magnifique construite par De Concini
et Procesi. Pour cette compactification, notre résultat a été démontré par
la méme méthode, de maniére indépendante par S. Kato (cf. [K]), et aussi
annoncé dans |[Tch]|.

Notations

Ici G sera un groupe réductif et connexe sur C, d’algébre de Lie g. On
choisira B un de ses sous-groupes de Borel et T un tore maximal de B ;
on appellera B~ le sous-groupe de Borel opposé a B, relativement a T (i.e.
tel que BTN B = T). Soient ® et W le systéme de racines et le groupe
de Weyl de (G,T). On notera ®* l’ensemble des racines positives, ®~ celui

1 Un tel revétement existe toujours c¢f. [KKLV, remarque p.67].
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des racines négatives, p la demi-somme des racines positives, et, si w € W,
wx A = w(A+ p) — p pour tout caractére X de T. Soient A la base de ®
définie par B, [ la fonction longueur correspondante sur W et wqy l’élément
le plus long de W. Le rang de G, c-a-d le cardinal de A, sera noté r.

Les variétés considérées dans ce texte seront des variétés algébriques sur C.

1 Rappels sur les compactifications de groupes

Apres la définition générale des compatifications de groupes, on s’intéres-
sera surtout aux compactifications réguliéres. On rappelle cette notion en 1.2
et aussi les données combinatoires qui caractérisent les faisceaux inversibles
sur ces variétés.

1.1 Définition générale

On appelle compactification (équivariante) de G toute variété compléte,
normale qui contient G comme ouvert et ow l’action par multiplication a
gauche et a droite de G X G sur G se prolonge.

* % %

Par exemple, si G = SL(2,C) et si M(2,C) est 'espace des matrices

d’ordre 2, la quadrique de P*:
0: ={[M:1] e P(M(2,C)) x C : det M =}

est munie d’une action de G X G définie par:

GxGxQ — Q
(90,91, [M :1]) — [goMgi" 1]

Pour cette action et pour I’inclusion :

G — Q
M — [M:1 "’

Q est une compactification lisse de G.

* ok ok
Voici un autre exemple: si G = PGL(2,C) = SL(2,C)/{+£Id}, alors
lespace projectif P(M (2, C)) est une compactification lisse de G.
* ok ok

D’apres [B98|, dans une compactification du groupe G, tout point fixé
par le tore maximal 7' x T' appartient & une orbite fermée de G x G. Nous



verrons plus loin (cf. la partie 4.3) que c’est un avantage, par rapport aux
compactifications d’autres espaces homogénes sphériques, pour déterminer
la cohomologie des fibrés en droites.

1.2 Compactifications réguliéres

La notion de variété réguliére a été introduite par Bifet, De Concini et
Procesi dans [BCP], cf. aussi [B98, §1.4] et [BB96] :

Définition 1 On dit qu’une variété X, munie d’une action de G est RE-
GULIERE si sont vérifiées :
1° X est lisse et a une G—orbite ouverte et dense X% dont le complé-
mentaire est un diviseur & croisements normaux. On appellera DI-
VISEURS LIMITROPHES les composantes irréductibles de X — X%.

2° Chaque adhérence de G—orbite est 'intersection transverse des divi-
seurs limitrophes qui la contiennent.

3 Six € X alors sur l'espace normal 6 G - x dans X, le groupe d’iso-
tropie de x, agit avec une orbite dense.

Définition 2 Les compactifications réguliéres de G sont les compactifica-
tions (équivariantes) X de G qui sont réguliéres comme G X G—variétés.

Exemples:

— Les variétés toriques complétes lisses sont les compactifications régu-
liéres des tores.

— La compactification Q de 1.1 est une compactification réguliére.

— Pour un groupe adjoint G (i.e. de centre trivial), De Concini et Pro-
cesi ont construit (Cf. [DCP]) une compactification lisse, « canonique », ou
« magnifique », G, de G'; on peut la définir comme 'unique compactifica-
tion réguliére de G avec une seule G X G—orbite fermée. L’espace projectif
P(M(2,C)) est, par exemple, la compactification magnifique de PGL(2, C).

* ok *
JUSQUA LA FIN X SERA UNE COMPACTIFICATION REGULIERE DE G.
Avant d’énoncer le théoréme principal sur les groupes de cohomologie,

fixons les notations qui concernent X :

1.2.1 Caractérisation combinatoire de la compactification

On fait d’abord appel & deux réseaux en dualité: le réseau X des carac-
téres de T' et celui, Y, des sous-groupes & un paramétre de T. On posera
Xr: = I)CQZZ)IR et Yyr: = H%R. On notera:

<,):IX:]RXER—>]R



le crochet de dualité usuel.
Soit :
Ct: ={veYr : Ya €A, (a,v) >0}

l'adhérence de la chambre de Weyl positive.

* ok %

On va définir une subdivision de € associée a X.
Pour cela, soit T’ ’'adhérence de T' dans X. Sur G, la restriction de ’action
de G x G a la diagonale de T', diag(T"), est donnée par:

VgeG,VteT, (tt).g=tgt ' .

Elle se prolonge a X. La variété des points fixés par le tore diagonal diag(T')
est lisse (cf. [[v72, prop. 1.3]) et T en est une composante irréductible. Pour
I'action de T & gauche (i.e. pour l'action de T x {1}), T est donc une va-
riété torique compléte lisse; on note & I’éventail associé ¢ T. Comme T est
compléte, € est une subdivision de Ygr (i.e.: U o = Yr) et comme T est

g€t
invariant par 'action de la diagonale du groupe de Weyl:

diag(W) : ={(w,w) : we W} ,

€ est aussi W—invariant. Il résulte de [B98, prop. A2| que &€ = WE™ ou
& est la subdivision de €1 formée des cones de € contenus dans CT. De
maniére analogue au cas torique, les cones de 1'éventail €' paramétrent des
orbites: les G x G—orbites de X (c¢f. encore [B98, prop. A2]). Pour tout
o € €T, on désigne par z, le point-base correspondant dans T et par O, sa
G x G—orbite. On dira que z, est le point-base de ’orbite O,. Parfois on
notera zo_ le point z,.

Les G x G—orbites fermées de X correspondent aux cones de €T de
dimension maximale r. Lorsque o est un tel cone, z, a pour groupe d’isotropie
B~ x B;dou:

(GxG)-2,~G/B xG/B

(cf. [B98, prop. Al ii)]).

Remarque : Réciproquement, toute subdivision de €% dont tous les
cones sont lisses (c-d-d engendrés par un début de base du réseau Y) cor-
respond & une compactification réguliére de G. Par exemple, la subdivision
triviale formée de @1 et de ses faces définit la compactification magnifique

de G (si G est adjoint).

X kX

On va maintenant préciser les « objets toriques » correspondant aux
faisceaux inversibles sur X.



1.2.2 Caractérisation combinatoire des faisceaux inversibles

On choisit au préalable une isogénie 7 : G — @ telle que Pic(@) = (0)
(cf. |Iv76] ou |[KKLV, prop. 4.6]). Tous les faisceaux inversibles sur X sont
alors G x G —linéarisables.

On notera E, B, T, 3~C, Y les ensembles correspondants a B, B, T, X,
Y pour G.

Gréce a la paramétrisation des fibrés en droites sur les variétés sphériques
de [B89, §2.2], on obtient  celle des fibrés en droites sur X par les fonctions
linéaires par morceauzr sur Ct, adaptées a la subdivision ET. Il s’agit des
applications h : €T — R telles que pour tout cone o de €T et tout n € o,

h(n) = (hg,n), pour un certain h, € XR.

Théoréme 1.1 ( [B89, §2.2] ) Etant donnée une fonction linéaire par mor-
ceauzr h : €T — R a valeurs entiéres sur Y N CT et adaptée a l'éventail ET,
il existe un faisceau £, inversible et G x G—linéarisé sur X, tel que, pour
toute orbite fermée O, (o come mazimal de E ), le groupe B~ X B opére avec
le caractére (hy, —hs) dans la fibre £/, .

A isomorphisme de faisceaux G x G—linéarisés sur X pres, L est unique
et on le note : .%,.

On obtient ainsi, & isomorphisme de Ox —modules prés, tous les faisceaus
inversibles sur X O

ON CONSERVERA CETTE NOTATION .,g,ﬂh POUR LE FAISCEAU INVERSIBLE
ET G X G—LINEARISE SUR X CORRESPONDANT A LA FONCTION LINEAIRE
PAR MORCEAUX h.

Remarque : D’aprés [KKV, lemme 2.2], deux linéarisations (pour G x
é) d’un méme faisceau inversible .# sur X différent d’un caractére de G x G.
En conséquence, c’est a translation pres par un caractére de G que le faisceau
# définit la fonction h.

2 Description de la cohomologie des faisceaux in-
versibles sur une compactification de groupe

En premier lieu, on énonce le théoréme principal pour une compactifica-
tion réguliére. Ensuite, on en donnera une version dans le cas particulier des
compactifications magnifiques.

Remarque : Si X est une compactification équivariante quelconque de
G (i.e. seulement normale), alors, d’aprés [B90], il existe une compactification
réguliere X de G et un morphisme propre et birationnel 7 : X — X tel que:

1) m 0z =0x 2)Vi>0, Rm.05 =(0) .

1 On utilise en particulier que X admet un recouvrement par des ouverts isomorphes
a des espaces affines et les trivialisations des fibrés en droites restreints & ces ouverts.




En particulier, pour tout faisceau inversible . sur X, on a: H*(X,.%) =
H(X,7*.%) pour tout i. Notre théoréme 2.1 est donc valable, en toute gé-
néralité, pour les groupes de cohomologie des fibrés en droites sur les com-
pactifications équivariantes de G.

2.1 Cas régulier

Soit h une fonction linéaire par morceaux sur CT, adaptée & €T et &
valeurs entiéres sur YN €T,

Les groupes de cohomologie H*(X,.%},) sont des modules de dimension
finie sous le groupe G x G. s se décomposent donc en somme directe de
représentations irréductibles. Notons X (respectivement 3~C+) 'ensemble des
caractéres dominants de X (respectivement de 56) Pour chaque pu € X, soit
L(p) le G—module simple de plus haut poids u. Les seuls modules simples
apparaissant dans la décomposition des groupes de cohomologie H*(X,.%,)
sont les

End(L(g)) = L) ® L(—wop), p€X* .
Nous allons exprimer leurs multiplicités au moyen des ensembles :
V(k,A): ={n€C" : (\n)—~h(n) >0}

ou A € Xr. Pour abréger, on note h + X I’ensemble des caractéres u € Xg
tels que u — h, € X pour tout céone maximal o de ET. On pose aussi

Ji: ={acA:t'(a) <0}
et, pour chaque a € A,
at: ={neet: (a,n) =0} .

On utilisera la notation H*( , ) pour les groupes de cohomologie relative
de parties de Yg a valeurs dans R (¢f. par exemple [Spa, cha. 5, sec. 4, ex.5]).
Cela étant posé:

Théoréme 2.1 On a un isomorphisme de G x G—modules :
H'(X, %) =~ @ mj,(1)End(L(p))
u6§+

ot pour tout poids entier dominant u et tout entier ¢, la multiplicité m}z(u)
est égale a :

> dim O (V(h,t*u),V(h,t*u)ﬂ U aJ‘)

tew \ {1} acldy
+dim H(C*, V (h, )
sip €h+X et mt(u) =0 sinon.



Afin d’illustrer cette formule compliquée, voici quelques remarques et
exemples :
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Avec un G choisi de sorte que pour tout u € X et pour toute coracine
oV, on ait: (u,a") € Z, la condition u € h + X s’écrit :

VneyYner, (u,n)—h(n) €Z.

Lorsque G =T, on a dans ce cas:
W={1}, A=0et Ct =Yp .

On retrouve le résultat de Demazure (cf. par exemple [O88, th. 2.6]):
mi, (1) = dim H*(Yg, V (b, 1)) -

Toutefois, ce résultat est en fait utilisé dans la démonstration (cf. la
section 5.4).

Lorsque 7 = 0, on obtient tout de suite:

1 sipour tout n € CF, (u,n) <h(n)etsip€eh+X

my, () = { 0

sinon .

C’est un résultat déja connu (cf. par exemple [Bi90, th. du §3.4]).

Soit X (&1) la variété torique associée a 1’éventail ET. C’est un ouvert
de T et, lorsque 2 = 0, 1, ou 2, on obtient :

m () = dim (H(X(€7), %))
la dimension de 1’espace propre associé au caractére p.

X k%

On va maintenant voir un exemple de calcul ol ’on trouve une multi-
plicité > 1. Lorsque G = PGL(3,C), et G = SL(3,T), les groupes de
cohomologie des fibrés en droites sur la compactification magnifique
G sont des représentations de SL(3,C) x SL(3,C) sans multiplicité
(c-a-d que leurs multiplicités sont 0 ou 1), ¢f. la remarque 4 p. 16. Ce
n’est plus le cas pour les compactifications générales du méme groupe.

Soient a, (3 les éléments de la base A. On note {w,, ‘*’,\B/} la base duale

de {a, B} dans Y.
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Soit X 1’éclaté de la compactification magnifique de G le long de son
unique G x G—orbite fermée. C’est aussi la compactification réguliére
de G associée & la subdivision suivante de la chambre de Weyl positive :

et :oaUaﬂ,
ou:
0% =Riwy + Ry (wy + wy)

et:
o =Ry (w) +wy) + Rywy -

FiG. 1 — L’éventail €T

Soit h la fonction définie par:

_} (B=2a,n) sineo®
h(n)_{<a—2ﬁ,n> sin € of

(il n’y a pas d’ambiguité). Notons %}, le faisceau inversible correspon-
dant sur X.

On va montrer que la multiplicité de la représentation triviale End(L(0))
dans H3(X,.%,) vaut 2.

On remarque d’abord que le caractére 0 € h + X. Ensuite, puisque si
teW:
3-2t)—1>0<1(t) <1,

11



on a d’aprés le méme théoréme:

mi(0)= Y dimH’ (V(h,t*o),V(h,t*O)ﬂ U 5L)

t€{sa,s5} dedy
+ dim H3(€T, V (h,0)) .
Or, d’une part:

V(h,0) = {n € €T : h(n) <0}

= {naw(\l/ +n,3wg : (na,n/g’) € Rﬁ- \ {(O’O)}}

donc: H3(Ct,V(h,0)) = (0).

D’autre part, on montre que:

V(h,s4%0) ={n € €T : —(a,n) — h(n) > 0}

= {naw) +mpw) : (nayng) €RZ\ {(z,2) : o> 0})

et:
V(h,sa *0)Nat =Riws .

D’ou:
HO(V(h, Sa%0),V(h,s4 %x0) N aJ‘)

= H' (R4 x R, {0} x RY) @ H'(R% x R4+,0) =R .
On montre de méme, que:
V(h,sg *x0) = {naw(\l/ +n5wl>3/ : (naynp) € RE\ {(z,2) : z> O}}

et que:
V(h,sg*x0)N Bt = R wq -

Donc: HO(V(h,Sﬁ % 0),V(h,s3%0) N ,BJ-) -R .
On a ainsi: mj (0) = 2. Q.e.d.

12



2.2 Cas de la compactification magnifique

Soit Gq le groupe adjoint de G (le quotient de G par son centre) et Guq
sa compactification magnifique (cf. la section 1.2). On peut prendre pour
Goa le revétement universel de Gyq4. Les faisceaux inversibles sur G .4 sont
alors simplement donnés par un poids entier A € X. Soit z I'unique point fixe
de G,q pour B~ x B et pour chaque \ € 5C, soit .Z) le faisceau inversible et
é:d X E;i—linéarisé sur G,q tel que le groupe B~ X B opére dans la fibre
Z|, avec le caractére (A, —\).

On note aussi @ : = ) ca Za le réseau radiciel et pour chaque t € W,
Qt: ={X0caTa@€Q : 70 >0t a) <0} .
On a:

Théoréme 2.2 Comme C?;j X é’;—modules, pour tout i > 0:

H'(Gaa, 4) = @ m} (1) End(L())
neEX+

avec chaque multiplicité mg\(,u) valant le nombre de t € W tels qu’a la fois
20+ |t =i et txp € A+ Q.

* ok %

Ce théoréme 2.2 est un cas particulier du théoréme 2.1 comme nous allons
le voir tout de suite. On remarque d’abord que, dans ce cas, h est simplement
un caractére A de X. Soit 4 € X*. On a alors:

Viyp) ={neCt : (un)—(\n)>0}.

La condition g € h + X du théoréme signifie que p — A € X.
On fixe ensuite v € X. Soit V: ={n € €t : (v,n) > 0}. On va montrer
(et cela suffira) que, pour tout j > 0 et tout t € W \ {1}:

HW,vn |Ja")=Rsij=|J| —1let siveQ,
acJy

et que HY(V,V N U o) = (0) dans tous les autres cas.
a€Jy
Comme cela est vrai lorsque V' = (, on va maintenant supposer que V

n’est pas vide.
Puisque V est convexe, on a, pour tout j:

HWV,vnlJeh)=H"1Vn ] a)

a€Jy acJy

ou H *( ) désigne la cohomologie réduite (cf. par exemple [Spa, Chap. 5, sec
4, §2]).
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Avec la base duale {w) : a € A} de A dans Y, on définit une fonction:
v et —  RY
n=Yseanwi > Yses, NoWs

Cette application p est continue et on s’apercoit que, restreinte a V N
Uae, o, ses fibres sont convexes:

vl € Ry, {neVn U at : p(n) =n"
a€J;
=f0ou{n=nt4+n":n EIRA\Jt (v,nt) > —(v,n"} .

On en déduit grace a une suite spectrale de Leray (cf. [Go, chap. II,
théoréme 4.17.1]) que:

ij_l(Vﬂ U al) :I;Tj_l(p(Vﬂ U at
acJy acJy

pour tout j.
Mais, si on note 8]1{;]3 le bord de R;IJ, sont vérifiées :

A\Jt

p(VﬂUaJ‘):{nERffﬂUa In' € RL VY, (yyn) + (v,n') > 0}

aEJy aEJt
=R{N U L\ {neR¥n U at : (y,n)<— sup (v,n!)}
a€ld; a€d; 1€]RA\Jt
= 0R7Y ou ORY \ {n € IR} : (v,n) <0} .
Donc p(V N Ugey, @) est un espace contractile sauf s'il est de la forme:
(0) ORY \ {0} .
Dans ce cas, p(V N Ugey, @) est homéomorphe & RI7-1\ {0} et:

- 0 sij—1#J|-2
j—1 1y _ J t
H (Vmagta ) {]R sij—1=|J|—2

(cf. par exemple [Spa, chap. 4, théoréme 6]).
On est dans cette situation (<) si et seulement si:

{n € dRY : (v,n) <0} = {0}

et on vérifie que c’est équivalent a: v € Q; .
Finalement, pour tout t € W \ {1}, tout 4 > 0 et tous A, u, on retrouve
que:
H72O V(N txp), VL txp)n | ot) =R
a€J;
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sii=2l(t) +|J¢| et t* p € A+ Q¢ et que dans tous les autres cas:

H2O V(4 m), VO tx )0 | ab) = (0)
acJy

Q.e.d.

Remarques et exemples :

1—

Pour tout poids entier dominant p et tout faisceau inversible .2 sur
Gad, la multiplicité du G x G—module

D H'(Cus,2)

i>0
selon End(L(u)) est majorée par 'ordre de W.

Quel que soit le poids entier dominant y, ’ensemble des degrés ¢ en
lesquels H*(G 44, Z) a une multiplicité non nulle selon End(L(u)), pour
au moins un faisceau inversible .Z est exactement :

(20(t) +|J] : teW) .

On en déduit, par exemple, que si ¢ = 1,2, ou 4, alors:
H' (G4, 43) = (0)
pour tout groupe G et tout caractére .

Soit {wq : @ € A} la base des poids fondamentaux. Posons pour toute
partie J de A:

Py :{Zpawa : Va,panet[pa<—1©a€J]}
acA

Qy: :{ana : Va,qQEZet[qa>O<:>aEJ]} .
a€A

Avec ces notations, si 4 est dominant, la bijection w +— w * 4 de W sur
W x p induit une bijection :

{teW :txper+Q} > | {veWsun(A+Qs)NPs} .
JCA

Si v est un poids entier tel que v + p est régulier, alors on note v
I’unique poids dominant de W * v. On déduit de la bijection ci-dessus
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que ’ensemble des poids entiers v tels que End(L(v ™)) apparaisse dans
la décomposition de la représentation :

P H (Gass-£)
i>0
est exactement 1’ensemble:

U®x+Q)np;s.

JCA
On obtient aussi que, pour tous les groupes adjoints G de rang 2, les
multiplicités m} (1) sont 0 ou 1.
En effet, soit A : = {a, 8} ; solent wy,wy € W vérifiant :

wj * p € >‘+ij
20(wj) + |ij| =1

pour j =1,2et un 0 <4 < dimG (si i =0 ou dim G, on sait déja que
les multiplicités m4 (x) sont 0 ou 1).

On a alors Jy; = {a} ou {B}. Si Jy, = Ju,, alors [(w1) = I(wz). On
vérifie que cela entraine: wy = ws.

Si Jw, 7# Ju,, alors on a:
A+ Qpay NPy #0 et A+ Qupy N Prgy #0 -
Mais cela est impossible pour chacun des systémes A, X A1, As, Bg, Gs.

On déduit aussi de la formule du théoreme 2.2 que pour tout G et tout
caractére A\ € X, les représentations H3(Gyq,.22) sont sans multipli-
cité. En effet, on a:

2w) + |y =3 TJa e A, w=s, .
De plus, si p € XT, A€ X et o, B € A, alors:
Sa*p €A+ Qs, et spxpu €EA+Qsy = Saxp—3sg*pu € Qo —Qp (xx) .
Mais comme: Sq * ft — Sg % fi = :((u,av)+1)a+ ((u, 8Y) + 1) B et

/ ~ /
~~ ~~

<0 >0
puisque: Qo — Qp C Zsoo — ZsofS +Z(A \ {e, B}), il faut que o =
pour que la condition (**) soit vérifiée.

Les multiplicités mé (1) peuvent néanmoins étre différentes de 0 ou 1:
si par exemple, G = PSO(8,C) (c’est le type Dy), on peut montrer a
I’aide de 3.— que pour ¢ = 5:

VpeXt Ixed, mi(p) =3 .
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7.— Contrairement au cas du théoréme de Borel-Weil-Bott, il peut arriver
arriver que mj (1) > 0 pour plus d’un degré i (X et p étant fixés). Par
exemple, lorsque G est le groupe adjoint de type Fy, on obtient grice
au théoréme 2.2 qu’il existe une infinité de caractéres A € X tels que
m32(0) > 0 et m}'(0) > 0.

X k%

Maintenant, on va démontrer le théoréme 2.1.

On aura besoin de g, lalgébre de Lie de G. On notera aussi U(g) son
algébre enveloppante.

On procéde en trois grandes étapes. On commencera dans la section qui
suit par rappeler la définition des groupes de cohomologie & support et le
complexe de Grothendieck-Cousin ; ceux-la apparaissant dans celui-ci. Dans
le contexte du fibré en droites %} sur la compactification X, ce complexe
a un double intérét. Non seulement son homologie est exactement la coho-
mologie H*(X,.%}) mais, ses termes, qui sont des groupes de cohomologie &
support, sont aussi des représentations de g X g dont on peut décrire précisé-
ment les sous-quotients simples de dimension finie, avec leurs multiplicités.
On va étudier ces groupes de cohomologie au cours de la deuxiéme étape.
Pour cela, on ne perdra rien en se plagant dans le cadre plus général des va-
riétés réguliéres. Grace & cette étude, on pourra en la derniére étape éliminer
la plupart des termes du complexe de Grothendieck-Cousin. Pour ceux qui
resteront, on se raménera d’abord a la détermination de groupes de coho-
mologie & support dans des variétés qui sont « presque des espaces affines ».
Enfin pour conclure, on réduira tout & un calcul dans le contexte torique.

3 Cohomologie & support

Avec la définition des groupes de cohomologie & support, on redonne un
résultat d’annulation qu’on utilisera souvent.
3.1 Définition et théoréme d’annulation

Soient X un espace topologique et Zy C Z; C X deux fermés de X. Soit
F un faiseau abélien sur X.

Définition 3 On note Tz ,7,(F) le quotient de groupes abéliens :
{o e F(X) : olx\2=0}/{o € F(X) : olx\2=0}.

On appelle alors « i—éme groupe de cohomologie de F o support dans Z1 [ Za »,
et on note H’Zl/zz(?), le 1—éme groupe dérivé a droite du foncteur:

F— le/Zz(S:) .

Si Z est seulement localement fermé dans X, on définit : Hy(F) : = HiZ/Z\Z(S:)‘
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~Cette notion généralise celle de cohomologie « tout court », en effet:
H%(F) = H'(X, 7). A l'opposé, pour tout i: Hj(F) = Hy,7(F) = (0).
Dans le contexte des variétés on a:
Théoréme 3.1 ([Ke78, th. 9.5 et 9.6]) Soit X une variété lisse et irré-

ductible, Z une sous-variété affine de X, lisse et irréductible. Alors, pour
tout faisceau F cohérent et localement libre sur X, on a:

Vi # codim(Z, X), HL(F) = (0) .

Remarque : La condition « sous-variété affine, lisse et irréductible »
est par exemple vérifiée par les B—orbites de X, pour un groupe connexe et
résoluble B qui opére sur X.

* ok %

Rappelons aussi que pour une G—variété X, pour une sous-variété quel-
conque Z de X et pour un faisceau G—linéarisé sur X, G. Kempf a montré
que les groupes de cohomologie H%(F) sont naturellement des g—modules
(cf. [Ke78, 11.1, 11.3, 11.6]).

3.2 Théoréme de Grothendieck-Cousin
Ce théoréme met en lumiére le réle de la cohomologie & support.

Théoréme 3.2 ([MuR],[Boz|,[Ke78],[Ha66]) Soit X un espace topolo-
gique. Soit X D Zg D Z1 D ... D Zp D Zny1 = 0 une filtration de X par des
sous-espaces fermés.

a) Pour tout faisceau F abélien sur X, on a un compleze, le « COMPLEXE
DE GROTHENDIECK-COUSIN » :

0 dO 1 dl dn—l n
0= Hyzy 7, (F) = Hy, z,(F) = ... "= Hz (F)—0.

b) Si de plus la condition suivante est vérifiée :

Vp,Vg#0, Hy'l, () =(0) (V) ,

alors pour tout © > 0, H%O (X,TF) est le i-éme groupe d’homologie du
complezxe :

dO dl dn—l dn
0= Hy 7 (F) S Hy, 17, (F) S ... = HZ ()50,

* ok %

D’apreés le théoréme 3.1, la condition (V) est vérifiee quand les trois sui-
vantes sont remplies :

— X est une variété algébrique lisse et irréductible,
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— J est un faisceau cohérent et localement libre sur X,

— pour tout p > 0, la sous-variété Z, \ Z,i1 est vide, ou est lisse et de
codimension puref = p dans X.

* ok %

Appliquons ce théoréme au faisceau inversible %} et a la compactification
réguliére X. On a donc besoin d’une filtration de X par des fermés. Notons
Zy la réunion des B x B~ —orbites de X de codimension > p (p est un entier
positif). On considérera la filtration :

X=Zy22%...2

Puisque la variété X n’a qu'un nombre fini de B x B~ —orbites (cf. [B9S,
§2.1]) et que 'adhérence d’une orbite est une union d’orbites de codimension
plus grande, pour tout p > 0, les Z, sont des fermés.

* ok %

On va analyser le complexe de Grothendieck-Cousin qui apparait :

0= Hy, 17, (Zh) = Hy, 7,(L0) =

C’est un complexe de g x g—modules dont le p—iéme terme est :

ng/zpﬂ(jh) Z Zp+1 (h) = EBHP (Zh) ,

cette somme se faisant sur les B X B~ —orbites {2 de X de codimension p.
De plus, comme le faisceau .%, est G x G—linéarisé sur X, pour toutes les
B x B~ orbites 2 de X, I'action de I’algebre de Lie de B x B~ s’intégre en
une action (ratlonnelle) du groupe B x B~. On dit que les groupes H” o)
sont des g x g — B x B~ —modules (cf. [KeT8, pp. 373, 374, 384]). Pour les
étudier, on va en donner des filtrations. C’est 'objet de la partie qui suit.

4 Filtration des groupes de cohomologie & support

Dans toute cette partie, X sera une variété compléte et réguliére (pour le
groupe G ).

Soit L un fibré en droites G—linéarisé sur X. On va filtrer les groupes de
cohomologie de L a support dans une B—orbite 2 de X. Notre but est d’ob-
tenir, comme gradués associés des g—modules trés particuliers: des groupes
de cohomologie de fibrés en droites sur un espace homogéne G/H et & sup-
port dans une B—orbite BH/H, avec un sous-groupe H de G contenant T'.

T ¢-a-d que toutes les composantes irréductibles ont la méme codimension.
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Pour ces groupes de cohomologie, le support BH/H est un espace affine et
on peut calculer leur caractére comme T'—modules. De plus, lorsque G/H
est une variété projective (c-a-d une variété de drapeaux), ces modules sont
des représentations familiéres de g: des modules de Verma généralisés.

En fait, on ne s’attaque pas directement aux groupes de cohomologie
& support dans les B—orbites. On étudiera d’abord la cohomologie & sup-
port dans les cellules de Bialynicki-Birula (dont on rappelle la définition
ci-dessous) : pour obtenir les filtrations voulues, c’est plus commode. En-
suite, on passera au cas oul le support est une B—orbite. Enfin, on verra
qu’on aboutit au cas évoqué ci-dessus, avec G/H projective, lorsque tous les
T—points fixes de X sont dans une G—orbite fermée (comme on I’a vu, cette
derniére condition est satisfaite par la compactification réguliere X).

4.1 Les cellules et les orbites des variétés réguliéres

Dans les variétés réguliéres, les cellules de Bialynicki-Birula jouent un
role remarquable ; elles permettent notamment de paramétrer les B—orbites
et, on les utilisera aussi pour les filtrations de groupes de cohomologie &
support.

* ok %

L’ensemble des points fixes de T' dans X est fini. Notons le X7 Il existe
un sous-groupe a un paramétre ¢ (de 7'), dominant (c-a-d tel que pour tout
a € A, (a,() > 0) et dont les points fixes, dans X, sont aussi fixés par T
(cf. par exemple [BB73, lemme 2.3]).

Fizons pour toute cette partie un tel C.

Pour chaque £ € X7, la cellule de Bialynicki-Birula

X(z): ={ye X : lim((a).y = x}

est une sous-variété de X, isomorphe & un sous—7'—module de T, X, l'es-
pace tangent & X en z (c¢f. [BB73]). Si Z est une sous-variété fermée et
G —invariante de X, on notera Z(z) : = X(z) N Z la cellule de Bialynicki-
Birula de Z associée a z et a (. Ces sous-variétés X (z) (et Z(z)) sont
B—invariantes car, pour tout b € B, la limite

lim ¢ (a)b¢(a™)

existe et appartient & 7. Désormais, on appellera simplement cellules les
cellules de Bialynicki-Birula associées aux points de X7 et & (.

* ok %

On peut retrouver les B—orbites de X grace aux cellules. En effet, d’apreés
[BL, §2.1 p. 219 et pro. du §2.3], d’une part 'intersection d’une cellule et
d’une G—orbite de X est soit vide soit une B—orbite ; d’autre part, on obtient
ainsi toutes les B—orbites de X.
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4.2 Filtration de la cohomologie & support dans les cellules

Soit D Uensemble des diviseurs limitrophes de X (ce sont les composantes
irréductibles de X'\ X2, cf. la définition 1, p. 6). Soit z € XT. Pour étudier les
groupes de cohomologie a support dans les cellules, notre méthode consiste
a filtrer selon I'ordre d’annulation le long des diviseurs limitrophes. Et, pour
se ramener & de la cohomologie sur G -z et & support dans B -z, on utilisera
notamment que: X(z) NG -z =B - x.

Soit Z une sous-variété fermée, G—invariante et irréductible, de G.X(x)
qui contient z. On notera z(z) la codimension de la cellule Z(z) dans X et
b(x) celle de 'orbite B - z dans l'orbite G - z. D’apreés le théoréme 3.1, pour
tout faisceau M localement libre et de rang fini sur X, on a: H%(m) (M) = (0)
sii # z(x). Le théoréme suivant concerne le groupe de cohomologie a support

HZD (W)

Théoréme 4.1 Soit M un faisceau cohérent, localement libre et G—linéarisé
sur X. Pour tous m > —1,n > 0, on note M7 le faisceau @M(E) ou E

E
décrit 'ensemble des diviseurs de la forme :

Z (mp +1)D — Z npD

DeD DeD
ZCD z€D,ZZD

avec des entiers mp,np > 0 vérifiant: Y p,mp =m et > pnp =n.
Alors, avec ces notations, on a une filtration de g—modules :

B0 = | FT,

Z(x) n
m>—1,n>0
décroissante selon 'indice n, telle que, pour tous m,n > 0, on ait: F,;l =
(0), ﬂ Fi" = F;" 1 et dont les quotients successifs sont :
n>0
F"/F™ = HY®) (M6 2)
n/ n+1 B.z n|G-z -
Remarques

1.— Dans la suite, on appliquera ce théoréme a des faisceaux inversibles sur
X.

2.— Si on supprime 'hypothése « G—linéarisé », on perd seulement le ca-
ractére g—équivariant de la filtration.

3.— On a noté pour tout diviseur D de X, M(D) le faisceau Mg@ Ox (D).
X
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Démonstration : Pour tout schéma X', le signe ¥ symbolisera le dual
des Oxr—modules. On emploiera aussi les notations suivantes: pour tous
fermés Z1 C Zy de X,

— Iz, /2, le faisceau d’idéaux de définition de Z; dans Zj (et parfois, pour
abréger: Jz, : =0z /x);
v
- Nzyyz, + = (fJZ1 /Zs /32Z1 /Z2) le faisceau normal de Z; par rapport a

Zy (cf. [Ha97, déf. du §8.19]) ;

- Wz 7yt = N2A Nz, /2, le faisceau canonique de Z; par rapport a Z,
lorsque Z; et Zy sont lisses et irréductibles, de dimensions respectives
z1 et zo (cf. [Ha66, déf. b) p. 141]).

On notera enfin S? la puissance symétrique p—iéme.

X kX

Remarquons pour commencer que, d’aprés [B98, th. du §1.4, ii)], G.Z(z) = Z
et que, d’aprés [BB96, début du §2.4], on a des décompositions en faisceaux
inversibles :

Noyxlgz = @D  Ox(Dlaz

DeD,DDZ
Newizlez = P Ox(D)lgz
DeD
D>z,D2Z
wz x|z = Ox ( > D) Tz -
DeD,DDZ
l— Casou Z=X
On a alors: M2|ﬂ =M® S"N&/X. On va filtrer selon 'ordre d’annu-
lation le long de G - z: on remarque, effectivement, que: M = U MR Jg—_z

n>0
d’ou:

HZD (M) = lim HD (M@ 92 )
n>0 Ox

On va voir que cette limite directe est en fait une réunion (croissante) et on
va en déterminer les quotients successifs. Pour tout n > 0, on a une suite
exacte courte:

n+1 n nnv
OaM%UE aM%JE%M%S NE/X—W

d’otl 'on dérive une suite exacte:

(6) 0= HZD (M@t
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HFDM@T%) — HAD (MO S"NE ) =0 .

z/

En effet, comme Z(z) est une sous-variété affine et lisse de X, d'une
part, on déduit du théoréme 3.1 que pour i # z(z), Hy, (M ® Ig) = (0)
et, d’autre part, comme Z(x) et G - x se coupent proprement dans Z = X
( ¢f. |B98, ii) du th. du §1.4]), avec Z(z) N G-z = B -z, et Ngz/x est
localement libre sur G - x, on a de méme:

Vi # 2(2), Hyp (M ® S"N=

Gayx) = Hp (M@ S™NEZ ) = (0)

Gz/X

Pour terminer, en se servant de (), il ne reste plus qu’a poser: FY : =

((w))(M ® J“ ) pour n > 0. On vérifie aussi que:

Z(I n _
N HyyMeTz;) =(0) .
n>0

En effet, on peut majorer les caractéres des groupes de cohomologie a support
dans une cellule. On montre ainsi que les poids du tore T' dans le T'—module

@)

( )(M®3” ) se décalent quand n croit et que chacun finit par disparaitre
quand n tend vers Uinfini (¢f. [T, th. I1.3.2]).

* ok %

2.— On se raméne au cas de I’étape précédente

D’apres [BB96, pro.2.5], la variété Z (comme toute adhérence de G—orbite)
est encore réguliére. Notons z sa codimension dans X.

Puisque Z(z) C Z, grace a [G67, th. 2.8] et a [KeT78, lem. 8.5.d)], on a:

) (V) = hg:) HED* (Bxty, (0x/73,M)) -

Cette limite directe est encore une réunion croissante. En effet, on tire de la
suite exacte courte:

0= SNy x = Ox [Ty = Ox /77
une autre suite exacte de faisceaux:
0 — Exty, (Ox /%, M) = Bxth (Ox /TFT, M) = Exth (SN}, x, M) = 0.

Or, puisque le faisceau SmNg /x ©st localement libre sur Z, on a, d’aprés
[Ha66, pro. II1.7.2]:

Exty (S™Nyz/x:M) = wz/x ® S"Nz/x @ M

qui est un faisceau localement libre sur Z.
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Donc, en posant F™ : = H;((z))_z (M%X(ﬁx/yzn,w{)), on obtient une

filtration croissante HZ((?) (M) = U F™ de quotients succesifs:
m>0

Fm-l—l/Fm — H;((ww))_z(wZ/X ® SmNZ/X ® M) .
On peut alors appliquer la lére étape a la variété réguliére Z et au faisceau
localement libre: wz/x ® S™Nz/x ® M. On trouve pour tout m > —1, une
filtration décroissante F™t1/Fm = UnZOF:zn' Puisque M|z = wz/x ®
S"™Nz/x @M ® S”N%/Z, on a:
- b
Vm,n, Ty [Fyy = Hyy (M6) -

On conclut la démonstration en prenant pour F7* le relevé de F,, dans F™+!
(m > —1).
Q.e.d.

* ok %

Soit  une B—orbite de X, et b sa codimension. On va maintenant ex-
primer les groupes de cohomologie & support dans € & ’aide de groupes de
cohomologie & support dans une certaine cellule. Pour cela, on va utiliser que
Porbite € est l'intersection de la G—orbite G.€Q et d'une cellule X (z). Ici, le
point z est la limite (11—1}(1) ((a).y pour un y quelconque de €2 (cette limite est
indépendante du y choisi).

Notons Zgq ’adhérence de la G—orbite G.Q2 et D la somme des diviseurs
limitrophes contenant x mais non 2. Dans le théoréme précédent, on a étu-
dié les groupes H%Q(w) (M) pour un faisceau localement libre M sur X. Ils
apparaissent dans la filtration de la proposition suivante:

Proposition 4.2 Soit M un faisceau cohérent, localement libre et G—linéarisé
sur X.
Alors, on a une filtration croissante de g—modules :

HG(M) = |J HYo () M(ED))
k>0

Démonstration

Puisque G.Q = Zg \ D, on a: G.Q = Zg(z) N (X \ D). Or si on note
j: X \ D < X linclusion canonique, on a:

limM(kD) = j*M‘X\D .
k>0
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Or, j est un morphisme affine (il suffit de le vérifier pour chaque diviseur
limitrophe, qui est lisse) ; d’ou:

H{(M) = H_?—l(ZQ(:c))(M‘X\D) = H%Q(m)(j*M‘X\D) = lim H} (,, (M(kD)).
k>0

En outre, les morphismes:

Hy o) (M(kD)) = Hy, o) (M((k +1)D))

sont injectifs pour tout k& > 0 (car chaque composante irréductible de D
coupe proprement Zg(z) dans Zg).
Par conséquent, on a la filtration voulue. Q.e.d.

4.3 Suites de composition

Soit .Z un faisceau G—linéarisé sur X. On suppose encore que {2 est une
B—orbite de codimension b dans X. En général, les g—modules H(.Z) ne
sont pas de type fini. Néanmoins, ils admettent parfois une décomposition
naturelle en somme directe de g—modules de longueur finie. C’est ce que
nous allons maintenant étudier.

Soit Z(g)" ’ensemble des caractéres centraux du centre Z(g) de U(g).
Rappelons (cf. [Di, §7.8.15]) que si M est un g—module et si x € Z(g)', on
peut définir, par récurrence, une suite croissante de sous-g—modules de M
en posant:

M;() :=(0),Vn >0, My : ={m € M :Vz € Z(g), zm—x(z)m € Mg_l}.

On appelle la réunion croissante M, : = U M; l’espace propre généra-

n>0
lisé de poids x de M. Remarquons que les M, sont en somme directe lorsque
x décrit Z(g)'.

On reprend ici les notations du paragraphe 1.2.2 sur (N;, E, etc. On sup-
posera dans cette partie que .Z est un faisceau G —linéarisé.

Pour chaque caractere central x considérons l’espace propre généralisé

(Fh(2))

Suivant [Ke78, pp. 373, 374, 384], les groupes HY(Z) sont des g —
E—modules; c-a-d que Paction de l'algébre de Lie de B (par retriction de
celle de G) « s’intégre » en une action rationnelle de B. D’aprés [Di, §7.8.15]
(cf. aussi [T, annexe C1]), il s’ensuit :

Lemme 4.3 Comme g—modules :

Hy(Z)= @ (Hy(Z))y D



On va montrer (proposition 4.6) que les espaces propres généralisés (H o ))
X

sont des g—modules de longueur finie lorsque le point z fixé par T' et associé
a la B—orbite Q (c-a-d 'unique z tel que @ = G.Q N X (z)) appartient a
une G—orbite fermée de X. Ce genre d’orbites €2 présente un avantage : dans
les filtrations des groupes Hsbz (Z) obtenues a la section précédente, ce sont
des groupes de cohomologie de faisceaux sur 'orbite G - x qui interviennent
comme quotients successifs, et cette orbite est une variété de drapeaux. Ces
groupes de cohomologie sont, dans ce cas, des g—modules qui ont un carac-
tére central connu, c’est ce que ’on rappelle, entre autres, dans la section qui
suit. Par conséquent, en fixant un caractére central y, on obtiendra, grace
au théoréme et & la proposition 4.1 et 4.2, une filtration explicite de ’espace
propre généralisé correspondant: (Hg(.i”))x Cette filtration se trouvera

étre une suite de composition finie (cf. la proposition 4.6).
Mais d’abord rappelons quelques g — B—modules particuliers :

4.3.1 Les modules de Verma généralisés

Soit @ un sous-groupe parabolique de G contenant B~. Si L D T est le
sous-groupe de Levi correspondant, de racines postives ®F, on notera

We: ={weW :Vaed], wa) >0} .
Ainsi, les B—orbites de la variété de drapeaux G/@ sont les:
BwQ/Q : we W9 .

Remarque : Pour tout w € W%, [(w) est la codimension de BwQ/Q
dans G/Q.

D’un autre c6té, tout caractére \ de @ détermine un unique faisceau
Z, inversible et G—linéarisé sur la variété G /Q (c’est celui pour lequel Q

opére via A dans la fibre .¥ ‘Q /@ )- Nous le noterons Z;/g(A). Le lemme sui-

vant décrit les groupes de cohomologie & support Hgﬁ? /Q (Za/q(N)) comme
g—modules.

Pour I’énoncer, notons, pour tout caractére A € 3~C, X le caractére central
avec lequel le centre Z(g) opére dans tous les g—modules engendrés par un
vecteur de plus haut poids A (¢f. [Di, pro. 7.4.4]).

Théoréme 4.4 ([Br, §3, pro. 3] et [BB82, pro. 3.5]) Pour tout carac-
tere XA de Q, le g — B—module

l(w)
HBwQ/Q(gG/Q(A))
— admet x) comme caractére central;

— a une suite de Jordan-Holder (finie) ;
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- awx*x X comme plus haut poids.

Définition 4 On notera MZ(A) le g—module Hyywy, o (Le/o(V).

Remarque : Il résulte du théoréme 4.4 que le g—module M (}) a un
G—module comme sous-quotient simple si et seulement si w#* A est dominant.
De plus dans ce cas, le seul sous-quotient simple qui est un G—module est
L(w x \) et sa multiplicité est 1.

Si Q = B~, M§_()) est le module de Verma w—tordu M*(X) de plus
haut poids w * A défini dans [FF, §2.2|.

4.3.2 Quand le support est une orbite de rang maximal

La notion d’orbites de rang maximal est définie par exemple dans [B01,
§3]. En fait, ce sont exactement les B—orbites {2 de X telles que la G—orbite
G - z du point limite:

z = lim((a)y (Vye)
est fermée dans X (cf. [BO1, §3, th. 3]).
On suppose dans ce paragraphe que ) est une B—orbite de rang mazimal.

Précisons quelques notations supplémentaires avant d’énoncer et de dé-
montrer notre résultat sur les suites de composition des g—modules (Hgb)(.f )) .
X

Soit @ le sous-groupe parabolique de G contenant B~ associé & X : c’est le
sous-groupe parabolique opposé a P, le stabilisateur de la B—orbite ouverte
de X ; de plus, toutes les G—orbites fermées de X sont isomorphes & G/Q
(cf. [BB96, §2.2] et [B98, §1.4]). Puisque le point z : = lim,_,q((a).y (pour
tout y € Q) est dans une G —orbite fermée de X, il existe un unique w € W<
tel que w.z soit un point fixe de @ (dans X). Notons wq ce w et zq ce point
wq.z. Les faisceaux inversibles sur X sont déterminés par leur restriction
aux orbites fermées de X et donc par leurs fibres en les points fixes de )
dans X. Pour tout faisceau inversible et G—linéarisé sur X , 2, soit pa(ZL)
le caractére avec lequel le groupe Q opére dans la fibre .Z|,, .

Avec ces notations, il est immeédiat que:

Lemme 4.5 D’une part:
b(z): = codim(B - z,G - z) = codim(BwaQ/Q,G/Q) = l(wq)

et d’autre part, pour tout faisceau £ inversible et G—linéarisé sur X, ona
lisomorphisme de g—modules :

HYNG - 2,26.0) = M3 (po(2)) O
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Pour un diviseur B—invariant D de X, on notera pq(D) le caractére
pa(Ox(D)).
* % x

Gardons les notations précédentes. Si x est un caractére central, l'en-
semble des caractéres v € X tels que x, = x est une classe de X modulo
laction * de W (cf. [Di, pro. 7.4.7]; notons la W * x. Du théoréme et de la
proposition sur les filtrations 4.1 et 4.2, on déduit la:

Proposition 4.6 Soit encore D ’ensemble des diviseurs limitrophes de X .
On considére les parties suivantes de l’ensemble des caractéres de Q) :

Io: ={pa(D) : DeD,D 20}

Ja: ={pa(D) : DeD,D DN} .

Alors, pour tout faisceau £, inversible et G —linéarisé sur X et pour tout
caractére central x € Z(g)', le g—module (Hg(,i,”)) admet une suite de
X

composition finie :
(Hg(g)) =FD>F D...0FyD>(0)
X
dont les quotients successifs sont a permutation prés les:

Mg°(A) = X € (pa(Z) + Zlg + ZxoJa) "W * x -

Remarque : En particulier, les g—modules (HSI’)(.Z )) sont de longueur
X
finie.

Démonstration
Gréace au théoréme 4.1 et & la proposition 4.2, et avec leurs notations, on
obtient une filtration infinie de g—modules:

mz) -

m>—1,n,k>0
dont les quotients successifs sont :
HYD (M (kD)|gs) (m > ~1,n,k > 0) |

Lorsque (m,n, k) varie dans Z>_1 x Zx>o X Zxo, 4 l'aide du lemme 4.5,
on obtient comme quotients successifs les g—modules:

Mg ()

ou A décrit 'ensemble po(Z) + ZIqg + Z~oJq. (Remarquons que si zq ¢ D,
alors po(D) = 0.)
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Maintenant, prendre la y—iéme composante (Hg(.i” )) revient a ne gar-
X

der, parmi ces g—modules que ceux qui sont de caractére central x : c-a-d tels
que: x) = X, ou encore A € W * y.

Le fait que chaque module de Verma généralisé apparait au plus une
fois dans la suite de composition est une conséquence de l'indépendance
Z—linéaire des caractéres po(D), D € D (cf. [B98, pro. Al, iv)]). On ob-
tient une suite de composition finie car chaque ensemble W xx est fini. Q.e.d.

4.3.3 Application

En conséquence de la derniére proposition, on trouve le résultat suivant
sur la structure des g x g—modules Hgﬁ;l(wo)(ﬁg) pour tout w € W:

Proposition 4.7 Soient G est un groupe réductif et conneze sur C (avec les
notations de la p. 4) et w un élément du groupe de Weyl. Alors HY, o (0g) =
(0), pour i # l(w) + l(wo), et les espaces propres généralisés non nuls de
ngg_l(wo)(ﬁg) sont associés aux caractéres centraut x,—x, A € X. Chaque
tel espace propre HY (associé & xx_») a une suite de composition finie de
g X g—modules :

HY=FyDF, D>...D>FyD(0)

ou, & permutation pres, les F;/Fii1 sont les:
MY (p)RM (—p)*, p € WA .

Remarque : On a noté M(—M\)* le dual restreint de M (—\), le module
de Verma de plus bas poids A (¢f. par exemple le paragraphe qui précéde la
proposition 6 de [Br]).

Démonstration : Choisissons une compactification réguliére X de G et
appliquons la proposition 4.6 . Aucun diviseur limitrophe ne contient I’orbite
BwB™. Ainsi, suivant les notations de la proposition précédente :

Ipws- = {ppws-(D) : DE€D}, Joa=0.

De plus, d’apres [B98, pro. Al, iv)], le réseau engendré par les caractéres
Pew-(D), D € D, est aussi le réseau engendré par les T x T—vecteurs
propres de 1’espace des fonctions rationnelles sur 7 (ou sur 7'). C’est donc:
{(\=A) : Ae X} Q.e.d.

X k%

Dans les deux derniéres parties, on notera U et U~ les sous-groupes
unipotents maximaux de B et B™.
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5 Fin de la démonstration du théoréme principal

D’apres [B98, pro. Al, iv)], dans les compactifications de groupes réduc-
tifs, toutes les B x B~ —orbites sont de rang maximal.

On peut donc appliquer la proposition 4.6 dans ce cas.

Apres avoir rappelé une paramétrisation des B x B~ —orbites de X (5.1),
on va se sevir de la section précédente pour éliminer une grande partie
des termes du complexe de Grothendieck-Cousin (cf. la section 3.2) qui ne
contribuent pas dans le calcul des multiplicités des groupes de cohomolo-
gie H (X, .%,) (lemme 5.2). On exprimera alors ces multiplicités & I’aide de
groupes de cohomologie & support dans certaines B x B~ —sous-variétés de
X (théoréme 5.3). Enfin, on pourra exprimer, a leur tour, ces groupes de
cohomologie & support simplement en fonction de la restriction de %}, a la
variété torique T N X, d’éventail €T (5.4), et arriver ainsi & la formule du
théoréeme 2.1.

5.1 Les orbites dans la compactification

Pour paramétrer les B x B~ —orbites de X, on utilise les cellules et les
G x G—orbites.

On choisit une fois pour toutes un sous-groupe & un paramétre  de T x T,
dominant relativement a B x B~ et tel que tous les points fixés par C le soient
ausst par T x T.

D’apres [B98, pro. Al], les points fixes de T' X T sont dans les G X
G —orbites fermées. Ce sont donc les points (w,t).z, avec (w,t) € W x W
et o un cone maximal de &T (rappelons que z, est le point-base associé au
cone o et que lorsque o décrit €T, I’ensemble des cones maximaux, z, décrit
I’ensemble des points de X fixés par B~ x B). Les B x B~ —orbites de X
sont dés lors les intersections non vides parmi les:

Owte: =0NX((w,t).24)

ot O est une G x G—orbite de X, et X((w,t).2,) est la cellule de Bialynicki-
Birula associée au point (w,t).2z, et au sous-groupe a un paramétre ¢ (cf. la
section 4.1).

Pour la compactification magnifique Guq, il n’y a qu'un seul céne maxi-
mal: €*. On notera X,4(w, ) la cellule de Bialynicki-Birula associée & (w, t).ze+
et a .

On se servira plus loin de 'ouvert X formé des = € X tels que 'orbite
B x B~ - z est ouverte dans G x G -z (si X = Gyq, c'est la cellule ouverte).
Plus généralement, on définit les relevés des cellules de Gq dans X : suivant
[B98, Pro. A2], comme X est réguliére, la surjection canonique G — Ggq
se prolonge en un morphisme G x G—équivariant 7 : X — G,q4. Pour tous
w,t € W, soient X(w,t) : = 71 (Xaq(w, ).
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Posons aussi :
S(w,t) : = ((w™,¢7).X(w, 1)) TN Xo

(siw=t=1,alors: X(1,1) = Xg et S(1,1) =T N Xj).
Ces variétés vérifient :

Lemme 5.1 (|[BL, §1.2 et 2.3]) Soient w,t € W. Alors:
- X(w,t) est une sous-variété fermée de (w,t).Xo ;

— S(w,t) est une sous-variété fermée de T N Xy, formée des s € T N X,
tels que la limite quand a tend vers 0 de:

(w7 H)(()(a)-s
existe dans T N Xy ;

— on a la décomposition en B X B~ —orbites :

X(w,t) = |_| Ow,t,a ;

O GxXG—orbite
oc€&+t maximal

— lapplication :

wU xtU- xTNXy — X
(a,b,s) —  (a,b).s

induit des isomorphismes de variétés algébriques :

wU X tU~ x TNXy = (w,t)Xp
(wUNUw) x (U - NUt) x Swt) = X(w,ti)

Le dernier point du lemme a pour conséquence que, pour tout faisceau
inversible et G x G—linéarisé sur X, on a un isomorphisme de faisceaux
T x T—linéarisés :

fh‘xo ad ﬁUﬁU— X.%, TnX, -
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5.2 Calcul des multiplicités des groupes de cohomologie a
support dans les orbites

Soit Oy ts une B X B~ —orbite de X de codimension i. On s’intéresse
aux sous-quotients simples (comme g x g—modules) de dimension finie de
Hg, , () et aleur multiplicité. On déduit de la proposition 4.6 p. 28 le:

Lemme 5.2 Soit L un G x G—module simple. Si la multiplicité
[H@w,w (%) : L]

n’est pas nulle, alors: w =t et il existe un caractére p € X+ tel que L =

End(L(p)).

Démonstration : Soit x le caractére central du g x g—module L.
D’aprés la proposition 4.6, si le g x g—module (HZ

Oy1o ). & une multi-
plicité non nulle selon L, alors il en est de méme pour un g X g—module de

la forme:

M"Y (hy + 8)RM'(—hy, — 0)

ol h, est le poids de la droite .%,|,, et, pour un certain diviseur G x
G—invariant D de X, § est celui de la droite Ox(D)|,, . Il est nécessaire,
aussi, que:

(w,t) * (hg + 3, —(he +9)) € W xx .

Soit (A1, A2) le plus haut poids de L relativement & B x B~ (c-a-d que
A1 et —Ag sont dominants). On a alors:

w(hy + 8+ p) € WA +p) et t(—hy — 5 — p) € W(=)X2 — p)

d'otu: W(A1 4+ p) =W (A2 + p) et: Ay = —Xg car Ay + p ainsi que —(A2 + p)
sont dominants et réguliers. En conséquence, L = End(L(A1)).

D’un autre c6té, pour que le g x g—module M™ (h, +8)RM (—hy —6) ait
un G x G—module parmi ses sous-quotients simples, il faut que w(hs + 0+ p)
et t(hy + 0+ p) soient dominants réguliers (cf. la remarque apres le théoréme
4.4). Cela entraine que:

w(he +0 4+ p) =tlhe + 5+ p) = A1 = A2
et que: w =t. Q.e.d.

Grace au complexe de Grothendieck-Cousin, il résulte immédiatement
de ce lemme que, pour tout 7 > 0, les représentations simples de GxG qui
apparaissent dans la décomposition du G x G—module H {(X, %) sont de la
forme End(L(x)) pour un certain p € X*. Ce lemme montre aussi que, dans
le complexe de Grothendieck-Cousin et en vue du calcul des multiplicités des
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modules End(L(u)) dans les groupes de cohomologie H*(X,.%}), on peut se
passer des termes de la forme Héw,t,a (), avec w # t. On se raméne ainsi,
dans la section suivante, & une étude des groupes de cohomologie & support
dans les variétés X(¢,t), t € W. Cette étude est plus facile que ’étude directe
des groupes H'(X,.%,) car, grace au lemme d’excision, on peut remplacer
X par n’importe quel ouvert qui contient X(t,1).

5.3 Simplification de I’expression des multiplicités des groupes
de cohomologie

Avec les notations de la section précédente (5.1), on a:

Théoréme 5.3 Pour tout i > 0 et tout € X :

[H(X, £3) - Bd(L(w)| = 3 [Hxi(Zh)  Bnd(Z ()
tew

Démonstration : Soit L un G x G—module simple.
Suivant le théoréme 3.2, pour tout ¢ > 0, H*(X,.%}) est le i—eéme groupe
d’homologie du complexe de Grothendieck-Cousin :

0 1 .
K*: 0K L K'Y 5 KImX
ou pour chaque p > 0, KP est la somme directe:

@D Ho,.. (%)

O,w,t,o
indexée par les B x B~ —orbites de X de codimension p.
* % %
Les applications dP définissent des morphismes (de g X g—modules) :
dMY HE (%) — HE (%)

pour toutes paires d’orbites €2, Q' de codimensions p et p + 1.

Si, dans le complexe K*, on ne garde que les termes de la forme Ho, , , (Z4)
(d’apres le lemme 5.2, ce sont les seuls qui puissent avoir une multiplicité
non nulle selon L), alors on obtient un nouveau complexe :

0> K% KL—...
o, pour tout p > 0:

Kp: =D Hp,, (%) -
O,t,o
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Les différentielles de ce complexe ont pour composantes les d*% on Q et '
sont des B x B~ —orbites de la forme O .
De plus, on a:

Vi>0, [BY(K*): L] =[h(K}): L] .

X ok %k

. . . /
Pour des raisons de support, si un morphisme d**¥ est non nul, alors on

Q' CQetcodim(,Q)=1.

Or, grace a la description des adhérences des B x B~ —orbites de X de
[B98, th. du §2.1] et [Sp, pro. 2.4], on peut montrer le:

Lemme 5.4 ([T, pro. V.3.6]) Soient O,0" des GXG—orbites de X, w,w' €
W et 0,0' des cones mazimauzr de ET.
Alors, si:

! “ . ©“
V) w' w0’ c Ow,w,o et COdlm(ow',w’,a”a Ow,w,a) =1,
ona:w=w 0O
En conséquence, le complexe K} se décompose ainsi:

Ky =P K*(1)

tew

avec:
Vp>0,VteW, K'(t) = D Hp,, (%) ;
0,0

il en résulte aussi que:

Vi>0, [h"(Kp): L] =Y [W(K*(t): L] .
tew

X ko Xk

Or, sit € W, on reconnait en K*(t) le complexe de Grothendieck-Cousin
associé a %, et a la filtration :

XDOX(t,t)DZ)DZ/ D...
par les fermés de X(¢,t) définis par:

Vi>0, Z: = | | Otto -

0,0
dim Oy 4 5 <dim X (¢,t)—i
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Dés lors, d’aprés le théoréeme 3.2, on a des isomorphismes de gx g—modules :

Vi>0,VteW, h'(K*(t) ~ Hyxq (L) -

En résumé, si ¢ > 0, alors:

[H'(X, %) : L] = [W*(K*) : L] = [W'(Kf) : L] = ) [A/(K*(t)) : L]
tew

= > [Hxqy (%) - L] -
tew

Q.e.d.

5.4 Reéduction au cas torique

Pour conclure, il reste & déterminer les multiplicités

[Hig)(Zh) : Bnd(L())]

lorsque t € W.

On va se ramener & au calcul du caractére d’un groupe de cohomologie
& support d’un faisceau inversible sur une variété torique.

Gréace aux isomorphismes du lemme 5.1, on a un isomorphisme de T' X
T—modules :

Hig(o(%h) = Hifhy(Gu)BH (- (0y-0) © Hyly (Zhlrox, ) -

Et, en utilisant les isomorphimes de T—modules suivants (cf. [Ke78, lem.
12.8] ou [Ku, lemme 3.16| pour les deux premiers) :

Higgfan(ﬁtUt—l) ~ M(tp — p)

(le module de Verma de plus haut poids tp — p)

Htl((Jt)—t—lmU— (Ow-4-1) =~ M(—tp+ p)

(le module de Verma de plus bas poids —tp + p), et

i—21(t
Hsa,t§ : "gh‘TnXo @ m,C

veX
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(pour certains entiers m, ! ), on obtient un isomorphisme de T x T—modules :

(1) (%) = @ mu (M(t(v +p) = p)BM(~(i(v + ) ) )

veX

Mais, comme les caractéres des g x g—modules simples L (& plus hauts
poids) sont Z—linéairement indépendants, on trouve que, pour tout caractére
p € X, la multiplicités selon End(L(u)) de Hy 1) () verifie:

[Hin (%) : End(L@)] = 3 my [M(tv+p) - p) : L(p)]

veW sy

= M= (u+p)—p
(cf. la remarque qui suit le théoréme 4.4). N
Dés lors, pour tout i > 0 et pour tout u € X*, on a:

[H'(X, %) : End(L()] =mu+ > meryy, -
tew, t#£1

X ok Xk

Enfin, on vérifie que les variétés toriques TNXg et TNXg\ S(¢,t) ont pour
éventails: £+ avec [€1| = CF et un ensemble & avec |Ef| = | ] atnet.
acd,—1
La formule de [O88, th. 2.6] (cf. aussi [T, th. I1.4.2]) permet alors d’ex-
primer les entiers m;-1,, en fonction de h et des sous-espaces topologiques
€t et Upes, @ NET de Yr.
Cela achéve la démonstration du théoréme 2.1.

X ok Xk

En fait, pour la cohomologie des fibrés en droites sur les variétés toriques,
la méthode du complexe de Grothendieck-Cousin aboutit directement & une
formule qui fait intervenir la cohomologie d’Ishida (cf. [T, th. 11.4.4]).

Je remercie mon directeur de thése, Michel Brion, pour sa relecture at-
tentive et patiente, et pour les améliorations et corrections qu’il m’a fait
apporter auzr premiéres versions. Un grand merci également a Syu Kato pour
les bons échanges que nous avons eus.

+On considére H. 21 (4 comme un T—module grace 4 Iaction de T x {1}

1A S(t,t) h |Tnxo )
sur T'N Xo et sur S(t,t).
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